PROBLEME DE REVISION ENONCE

FONCTIONS HOLOMORPHES

Dans ce probléme
e f:Q C C — C une fonction, on note f I'application définie sur € par f(glc7 y) = flx + iy)
e On pose P: (x,y) € Q— Ref(x +1iy) et Q: (z,y) € Q— Smf(x+ iy) .

e Pour tout zp € C et r € RT U {+0oc}, on note : D (29,7) ={2€C | |z — 20| <7}

Partie I: Questions préliminaires

On considére I'application v : R? — C définie par ¥ (z,y) = x + iy
1. Vérifier que I'application v est une bijection continue et que 1 ~! est aussi continue .
2. Justifier que si Q est un ouvert de C alors Q = {(x, y) ER? | x4y € Q} est un ouvert de R?

Dans toute la suite de probléme 2 désigne un ouvert non vide de C

Partie II: Fonctions holomorphes

Soit €2 est un ouvert non vide de C, f : € — C une fonction, on note f lapplication définie sur 2 par f(x, y) = f(z+iy).
On pose P: (z,y) € Q= Ref(zx+iy) et Q: (x,y) € QA Smf(z +1iy) .

Définition 1 (Fonction C-dérivable). £(2) — f(z0)

e On dit que f est C-dérivable en zg € 2 si lim
z2—20 zZ— 2y

existe dans C.

Auquel cas elle est notée f'(zo)

e On dit que [ est C-dérivable sur §) si elle C-dérivable en tout point de Q. La fonction z — f'(z) est appelée la
dérivée de f, notée f'.

e On dit que [ est holomorphe, si elle est C-dérivable sur Q2 et f' est continue sur €.
On note H(QY) 'ensemble des fonctions holomorphes sur Q.

1. Soit E a, 2" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f .
n>=0

—+o0
(a) Montrer que f est holomorphe sur D(0, R) et on a Vz € D(0, R), f'(z) = Z na,z" "t
n=1

(b) Montrer que z — exp(z) est holomorphe sur C et exp(z)’ = exp(z)
2. La fonction z — Z est-elle C-dérivable sur C
3. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes

(1) Montrer que f est holomorphe sur 2

(i7) f est de C? (Q,(C) et vérifie ’équation d’Euler

V(I’,y) € Qv %(%y) = Z%(:E’y)

(i73) P et Q sont C! (Q,(C) et elles vérifient Les équations de Cauchy-Riemann

oP . 0Q

V(gc,y) € Qu 7(3773/) aj 6Q

&y (x,y) et ay (l‘,y) = —%(l',y)

4. Redémontrer que z — exp(z) est holomorphe sur C

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE REVISION

ENONCE

FONCTIONS HOLOMORPHES

5. Zéta de Riemann:
On pose @ = {z € C, Re(z) > 1} et pour z € Q on pose

+<><>1

((z) =

n?
n=1

(a) Montrer que ¢ est définie sur
+oo
(b) Soit x € |1, 400[, on définit (, : y —> Zl e

Montrer que (, est de classe C' sur R
+oo
(c) Soit y € R, on définit ¢, :  — Z g
Montrer que ¢, est de classe C! sur ]1 +oo]

(d) Montrer que ¢ est holomorphe sur 2

6. Fonction Gamma d’Euler:
On pose 2 ={z € C, Re(z) > 0} et pour z € Q on pose

+oo
I'(z) = / t*~tetdt
0

(a) Montrer que I' est définie sur 2

+o0 )
(b) Soit = €10, +oo[, on définit T'y, : y — / eI et g
0

Montrer que I';, est de classe C! sur R
“+oo
(c) Soit y € R, on définit T, : 2 +— tr 1Tt g,

0
Montrer que I, est de classe C! sur ]0, +oo|

(d) Montrer que I' est holomorphe sur

Partie III: Fonctions analytiques

Définition 2 (Fonction analytique).

On dit que f est analytique sur  si pour tout zg € il existe r > 0 et une série entiére Zanz"

n=0
convergence R > r tels que

Vz € D(zo,1) Zan (z —20)"

On note O () Uensemble des fonctions analytiques sur
1. Exemples

(a) Montrer que toute fonction polynomiale sur C est analytique sur C

(b) Montrer que exp est analytique sur C
2. Soit f une fonction analytique sur (2.

(a) Montrer que f est holomorphe sur .
(b) Montrer que f est infiniment C-dérivable sur Q.

de rayon de

(¢) Montrer que f admet un développement de Taylor au voisinage de tout point zg € Q . Autrement dit,

(n)
Vzo € Q,3r > 0,Vz € D(20,7), f(2) = Z / n(‘ )(z —20)"
n=0 .
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PROBLEME DE REVISION ENONCE

FONCTIONS HOLOMORPHES

+oo
3. Soit f(z) = Z a, 2" une application définie par une série entiére dont le rayon de convergence R est non nul.

Soit zg un point de l'intérieur du disque de convergence de module rq et soit r € ]0, R — ro[. Soit z € D(zg, r)

|
(a) Montrer que la famille ((p —:_ ?) aptqza(z — zo)p) est sommable
Py (p,q)EN?

(b) Montrer que
<« f(”)(zo) n
Vz € D(z0,R —|20]), [f(z)= E — (2~ 20)

n!
n=0
(c) Déduire que f est analytique sur D(0, R)

Partie I'V: Analyticité des fonctions holomorphes

Soit f une fonction holomorphe sur Q, z5 € Q et R > 0 tel que D(zp, R) C

1 2w . .
/ f (zo + rew) e~ 40

L. Soit ¢y, : ]0, R[ — C définie par: ¢, (r) = 2mrn
0

(a) Montrer que ¢, est de C! sur ]0, R[ et expliciter ¢/,

1 27 ) )
(b) Montrer que ¢,, est constante sur |0, R[. On pose alors a,, = / f(z0+re?) e dg

2mr™ J,

2. Quitte a considérer z — f(zp + z), on suppose que zo = 0. Soit z un point du disque D de centre 0 et de rayon
R tel que |z| < r < R. Considérons la fonction g : [0; 1] — C définie par :

o) = =Nz j—gkre”] — 1), 0 g
0 re' —z

(a) Montrer que g est définie et dérivable sur [0, 1], puis montrer que g est nulle sur [0, 1]

(b) Justifier I'égalité
2m 0 2m 0
re . re i0
f(z)/o T dé = /0 T zf (re’’) do

(¢) En utilisant la somme d’une série géométrique, montrer que

27 19 +oo 271'
2 = d9 =
7Tf(2) /0 620 Z re Z / Tnean

(d) Déduire que f est analytique sur Q

Partie V: Applications

1. Théoréme de Liouville:

Soit f est une fonction holomorphe dans C, on écrit f(z Z anZ

(a) Montrer que
M(r)

VreR:, an| < ou M(r) = sup |f(2)]

|z|=r

(b) Montrer que si f est bornée, alors f est constante.

2. Théoréme de D’Alembert-Gauss:
Soit P un polynéme de C [X] de degré supérieur ou égal & 1. On suppose que P ne s’annule pas sur C

1
(a) Montrer que 2 est holomorphe sur C

1
(b) Montrer que ) est bornée

(¢) Déduire
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

Partie I: Questions préliminaires

On considére I'application v : R? — C définie par ¥ (z,y) = x + iy
1. Pour tout z € C, il existe un unique (z,y) € R? tel que z = x + iy, donc 1) est bijective et

-1 . cC — R?
¥ { : —  (Re(z),Im(2))

1 et ! sont linéaires et C et R? sont des R-espaces vectoriels de dimensions 2, donc elles sont continues
2. Q= 1~ (Q) est I'image réciproque d'un ouvert par une application continue, donc il s’agit d’un ouvert de R?

Dans toute la suite de probléme €2 désigne un ouvert non vide de C

Partie II: Fonctions holomorphes

1. Soit Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme f .
n=0
(a) Soit z € D(0, R). Le disque D(0, R) étant ouvert, donc 3r € ]0, R[ tel que z € D(0,r) . Soit h € C* tel que
z+heD(0,r). On a

“+o00 n—1
f(z+h)— Zan ((z+h)" :hZanZ(z—&—h)kz"_l_k
n=1 k=0
donc .
“+oo n—
flz4+h)— f(z .
( ]z ():Zan2(2+h)kznlk
n=1 k=0
Donc
n—1 n—1
an Z(z + h)F2r R < g, Z |z + h|¥|2|" 1R < nja,|rmt
k=0 k=0
Les deux séries entiéres Z anz" et Z a, 2"~ ont le méme rayon de convergence R donc la série Z | [P
n>=0 n>1 n>1
n—1
converge, d’ou la série Z an, Z(z + h)k2"=17F converge normalement sur D(0,r).
n>1 k=0

D’aprés le théoréme d’interversion limite-somme on obtient

+o0 —
. knlk . : knlk
}1111% anZerh = }l}gé( ZZJrh >

n=1 n=1

“+o0 n—1
— § § li k. n—1—k
<an k=0 hliﬁ)(z ! h) ’ >

n=1

d’ou f est holomorphe sur D(0, R) et on a Vz € D(0, R), Z napz

(b) z — exp(z) est développable en série entiére de rayon de convergence R = +o0o, donc elle est holomorphe

sur C et pour tout z € C
/ +§OO 1 n—1
eXp(Z) = mz = exp(z)

n=1

elamdaoui@gmail.com 4 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

2. Vzy € C, et pour tout réel t € R*

i TG0 = F0)
t—0 t t—0 it

Donc la fonction z — Z n’est pas C-dérivable sur C

(i) = (ii) Soit (h, k) € R? tel que (zo + h,yo+ k) € Q. On a

f@o+hyo+k) = flzo+h+i(y+k))
= flz0+ (h+ik)) = f(20) + (h +ik) f'(20) + o(|h + ik]|)

= f(xo, ) + hf'(20) + ik f'(20) + o ([[(h, K)l|2)
L’application (h, k) — hf'(z0) + if’(20)k est linéaire donc f est différentiable en (z,7) et on a

OF (0,0) = £ (20) et 2L (20, 0) = if(20).

ox oy
Donc g et g existent et sont continues sur . En particulier
€T Y
of of
%(xovyo) + Z@(mo,yo) =0

(i1) = (iii) f est de C' sur Q et f = P +iQ donc P et Q sont de C' sur Q et on a

of _op, 0Q . of _oP, 0Q
dr Oz Ox oy Oy Jy
On a
of ~of  orP  .0Q 0P 0Q
or oy T ar Taw T'oy T oy
_ 0P 0Q (0P 0Q
- Ox Oy oy Ox
Avec 8—f—|—ia—f:00n obtient
or dy

or _0Q  oP _ _0Q

oxr Oy oy  Ox
(791) = (i) Soit zp € N et h+ik € Ctel que zp+h+ik €. On a
f(z0 + (h+ik)) = Pl(xo+h,yo+k)+iQ(xo+ h,yo + k)

P P
— Plan, o) + i@z, o) + A5 (0 0) + ko) +i (W52 . 90) + K5 (oo o) )
+ollh,K))

7] 0 0 7]
= )+ % o) — k52 0, 0) + (152 oo 0) + K o) ) + o))

= o)+ (e i8) (Gt )+ 152 (o)) + o+ k)

oP 13}
On déduit que f est C -dérivable en zg et on a f'(z9) = — (0, yo) + ia—Q(xo, yo)- De cette égalité montre
x

que Ox
oP _ 0Q _
! 1 1
f_axow +18xo¢

est donc continue sur €
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

4. Les deux applications P : (x,y) — Re(exp(z)) = e cos(y) et Q : (z,y) — Im(exp(z)) = e®sin(y) sont de C?
sur R? et vérifient

op _0Q . op __0Q
dxr Oy oy Oz’
Donc z — exp(z) est holomorphe sur C

5. Zéta de Riemann:
On pose 2 ={z € C, Re(z) > 1} et pour z € Q on pose

+o0 1
(2) =) —
n=1 n
1
a) Soit z € Q, alors Re(z) > 1 et pour tout n € N*, on a |—| = ———. Par comparaison avec la série de
z Re(z)
n n

1
Riemann, la série Z — est absolument convergente, donc elle converge. Ainsi ¢ est définie sur €2
n>1 n
. ) 1
(b) Soit x € |1, +00[. On pose f, : y — o
e Pour tout n € N*, application f, est de C* sur R et

, _ —ilnn
VWER, fuly) =y
e La série Z fn converge absolument sur R, donc elle est simplement
n>1
e Soit [a,b] C R, alors pour tout y € [a,b], on a:

Inn

Inn
=, donc | £} o=

n

[fn)l =

Inn
et la série de Bertrand Z —~ converge car x > 1
n>1

On conclut par le théoréme de dérivation terme & terme que ¢, est de C! sur R et

—+oo
Inn
/ _
Vy € Rv C:z:(y) - ? 571 nf_;,_l'y

(¢) Soit y € R. On pose g, : © — ety

e Pour tout n € N*, lapplication g,, est de C! sur ]1, +oo] et

—Inn
/ _
Ve ell,+ool, g, (z)= ey

e La série Z gn converge absolument sur |1, 4+o00[, donc elle est simplement
n>1
e Soit [a,b] C]1, 400, alors pour tout = € [a, b], on a:

Inn Inn
= <

lgn (@)l = — < —3

Inn
et la série de Bertrand E —— converge car a > 1, donc g gy, converge normalement sur [a,b], donc
n
n>1 nz=1
elle converge uniformement
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

On conclut par le théoréme de dérivation terme & terme que ¢, est de C! sur |1, +oof et

+oo
Vo € 1,400, () =-) Inn

nx—i—iy
n=1

(d) ¢ est de C* sur Q, car elle admet des dérivées partielles continues, avec

8*5(% y) =, (z) a 5
V(z,y) € ]1,400[ X R, gzs ’ v Gt%:i%

afy(x, y) =)

Donc ¢ est holomorphe sur €2

6. Fonction Gamma d’Euler:
On pose @ = {z € C, Re(z) > 0} et pour z € Q on pose

+oo
I'(z) = / t*~letdt
0

(a) Soit z € , alors Re(z) > 0. L’application ¢t — t*~te~! est continue sur ]0, +o0[

1
e En 0: On a |t*~le™!| e 7o) et 1 — Re(z) < 1, donc t — t*~ e est intégrable en 0

e En +o00: On a |t2tz_1e_t| = Re(x)+1o—t P 0. Par comparaison avec l'intégrale de Riemann, la
fonction considérée est intégrable en +oo
Donc I' est bien définie sur I"
(b) Soit x € ]0,+oc[. On pose f: (y,t) € R x |0, +oo[ s t&~1HWe—t
e Pour tout y € R, 'application t — t*~1+%e~t est continue et intégrable sur ]0, +o00|
e L’application f admet une dérivée partielle par rapport a y et

V(y,t) € R x )0, +o00], g(y,t) =it W In(t)e!

Ay
of . . . .
En outre (y7 t) — a—(y, t) est continue par rapport a y et continue par morceaux rapport a ¢
Y
e Soit [a,b] C R, alors pour tout y € [a,b] et t € |0, +o0[, on a:

gw\ — (0] et = ()

L’application ¢ est continue
1
—En0: Onap(t)=o (t“) avec 0 < a < 1 —x, donc t — () est intégrable en 0

— En +o0: On a [t2In(t)p(t)] = t*+H In(t)e P 0. Par comparaison avec l'intégrale de Rie-
— 400
mann, la fonction ¢ est intégrable en +o0o

On conclut par le théoréme de dérivation sous-signe intégrale I',, est de C! sur R et
+o0 )
VyeR, T.(y) = 2/ t* W n(t)e ! dt
0

(c) Soit y € R. On pose g : (z,t) € ]0, 400> —s to~1Hiwet
e Pour tout x € |0, +o0|, Iapplication t — t*~1+#We~t est continue et intégrable sur ]0, +o0[
e [’application g admet une dérivée partielle par rapport a x et

V(z,t) €10, 400[?, %(m,t) = "1 n(t)e

10) . .
En outre (z,t) — a—g(x, t) est continue par rapport a = et continue par morceaux rapport a ¢
i3
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

e Soit [a, b] C ]0,+oc[, alors pour tout x € [a,b] et ¢]0, +o0], on a:

[
89 _ rx—1 _—t
b&%ﬂ-%h@t et < B(1)

Avec ®(t) =

In(t)[t* et sit<1
{I n(t)| € SES est continue

In(t)[t*~te™t sit>1
1
— En0: Ona ®(t) =o (W) avec 0 < a < 1 — a, donc t — ®(t) est intégrable en 0

— En +o0: Ona ’tz ln(t)tb(t)‘ = tt+ 1 In(t)e? P 0. Par comparaison avec I'intégrale de Riemann,
)
la fonction ® est intégrable en 400

On conclut par le théoréme de dérivation sous-signe intégrale I'; est de C! sur ]0, +o0] et
“+o0
Vo €]0,400[, T (z)= /0 t* W n(t)e ™t dt

(d) T est de C* sur Q, car elle admet des dérivées partielles continues, avec

ar
—(wy) =Ty  of o

V(l‘7y) 6]1,+OO[2, 8;5 ! et — =i —
or , oy Ox

Donc I' est holomorphe sur 2
Partie III: Fonctions analytiques
1. Exemples
(a) Soit P un polynéome de C[X]. Par la formule de Taylor
400
P (% n
V20,2 € C?, P(2) = Z;) % (z— 20)

. P" (2o P . .
La série g #z" est de rayon infini car son terme général s’annule & partir d’un certain rang, donc P
n!
n=0
est analytique sur C

n

(b) On sait que Re Z Z—| = +o00. Alors pour zy € C, on a pour tout z € C,
=t
2 explz0)
exp(z) = exp(zp) exp(z — 20) = Z 7'0( —2z)"
— nl

Ce qui montre que exp est analytique sur C
2. Soit f une fonction analytique sur €.

(a) Soit zp € Q. Par hypothése l'application F' : h — f(z9 + h) est développable en série entiére sur un
voisinage V' de 0 dans C, soit

+oo
F(h) =" anh"
n=0
pour h € D(0,r). Donc F' est indéfiniment dérivable et vérifie
F™(0) = nla, :
Par translation on en déduit que f est indéfiniment C-dérivable sur un voisinage de zy et que

™ (z) = F™(0) = nla,
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

(b) D’aprés la question précédente f est infiniment C-dérivable sur 2.

(¢) Les a, sont donnés dans la question ??
+oo
3. Soit f(z) = Z a, 2" une application définie par une série entiére dont le rayon de convergence R est non nul.

n=0
Soit zg un point de I'intérieur du disque de convergence de module rq et soit r € ]0, R — ro[. Soit z € D(zg, r)

(a) Soit n € N, on a

(p+9q)! q (p+q)! q
§ , Aptqzg(z — 20)P| < E |lap+q| 0"
p!q! (p,a)EN? p!q!

pt+g=n p+g=n

< an| (r+m0)"

La série E anz" est de rayon de convergence R et r+rg < R, donc la série E an (1 4+ 1r9)" est absolument
n>=0 n=0

(p+q)!
plq!

aptq2a(z — zo)p> est donc

convergente. Par le critére suffisant de sommabilité, la famille (
(p,q)EN?

sommable

(b) Pour p € N, on a:

+oo
p+4q)
FP(z0) =) ( , ) Ap+q20
=

+oo +o00
flz) = Zanz":Zan(z—zo—i—zo)"
n=0 n=0

+oo
(P+4q)
= > > plgt (pra*o (2 = 20)"
n=0p+g=n =
L : (p + q)' q D 4 N o .
a famille T%ﬂzo(z — 20) est sommable, alors par le théoréme de Fubini
P (p,q)EN?
+o0
(r+q)!
f(Z) = Z Z p|q' Ap+4q20 (Z Zo)q
n=0p+qg=n 1
+oo +00
(z = 20)" ~ 0+ 9)!
= X e
=0 P q=0
+o00
(z — 20)
= ' P (z)
p=0 P

oo £(n)
Vz €D (20, R~ |20]), f(z2)=) fT(f“) (z—2)"

n=0

F® (20)

(¢) Pour tout zo € D(0, R), le rayon de convergence de la série Z —— 2" est supérieur ou égal & R — |z0]
p=>0 '

R ()
et Vz€D(z0,R—|20]), f(2)= E fi(fo) (2 — 20)". Donc f est analytique sur D(0, R)
n!
n=0
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PROBLEME DE REVISION CORRIGE

FONCTIONS HOLOMORPHES

Partie IV: Analyticité des fonctions holomorphes

2m
1. Soit ¢y, : |0, R[ — C définie par: ¢, (r) ! / f (20 + reie) e~™%dp

" 2 0
(a) Soit hy, : (r,0) €10, R[ x [0,27] —> f (20 + re’?) e~ 0

e Pour tout r € |0, R, Papplication § — f (zo + rew) e~ est continue sur le segment [0, 27], donc elle
est intégrable

e h,, admet une dérivée selon r et
7(7_7 9) _ fl (ZO + ,reie) ei(l—n)@
Qui est continue sur |0, R[ x [0, 27]
e Soit [a,b] C ]0, R, alors pour tout r € [a,b] et 6 € [0,27], on a:

Ohn,
—_— <
' a{r (7',0)‘ ~N M

Avec M max |f'(z)]. En outre lapplication constante § — M est intégrable sur le segment [0, 27]
Zlx

27
Donc par le théoréme de dérivation sous signe intégrale r — / f (zo + Tew) e~ % 40 est de C! sur 10, R[
0

et, par suite, ¢, est de C! sur ]0, R[ comme produit de deux fonctions de C* et

—nNn

27
o (r) = 7/ f (zo —|—rei9) e—in0 49 1
0

- 2yt

2m
/ f (20 + rew) e!1=m9 g9

2mrn 0

(b) Par une intégration par parties effectuée a la deuxiéme intégrale du second membre donne

27 s o ' .
/ f (20 +7e) etl=m0qg  — 72/ [f (20 + rezo)]’eﬂne a0
0 0

2mpntl

= [l ey T

27
/ f (20 + 7€) (—in)e~? df
0

n 27 ) )
- 7/ f (zo + rew) e~ 49
0

2mpntl
Ce qui fournit ¢/, (r) = 0, puis ¢, est constante sur |0, R].

2. Quitte a considérer z — f(zg + z), on suppose que zo = 0. Soit z un point du disque D de centre 0 et de rayon
R tel que |z| < r < R. Considérons la fonction g : [0; 1] — C définie par :

g = 2 fl(1=X)z _;/\Tem] — f(z)rew 40
o ret — z

fI(1 =Nz + Are™] — f(2)
rett — z
et le dénominateur ne s’annule pas ) donc g est continue, dérivable et sa dérivée est donnée par :

(a) La fonction (A, t) — re’t étant continue et dérivable par rapport a A (2 est fixé

27
g\ = P11 =Nz + Arett]ret dt
0
mais 9
2 I =Nz + Are?] 17"
A

FI(1 =Nz 4+ Are]rett dt = [ =0

0 0

Donc g est constante sur [0, 1] et comme g(0) = 0, la fonction g est nulle sur [0, 1]
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(b) Comme g(1) =0, alors
2T it) _
/ fre?) = 12) (re ) f(z)reit dt=0
0

rett — z

27 it 2 it
re re i

et — z

ou encore

(¢) pour r > |z|,on a :

T_1+Z< e”)

et cette série converge normalement pour tout ¢ € R. On peut donc l'intégrer terme & terme, ce qui donne

27 it
re
—dt =27
o ret—z

Enfin, la fonction ¢t — f (re”) est bornée, donc on peut intégrer terme & terme la série

rett

+oo n _
e e =50 + 3 () e

On obtient ainsi 1’égalité :

2m it +oo 27
re flre')
2 = —f E dt
7Tf(2) A rezt —z rneznt

(d) L’égalité précédente donne

+o0 27
f(re™)
Z rneznt dt

n=0
T fret)
On sait d’aprés une question précédente que a,, = —
27 rneint

dt est indépendante de r. On déduit donc

que f est analytique sur )

Partie V: Applications

1. Théoréme de Liouville:

Soit f est une fonction holomorphe dans C, on écrit f(z Z anz

(a) Soit r € R%, on a

1 2w . .
/ f (reze) €71n9 de

Ay =
2mrn 0

Donc

4] < 1/ﬁﬂwmw<Mm on M(r) = sup |f(2)
0

2mrn rn |z|=r

M
(b) Pour n > 1, on a |a,| < — ott M un majorant de f. En faisant tendre r vers +oo, on obtient a,, = 0, ce
r

qui montre que f = ag est constante.

2. Théoréme de D’Alembert-Gauss:
Soit P un polynome de C[X] de degré supérieur ou égal a 1. On suppose que P ne s’annule pas sur C

1 I = 1
(a) 2 est C-dérivable sur C et (P) =—5 qui est continue sur C, donc B est holomorphe sur C

elamdaoui@gmail.com 11 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE REVISION CORRIGE
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1
(b) |P(z)| ——— 400, donc 0. Par définition, il existe R > 0 tel que Vz € C tel que |z| > R
|z| =400 P(Z) |z| =400
1 1 —
on a m < 1. La fonction 2 est continue sur le compact D(0, R), donc elle est bornée et soit m un
z

majorant de

sur le compact D(0, R). En fin soit M = max(1,m). On a bien

1
P‘ < M, donc elle est

bornée

1
(c) Par le théoréme de Liouville P est constante, ce qui est absurde
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