ECOLE MARRAKECH PREPAS

Devoir Surveillé N°: 5

QUES

&Attention:

o Les différents parties de 1’é .de composition séparées.

éroulement du DS.
Il est strictement in ter d
Garder le silence co ! salle. lﬁ ﬁ A

Informations:

o Il est strictement interdit de quitter la

e Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la
précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour U’appréciation des copies.
Il convient en particulier de rappeler avec précision les | références| des questions abordées.

e Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 ENONCE

PROBLEME 1

On se donne dans la suite un espace probabilisé (2, T, P).

Dans la suite les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires réelles discrétes.

Si X est une variable aléatoire sur (Q, 7, P), la fonction génératrice des moments de X est la fonction numérique de
la variable réelle My : t — E (')

Partie I: Quelques exemples

1. X est une variable aléatoire sur (2, 7,P). Déterminer Mx , avec précision, dans les cas suivants (on indiquera
clairement le domaine de définition de My ).

(a) X suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

(b) X suit une loi de géométrique de paramétre p €]0, 1].
2. Soitn € N* et X1, Xo,---, X,, des variables aléatoires indépendantes sur (€2, 7, P) ayant méme loi qu'une variable
n
aléatoire Y . On pose S, = ZXi’

Soit ¢ un élément du domaine de définition de My . Montrer que Mg, (t) existe et I'exprimer en fonction de
My (t).

3. Trouver My lorsque X suit une loi binémiale 8 :

s paramétre p.

X est une variable aléatoire discré
On suppose que X () est de cardit .
4. Montrer que Mx est de classe (0)=E (X*).

ent indépendantes sur (Q, T, P),
pe que 'on suppose strictement

5. On considére une suite (X, ),>
qui suivent la méme loi que
positif.

(a) Montrer que, pour M‘vrel non_nul ﬁeE
. w:-*““éwmi—h&

(b) En déduire que nll/r}rloo Ms:(t) =ez.

S

Partie ITI: Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

Soit X une variable aléatoire discréte réelle infinie, notons Ix ’ensemble des réels t pour lesquels Mx existe.

6. (a) Montrer que, pour tous réels a, b, ¢ tels que a < b < c et tout réel z, e < €% + 2.

(b) En déduire que Ix est un intervalle contenant 0.

7. Soit Y une variable aléatoire discréte réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Déterminer la
fonction génératrice des moments My de Y.
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 ENONCE

8. On suppose que la fonction Mx est définie sur un intervalle de la forme | — a, a[, (¢ > 0). Notons (z,)nen une
énumération des valeurs de X.
Posons, pour tout n € N et tout ¢t €] — a,al,u,(t) = P(X = z,)e'®". Soit a > 0 tel que [—a,a] C| — a,al, et
soit p €]a, a.

(a) Montrer que, pour tout k € N, tout ¢ €] — «, o[ et tout n € N,
[t ()] < P(X = ) el
ou u%k) désigne la dérivée k-éme de la fonction wu,,.
(b) Montrer que, pour tout k € N, il existe M > 0, pour tout ¢ €] — a, af et tout n € N,
[u(B)] < MyP(X = z)[er.

(c) En déduire que My est de classe C*° sur ] — a, a[, et que pour tout k € N,E (X*) = M)(f)(O)

9. En déduire 'espérance et la variance d’une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

PROBLEME 11

1. Pour tout entier n strictement positif, on se donne un réel p, strictement positif et n variables aléatoires
(Xe)r x—1 indépendantes et suivant une loi de Be étre p,. On suppose que (np,) a une limite finie

strictement positive et on pose np, —+>
oo

(a) Quelle est la loi de Sy,

(b) Soit k un entier naturel
P (S, = k) pour n supéricur ou égal a k
limite de (p,) quand n tend vers I'infini? Et

i. Donner ’expression
ii. Que peut-on dire de ier la-limite de (1 — p,,)"™ quand
n tend vers 'infini.

iii. Montrer que

(¢) On pose N,, = max (X, -~
i. Quelles sont les valeurs que peut pre
ii. Calculer lim P (N, ) et déduire lim P (N,

2. Soit A un réel strlctemeYm ent1: RE; Ag n. On considére U une
A

variable aléatoire de loi de Berno = P(U =0) =1- = et pour
n

tout ¢ € N supérieur ou égal & 2, P(U =4i) =0

(a) Justifier que pour tout réel positif u, 1 —u < e ™™

(b) Montrer que

“+o00 k
A 1 2A _
ZP<U:]€)_<E> Een—;(l—e ")
k=0
(¢) En déduire que
+oo k 2
S|P =k) - (5) %e—% <2 (5)
= n) k n

3. Soit A un réel strictement positif et n un entier strictement positif tels que 0 < A < n. Soit Z, U et V trois
variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N. On suppose que U suit une loi de Bernoulli de paramétre

A . . .
— et que V suit une loi de Poisson de paramétre —.
n n

(a) Soit i un entier naturel fixé. Montrer que Z |(P(U=Fk—1i)— P(V =k —1)| est convergente. Puis montrer

k>0
que

= 2
A¢=Z|(P(U=k—i)—P(V:k—i)|gQ(é)

n
k=0
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 ENONCE

(b) Montrer que la série Z A;P(Z = i) est convergente
>0

(c) Justifier que la famille (|(P(U =k — i) — P(V =k —1)| P(Z = 1)) 4, ;en2 est sommable et que

+o0 400 100 +00
SINPU=k-i)=P(V=k—i)|P(Z=i)=> > [(P(U=k—i)—P(V=k—1i)|P(Z=i)
k=0 i=0 =0 k=0

4. On conserve dans cette question les notations et les hypothéses de la question (3) concernant les variables
aléatoires Z, U et V

(a) Montrer que le série de terme général |P(Z 4+ U =k) — P(Z +V = k)| est convergente
(b) Déduire de la question (3) que

400 +o00 +oo
SNIP(Z+U=k)-PZ+V=k<Y I |(PU=k—i)—P(V=k—i)|P(Z=i)
k=0 =0 k=0
Puis que
“+o0

5. Soient Uy,--- ,Up, V1, ,V, des variables

variable U; suit la loi de Bernoulli de paramétre

(b) En déduire que

——ma Ty

2\
<_
n

‘P (X =k) —e-A

k!
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 CORRIGE

PROBLEME 1

Partie I: Quelques exemples

1. (a) X <= B(p), alors e!X est finie, par le théoréme du transfert, pour tout ¢ € R,
Mx(t)=P(X =0)+eP(X=1)=p(e'—1) +1

(b) On a
Vk € N*, e"P(X = k) = p(1 —p)*te* = IL((I —p)e')”
-p
C’est le terme général d’une série géométrique de raison (1—p)e’ qui converge ssi et < 1Tlp (tout est positif)
ie. t < —In(1 — p). Cest la condition pour que E(e*X) existe. On sait alors calculer la somme :

tX pe’
Vt<—ln(1—p), E(e ):w

2. Soit t € R, les variables e!X1, ...  e!X» sont indépendantes, car Xi,--- , X, le sont, donc

Par hypothése les variables =E (ety) pour tout i € [1,n]

et par suite

3. On a X — B(r,p), alors X t suivent la loi de Bernoulli de

paramétre p. D’aprés la questi

4. X est finie, alors pour tout ¢ € R la variable !X est finie, en particulier elle admet une espérance, par le théoréme
du transfert, pour tout ¢ € R,

Mx(t) = zT:eth(X = .'L‘z)

Donc My est de classe C*° sur R, comme somme de fonctions de classe C* et pour tout entier naturel k,

T
M () = Y afe™ P (X = )
i=1

En particulier M)((k)(O) = fo]}” (X =2;) =E (x¥)
i=1
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 CORRIGE

X1 —m tX”_m

ovn ' oyn

5. (a) Soitn € N*ett € R*. OnaE(S,) =nmet V(S,) = no?, d’autre part les variables ¢

sont finies et mutullement indépendantes, et par un calcul direct

2 tXl-—m
Mg, (t) = E(G“ M)

b Xi—m ki Xi—m
= E (H el Ve ) = HE (et no ) Par indépendance
i=1 =1

X

Puis par composition

In (M
Ainsi

N gen (M)
On en déduit linM= S i
n—-+oo n 2 =

Partie ITI: Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

6. (a) On peut écrire b = Aa + (1 — A)¢, avec A € [0, 1], et par convexité de la fonction exponentielle

ebac _ e)\am—l—(l—)\)cm < e + (1 _ )\)ecx < % 4 o

(b) e 0€lx,carE () = Z P(X=2x2)=1
reX(Q)

e Soit a,c € Ix tels que a < ¢. Montrons que [a,c¢] C Ix. D’aprés la question précédente, pour tout
zeR, e < e 4 e donc e’ < e 4 X et comme les deux variables positives admettent des
espérances, alors la variable positive e®X admet une espérance, donc b € Ix, ainsi l'inclusion [a, ¢] C I.
On déduit Ix est un intervalle de R.

7. Soit t € R, la variable !X admet une espérance si, et seulement, si la série a termes positifs Zem—'e_’\
o ™
(Aeh)"

n!

2t . t 4 .
converge. Or la série exponentielle E converge de somme e, donc My est définie sur R et

n=0

VtER, My (t)=er
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 CORRIGE

8. (a) Soit k € N, I'application u, : t €] — a, a[— P(X = x,,)e!® est de classe C* et ,
ulP (t) = P(X = ap,)akelon

les inégalités et*r < eltllonl < e@l#nl donnent

n

uP (1)) < PX = ) [ el

(b) Soit k € N*. La fonction 9y, : © € Ry — zFe(@=P)T est continue, ‘ 0 k +od
positive, strictement décroissante sur [L —i—oo[ et strictement ; h
Yy (t) + 0 -
croissante sur [O, T} il existe My, = 9 ( ) > 0,
p—a M,
Pour k = 0, la fonction ¢y, : © € Ry —— e(®~P)% est décroissante Uk 0 — T 0

sur Ry, alors My = 1.
Bref pour tout t €] — a, af et tout n € N,

U] < PIX = ) al* e = POX = ) (jz]) 120 < MyP(X = ) |e?l=o.

(c) e Pour tout n € N, la fonction u,, est de classe C* sur |—a, a|
e Soit k € N, on a pour tout n € N, e?l#nl < ePtn 4 e=Ptn et —p,p €]—a,a[ C Ix, donc la série a termes
positifs Z P(X = z,)e?!*! converge

n=0
segment [—a, a] inclus dans |—a, a

la série E uslk) converge normalement sur tout
n=0 '

Donc, par le théoréme

est de classe C* sur |—

Vte] n)

En particulier pour tout convergente, donc X admet un

moment d’ordre k. Ainsi

9. Dans ce cas My : t —s e\~ A qui est de classe C*"et pour tout t € R -
MY 2 RE PA
Y
M// )\2 t )\e! ’\+)\€2t Aef—X

M;;(O) = M4+

Alors E(Y) = My (0) = X et par la formule de Huygens koenig

V(X) = E(X?) — E(X)* = ML(0) - Miy(0) = A

PROBLEME II

1. (a) Par stabilité S,, suit la loi binomiale de taille n et de paramétre p,. En abrégé S,, — B(n,p,)
(b) Soit k un entier naturel
i. Ona P(S,=Fk) =Ckpt(1—p,)""F
ii. e Par hypothése p,, ~ %, donc p, m) 0.

e On ap, — 0, donc In(1 — p,,) = —py, + o (py), soit
n——+00

nin(l —pp) = —npn + o (npn) = =A +o(1)

_ n —A
Donc (1 pn) m} €
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 CORRIGE

iii. Ona P(X, =k) = CFpk (1 —p,)"*, avec CF ~ n¥ et (1 —p,)" F ~ e, il vient

k k
P(X = k) = Chph (1 pa) = ~ Ll or L O

(¢) 1. Les valeurs prises par X; sont 0 et 1, donc N, () = {0,1}

2

ii. Par définition N,, = max (X1, -+, X,), donc [V, =0] = ﬂ [X% = 0]. Par indépendance, il vient
k=1

P(N,=0) = P(ﬁ[Xk=0])

k=1
n
= [[Px=0)
k=1
n
= H (1=pn)
k=1
= (1-pn)"
Ainsi P(N,, =0) —— e ?*OnaP(N,=1)=1—-P(N, =0) —— 1 —e .
n——+4oo ) n—-+oo

2. (a) Inégalité de convexité

+o00
(b) On a tout d’abord Z

k=2
+00 !
S IPWU=k) - (
k=0

(¢) D’apres la questiorm 1 e~
e’s ﬁ/b‘rﬁ —A‘ 2)\ /1 n—A>
L“ N o n) k! ‘ n \
k=0

3. (a) ([U =k —i]),cy est une famille d’événements deux a deux incompatibles, donc la série ATP Z PU=Fk—1)
k>0
converge. De méme ([V' = k — i]), .y st une famille d’événements deux a deux incompatibles, donc la série
ATP ZP(V =k —1) converge. Or |[PU=k—i)— PV =k—4)|<PV=k—1i)+P{U=k—1i), donc
k>0
par le critére de comparaison des séries ATP, la série Z |(P(U =k —1i)— P(V =k —1i)| est convergente.
£>0
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Remarquons que Vk < i, ona P(U =k —1)

“+oo

A= |P(U=Fk—i)-

k=0

+00
=Y |PU=k—i)-

k=1

+oo
=> |P(U=k) -
k=0

2
n

P(V = k)|

=P(V=k—1i)=0, et alors

PV =k — i)

PV =k — i)

(b) ([Z =1]),cy est une famille d’événements deux & deux incompatibles, donc la série ATP ZP(Z =1)

converge et comme A;P(Z = 1) O(P(Z=

i——+00

(¢) e Soit i € N, la série Z

k>0
notant A; == Z |(P

e D’aprés la questio

PU=k—-1i)—

U =k—i)—

Donc, d’aprés le théoré

“+o00 400

D) I(PWU=

k=0 i=0

4. (a) Pour tout £ € N, on a |
les deux variables Z +
([Z 4V = k]),,cy constit

o-additivité les deux séries a termes p

i)), alors la série ZAZ-P(Z
i>0

PV =k—i)P(Z=

i>0

= 1) est convergente

i) est absolument convergente. En

i) — P(V =k —1i)| P(Z =)

) +|P(Z+V =k)| et puisque
ux familles ([Z +U = k]), oy et
d’unions €2 et, par suite, par la

) et ZIP’ (Z 4+ U = k) convergent. On en

déduit que la série de terme
(b) Comme Z () CN Z et U

vergente

E N, on a:

seoo S
P(Z+U=k) =Y P(Z=i,U=k—i) Z]P’
1=0
De méme
+o0 foo
P(Z+V =k =) P(Z=iV=k-i)=) P(Z=
1=0 1=0

Alors, par différence et inégalité triangulaire, on obtient

+oo

PZ+U=k -P(Z+V=Ek)| =

=0

< §|]P’(U=k—i)

Par la question (3), on a

P(U=k—1)

V=k—1i)

SN PU=k—i)-P(V=Fk-i)P(Z=1)

“P(V =k—i)|P(Z=1)

“+oo +o0 +o0
S IP(Z+U=k) -P(Z+V =k)]| < (P(U=Fk—i)—P(V="k—1i)|P(Z=1)
k=0 k=0 i=0
+oo 400
= [(PU=k—4)— PV =Fk—1)|P(Z=1)
i=0 k=0
(©Mprepas 8 WWW.mprepas.com
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DEVOIR SURVEILLE N°:5 CORRIGE

+00 2
D’aprés la question (3a), on a Z (PU=k—i)—PV=k—-9)|P(Z=14) < 2 <é> P(Z =1i), et la

n
k=0
+oo
somme ZIP’(Z =1) =1 donne
=0
400 +00 +o00
DIP@Z+U=k)-PZ+V=k| < Y D> [(PU=k—i)— PV =k—i)|P(Z=i)
k=0 =0 k=0
2 o0
< 2 é) P(Z=1)
n :
=0
2
<2(0)
n
n—1
5. (a) Soit k € N, alors par télescopage P (¥, =k) — P (Vg =k) = Z (P (V41 =k)— P(¥; =k)), puis par
=0

inégalité triangulaire

(b) Pour i € [0,n— 1], o

A
Viei = P <ﬁ) Par i et Z; et V;y1 le sont aussi. Or

Zi +Uit1 = V11 et Z;

P(Zi+ Viy1 = k)|

On tire donc

MY DIEDA-

< Y Y P (Wi = k) = P(T; = k)|
=0 k=0

o

n

<

(c) Soit\Ifn:U1+~-~+Un,avchi<—>B(2> etY =0y =V +---4+V,, avecVi<—>73()\> et telles que les

n
A

variables Uy, --- ,U,, V1, --,V, soient indépendantes, alors par stabilité¢ ¥,, — B (n, —) et Ug — P (A).
n

D’aprés la question précédente
i" IR 2)2
k=0

ZIP(‘I’nzk)—P(\IJOZk)| <=
k=0

P(X=k)—e | =
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