PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LoI KHI-DEUX Y2

+oo
On rappelle que la fonction I', définie par x — / t*~te=tdt sur R* , vérifie les relations
0

— VreRL: T(r+1)=al(x)
— VneN: T'(n)=(mn-1)

()

Partie I: Loi Gamma et loi du x?

Dans toute cette partie, les variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace probabilisé (€2, T, P).

1. (a) Etablir que, pour tout couple (x,y) de nombres réels strictement positifs, la fonction ¢ +— t*=1(1 —#)¥~! est
intégrable sur l'intervalle |0, 1[.

Pour tout couple (z,y) de nombres réels strictement positifs, on pose :
1
S = [ a0
0

S
(b) Soit s,z,y € R%, montrer que / t* 1 (s — t)y71 dt = B(z,y)s" V1
0

1
2. Soit b et p sont deux paramétres réels strictement positifs et X une variable aléatoire suivant la loi I’ (p, b)

(a) Reconnaitre f la densité de X ;
(b) Donner 'espérance et la variance de X ;
(c) Dans le cas particulier ot p = 1, reconnaitre la loi de X et exprimer sa fonction de répartition.

3. Soit p1,p2 et A trois réels strictement positifs. X; et Xo deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant
les lois respectives I" (p1, A) et T (p2, A). Posons S = X7 + X et soit fg sa fonction densiteé.

(a) Montrer que :
1
AP +p2ﬁ(pl’I)2)51)1+p2*16*/\8

M sis>0
VseR, fs(s)= L'(p1)T(p2)
0 sis <0
T'(p)T
(b) En déduire que B(p1,p2) = M, puis déduire Xy + Xo < ' (p1 + p2, A)
['(p1 + p2)
4. Soient n € N*, Xy, --. | X, variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, suivant les lois respectives

I'(p;, A) pour tout i € [1,n]

n
Déterminer la loi de la variable aléatoire Z X;

i=1
Soit s un entier strictement positif; on appelle loi du x? a s degrés de liberté ou loi x*(s) la loi T (%, %)

5. (a) Donner I'espérance et la variance d'une variable aléatoire suivant la loi y?(s).

(b) Soit n € N*. Si pour tout i € [1,n], Les X; sont des variables mutuellement indépendantes, X; suivant la
n

loi x?%(s), donner la loi de Z X
i=1
n—1 Ik x tnfl
6. Pour x > 0 et n € N*, Justifier la formule : ¢ = kz:: o +/0 exftm dt

7. Soient Xy, une variable aléatoire suivant la loi x?(2n) et A un réel strictement positif.
Démontrer que P (Xs, > 2X) = P (Y, <n) ou Y, désigne une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de
paramétre A

8. (a) Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. Montrer que X? suit la loi du x? a
un degré de liberté.

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LoI KHI-DEUX Y2

(b) Xi1,---,X, variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, suivant la loi normale centrée réduite.

Quelle est la loi de ZX?
i=1

Partie II: De ’'urne au y?

Une urne contient des boules de couleurs Cy,---,Cy ot k € N et k > 2. Les boules de couleur C; sont en proportion
n

p; non nulle avec Z p; = 1. Etant donné n entier naturel non nul, on tire successivement dans I'urne n boules, avec
i=1

remise aprés chaque tirage.

Pour i € [[1, k], on appelle X; la variable aléatoire désignant le nombre de boules de couleur C; obtenues lors du tirage.

X; suit par conséquent une loi binomiale de paramétres n et p;.
9. (a) Déterminer l'espérance et la variance de X;

(b) Pour ¢ # j, déterminer la loi de X; + X et en déduire que cov(X;, X;) = —np;p,

. . X; —np; . . .
10. Soit k entier supérieur ou égal & 2. On pose Y; = 21 “Ti ot on note M la matrice de covariance des variables
vV 1Pi
aléatoires Y7, - - , Yy définie par M = (cov(Yi,Yj))lgi i<k

(a) Montrer que pour i # j, cov (Y;,Y;) = —/pip; et que cov(Y;,Y;) =1 — p;.
En déduire I’expression de la matrice M.

Dans la suite, M, , (R) désigne l’ensemble des matrices ¢ n lignes et p colonnes & coefficients réels. On
notera Iy, la matrice unite de My, (R)

(b) Préciser la matrice P telle que M = Ij — P, puis la matrice C' € My 1(R) vérifiant P = C*C' , ot 'C désigne
la transposée de la matrice C.

(c) Déterminer le rang de P.
(d) Calculer P2. Préciser les valeurs propres de P et leur multiplicité.
1 sii=j<k-1

11. Soit J € My, (R) dont les coefficients a, ; vérifient : a; ; =
0 sinon

Justifier I'existence d’une matrice S € M, (R) vérifiant : 'SS = I, et 'SMS = .J

12. On définit les variables aléatoires Z1, Zs, - -- , Z} par la relation :
Z1 Y
. = tS .
Z Y;,

et on pose S = (sij); ¢; ik

(a) Prouver que, pour tout entier i entre 1 et k, Z; est centrée.

(b) Déterminer la matrice de covariance de Z1, Zs, - - - , Z). En déduire que Z, est la variable certaine égale a
zéro.
k
(¢) On pose Q = Z Y. Calculer Q en fonction de Zy, Zo, - -+ , Z.
i=1
(d) On suppose que n est grand, que les variables Z1, Zs, - - - | Z,—1 sont mutuellement indépendantes et qu’elles

suivent des lois normales centrées réduites. Justifier le fait que @ suit la loi du x? a (k—1) degrés de liberteé.
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Partie I: Loi Gamma et loi du y?

1. (a) La fonction t — t*~1(1 — t)¥~! est continue sur ]0, 1[.

. 1
e Equivalente en 07 a t*~!, elle est intégrable sur ]0, 2} si, et seulement si, © —1 > —1, c’est-a-dire

x> 0;

. 1
e Equivalente en 1~ & (1—¢)¥~1, elle est intégrable sur [2, 1 [ si, et seulement si, y—1 > —1, c’est-a-dire
y > 0.

Elle est donc intégrable sur |0, 1] si, et seulement si, z et y sont strictement positifs.
1

, o ¢ N
(b) L’intégrale / t*~1(1 — t)¥~! dt converge et I'application ¢ — — est une bijection de classe C* de ]0, s[ vers
s

10, 1[, donc par intégration par parties on a :

1 s t z—1 t y—1 1 1 S
r—1 1— y—1 _ / v 1— 2 - _ / r—1 -1 t
/0 e ta= [ ) s e

Ainsi ’égalité demandée
2. (a) f est définie sur R par :
xP~le~t
Vz e R, f(z) =4 bT(p)
0 sixzx <0

siz>0

(b) E(X) = bp et V(X) = pb?

o 1
(c) Lorsque p =1, on a f(z) = ge_FX]O’JFOO[, donc la loi de X est la loi exponentielle de paramétre 7 On a

/; f(t)dt = /Ow %e*% dt

—Z
= 176 b

alors Fiy(z) =0siz <0etsiz >0

Fx(l’)

3. (a) On sait que X; + X, est une variable & densité de densité h définie par :

—+oo

VseR, fs(s)= / fi(s —t)fa(t) dt

— 00

e Pour s <0,ona fs(s) =0

e Pour s >0, on a

8 _ )\Ple—k(s—t) )\I’?e_)‘t
fs(s) = / s—t)y ! P21 dt
) 0 (s =0 L(p1) T(p2)

)\pl-‘v—pze—)\s /S .
= - s —t P1 tpg—l dt
Tt Jy Y
)\PH-;DQB—)\S
— 781714—112—1 ,
P(p1)F(p2) ﬂ(pl p2)
fs étant une densité, donc elle est intégrable sur R d’intégrale 1. Or
e Blpi,p2) [T
s)ds = L1727 Ap1+p2SP1+P2*1€7)\S ds
/m sle) F(pl)l“(pz)/o
=I'(p1+p2)
ﬁ(Pl,PQ)
—.I +
o0 (ps) " 01 F72)

fs(s)ds =1, donc B(p1,p2) = =7 ——

e _ D(p)T(p2)
bt /—oo I (p1 + p2)
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Donc X7 + X5 est de loi I'(p1 + p2, A)

n
4. Par récurrence simple sur n € N*, on montre que ZX est de loi ' (Z i, >
=1 =1

e Pour n =1, rien & démontrer
e Soit n € N* et Xj,---,X,,41 des variables indépendantes suivant des lois respectives I'(p;, A\) pour i €

[1,n + 1]. Par hypothése de récurrence ZXi est de loil’ <Z Di, A). Or, par indépendance héritée, les

=1 i=1

n n+1
variables Z X, et X, 4+1 sont indépendantes, alors on conclut d’aprés la question précédente que Z X, =
i=1 i=1
n+1
ZX + Xp41 est deloi I’ <Zp“ )
=1 i=1

5. (a) L’espérance vaut s et la variance vaut 2s

1
(b) D’apres la question précédente Z X; est deloi T’ ( 5 2) = x2%(ns)
i=1

6. Soit n € N* et 2 € RY..
La fonction exp est de classe C*°, alors d’aprés la formule de Taylor avec reste intégrale & 'ordre n — 1, on a

n—1 T n—1
N2 (k) (x—1t) (n)
= Z 17 &P (0) +/O = 1) exp'™ (t) dt

7. Par définition de Xs,, on a pour tout A un réel strictement positif :

2 tn—le—%
P (X5, 2\ 1— —dt
(Kan > 23) / ()

(n—1)
n—1 X
)\k
_ = A Z
= 1l—e <e —g k!)
k=0
n—1 )\k:

1 * 2
8. (a) On sait que P(X < z) = 7/ e~ T dt.
Soit y € R, on a :

e Siy <0, alorsP(X2<y) 0
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e Siy >0, alors

2 vy 2 d
= _— e 2 dt
\/27r/0

2 VY t2 d
= PR e 2 dt
\/27T/()

1 Ve 3
- L / ds
V2rto Vs
Donc X2 est de loi x2(1)
(b) Les variables Xi,---, X,, sont mutuellement indépendantes, donc Les variables XZ,---, X2 le sont aussi
donc ZXZQ est de loi x?(n)

i=1

Partie II: De ’'urne au x?

9. (a) X, suit la loi binomiale de taille n et de parameétre p;. Donc E(X;) = np; et V(X;) = np;(1 — p;)
(b) Pour ¢ # j, la variable X; + X suit la loi binomiale de taille n et de parameétre p; + p;. Donc

V(Xi + X;) =n(pi +p;) (1L = pi —pj)

On déduit, alors

COV(Xi,Xj) = %(V(Xlﬁ’Xj)*V(XZ)*V(XJ))
= S (i) (L= pi—py) = npill — po) — npy (1~ )
= —npip;

10. (a) La covariance étant bilinéaire, et inchangée quand on ajoute une constante & une des variables, on obtient

pour i # j
1 S 1 1
cov (Y, Y5) = cov (Xi,X) - cov(Xi, X;) = — /P
Vi /TP ! \V1WPi /NP ! \/7]
1
D’autre part, cov (V;,Y;) =V (V;) = V(X)=1—p;
npi

(b) Pour i,j € [1, k;]]2, le coefficient de position (i,j) de P avec i # j vaut

Py = —cov (Xi, X;) = /PiD;j

et
P =1—cov(X;, X;) =p;

VP
Bref P;; = ,/pip;. Ainsi, on déduit C' = : etona P =C'C

VP&
(c) Toutes les lignes de P sont deux & deux colinéaires et au moins une est non nulle puisqu’il existe un p; non
nul (la somme fait 1), donc P est de rang 1.

(d) P est du rang 1, donc P? = Tr (P) P = P. Les valeurs propres de la matrice symétrique P sont réelles , et
il y en a k, comptées avec leur multiplicité car elle est diagonalisable. Comme P? — P = 0 on sait que les
valeurs propres vérifient A2 — A = 0, donc c’est 0 ou 1. On sait que 0 est valeur propre de multiplicité k — 1
car dim Ker(P) + rg(P) = k. La seule possibilité est donc que 1 est valeur propre simple.
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11.

12.

M = Iy, — P donc la matrice M admet 1 pour valeur propre de multiplicité k£ — 1 et 0 pour valeur propre simple.
Comme elle est symétrique, il existe une base orthonormée de vecteurs propres. Si on note S la matrice de
passage de la base canonique a cette base, on obtient S*S = Ij, et “SMS = J o J est la matrice diagonale avec
des coefficients diagonaux diag (1,1,---,1,0)

On définit les variables aléatoires 71, Zs,- -+ , Zy par la relation :
74 Y;
. = tS .
Z, Yk

et on pose S = (sij); ¢; ik

(a) L’espérance étant linéaire, on a

E(Z1) E(Y1) 0
N N L
E(Zk) E(Y) 0

Donc pour tout entier 7 entre 1 et k, Z; est centrée.

(b) Comme les variables sont centrées, cov (Z;, Z;) = E(Z;Z;) donc la matrice de covariance M’ des Z; est
Iespérance de la matrice (ZiZj)lgi j<k- Ona

(ZiZ;) =S| - v)Ss

Yy

1<i,j<k

et en passant a Pespérance de chaque terme, M’ = *SMS = J. Il en résulte que cov (Zk,Zx)=0=FE (Z,%)
et que Z; = 0 presque partout
k k—1
(c) La matrice S est orthogonale donc Q = Z 7Z? = Z Z2.
i=1 i=1
(d) @ suit une loi du x? a k — 1 degrés de liberté.
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