PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). Sous réserve d’existence, on note E (X) et V (X) respectivement lespérance et la variance d’une variable
aléatoire X, et cov (X,Y") la covariance de deux variables aléatoires X et Y.

la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X a densité sont notées respectivement Fx et fx.

Partie I: Loi géométrique

Soit p un réel de ]0,1[ et ¢ = 1 — p. Soit X; et X5 deux variables indépendantes de méme loi géométrique de
paramétre p (d’espérance 1/p). On pose : Y = X; — X5, T = max (X1, X3) et Z = min (X7, X3). On rappelle que
T+Z=X1+Xset T—2Z=|X; - Xa| =|Y].

1. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X1) et de P ([X1 < k]), pour tout k de X7 (Q).

(b) Calculer E(X1 + XQ), \%4 (X1 + XQ), E(Xl - XQ), 14 (X1 — X2)

. . p
Etablir 1 lat P Xy =X5]) = —
(c) Etablir la relation ([X1 2]) 1+gq

2. (a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢%. En déduire E (Z), V (Z) et E (T).
(b) Soit k un entier de N*.Justifier 'égalité : [Z = k]U [T = k] = [ X1 = k] U [Xs = k].
En déduire la relation suivante : P (T = k) =2P (X; = k) — P(Z = k).

242 2
(c) Etablir la formule : V (T) = M

(1-¢%)
3. (a) Montrer que pour tout couple (j,£) de (N*)*, on a: P([Z = j]N[I — Z = {]) = 2p2¢%+t-2
%]
(b) Montrer que pour tout k de Z, P ([X1 — Xo = k]) = fi (on distinguera trois cas : k =0, k > 0 et k < 0).
q

En déduire la loi de la variable aléatoire | X7 — Xa|.

o

o~
oL

Etablir a I’aide des questions précédentes que les variables Z et T'— Z sont indépendantes.

A Taide du résultat de la question 3d, calculer cov (Z,T). Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?

N
o ®
NN RN N BN N

Calculer en fonction de ¢, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T.

Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).

(¢]

o~
(o]

Déterminer pour tout j de N*, la loi de probabilité conditionnelle de T' sachant 1’événement [Z = j].

—
@

Soit j un élément de N*. On suppose qu’il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*, dont la loi de
probabilité est la loi conditionnelle de T' sachant I’événement [Z = j]. Calculer E (D;).

Partie II: Loi exponentielle

Soit A un réel strictement positif. Soit X; et X, deux variables indépendantes de méme loi exponentielle
de paramétre A\ (d’espérance 1/)\). On pose : Y = X; — Xo, T'=max (X1, X3) et Z = min (X1, X5).
5. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X;) et de P ([X; < z]), pour tout réel x.
(b) Calculer E (X; + X2), V (X1 + X3), E(Y), V(Y).
6. Déterminer pour tout réel z, Fz (z) et fz (z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E (Z) et V (Z).
(1—e™)? sit>0
0 sit <0

(b) Justifier I'existence de E (T) et V (T'). Montrer que E (T') = % et V(T) = &
1

8. On note 7 le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = —.

V5

7. (a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fr (t) = { . Exprimer pour tout réel ¢, fr (¢).

9. (a) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xs.
A
(b) Etablir que la fonction y +— 56*)“?/‘ est la densité de probabilité sur R de la variable aléatoire Y.

(c) Déterminer pour tout y réel, fjy| (y). Reconnaitre la loi de |Y| =T — Z.

Partie III: Convergences
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

(Xn)pen+ une suite de variables aléatoires & valeurs strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle

de paramétre A\. On pose pour tout n de N* : S, = ZXk et J, = \S,.
k=1
10. Calculer pour tout n de N*, E (S,,), V (S,), E (Jn) et V (Jp).

e—xxn—l

11. (a) Montrer, par récurrence que, la densité f; de J, est donnée par f;, (z) = (n—1)!
0

siz>0
siz <0

1
(b) A l'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, 'existence de E <J) et de

n
1
E (ﬂ)’ et donner leur valeurs respectives.
n

12. On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement positif tel que

@(ua):lf%.

(a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par N,, = /\j% —/n
converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(b) En déduire que P ([—uq < Ny < up)) ~1—a.
Dans les questions suivantes, on suppose que A = 1.
13. On pose pour tou n de N* : T, = max (X1, Xo, ..., Xp,).

Pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, on pose : g, (z) = / Fr, (t)dt et hy, (z) = / tfr, (t)dt
0 0

(a) Exprimer h,, (z) en fonction de F, (x) et g, (x).
(b) Déterminer pour tout réel ¢, I’expression de Fr, (t) en fonction de .
1
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1 (z) — g5 () = —Fr, ()
n

(¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, Uexpression de g, (z) en fonction de
€, FTl (X) ’ FT2 ($) PR FTn ('T)

(d) Montrer que Fr, () — 1 est équivalent & —ne™*, lorsque x tend vers +oo.

(e) Déduire des questions c) et d) 'existence de E (T},) et montrer que E (T,,) = >
k=1

| =

14. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Gn)n>1 définie par :
pour tout n de N*, G,, = T,, — E(T,,). On pose pour tout n de N* : v,, = —lnn + E(T,) et on admet sans
démonstration que la suite (’yn)n>1 est convergente ; on note vy sa limite.

1 n
(a) Montrer que pour tout = réel et n assez grand, on a : Fg, (x) = (1 - e_(w“‘%)) .
n

(b) En déduire que pour tout x réel, on a: lim Fg, ()= eme Y
n—-+o00

_e—(@+)

(c) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg (z) = e
variable aléatoire G' & densité. Conclure.

est la fonction de répartition d’une

15. Soit X une variable aléatoire a densité de fonction de répartition F'x strictement croissante. Déterminer la loi
de la variable alétoire Y définie par Y = Fx (X).
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

Partie I: Loi géométrique

1. (a) OnaV (X;) = % Pour k € X1 () =N*, on a
p

k k
PO 0= Y PO =) = Y =g

n=1 n=1

Remarque : [X| > k] = «échec jusqu’au k"¢ » donc P [ X1 > k] = ¢* et P([X1 < k]) =1 —q".

(b) — Les variables aléatoires X; et X5 admettent des espérances, alors X; + X5 et X7 — X5 admettent des

2
espérances et par linéarité de 'espérance, ona E (X1 + X5) = E(X1)+E (X)) = —-et E(X; — X3) =0
p

— Les variables aléatoires X; et X5 admettent des variances , alors X; + X et X7 — X5 admettent
2

des variances et par indépendance, on a V (X1 + X5) = V(X1) + V (X3) = —(2] et V(X1 —X3) =
p

2q

V(X)) + (-1)*V (X)) = 2

(c) La famille ([X3 = 1]),cy. est un systéme complet d’événements, alors

+00 Foo
(X1 =X] = | (X = X n[Xe =i]) = | (X1 =i n[Xz =)

i=1 =1

et par incompatibilité et indépendance.

+o00 +oo +oo
. . . . i— 2
P (X1 = X») :ZP(Xl =i, Xy = 1) :ZP(Xl =1i) P (X2 =1) :Z(q 'p)
i=1 i=1 i=1
00 . 9
P[X, =Xy = Z (¢'p)
i=1
+o00o L
:pQZ (4?)
i=1
p? p?
C1-¢ (1-q)(1+q)
Conclusion : P (X7 = X3) = 2
1+g¢
2. (a) Pouri € N: [min (X1, X2) > =[X1 >4 N[X2 > et
P(Z >1i)=P(X; >1i)P (X2 > 1) par indépendance
2
Soit i e N*,ona[Z >i—1)=[Z > i =[Z =i U[Z > i],par incompatibilité :
P(Z=i)=P(Z>i—-1)—-P(Z >1)
=2 ¥ pouri—1>0
= qz(ifl) (1 - q2) pour ¢ > 1
. N 1 1 1 q2
Et comme Z (€2) = N* on a bien Z — G (1 —¢?) d'ou E(Z) = = et V(2) =

1-¢*> p(l+g9)
2 1 1+2g
d’OI\J.ET:EXl—‘rXQ—Z = - — =
@ ( ) p p(l+q p(l+q)
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

(b) [Z = k] U [T = K] signifie que le plus petit ou le plus grand de X; et de X5 est égal a k.

3. (a)

Comme 'un est le plus petit et I'autre le plus grand, cela signifie que I'un ou l'autre est égal a k.
Conclusion : [Z =k|U[T =k|=[X; =k]U[Xo =kl et onaaussi [Z =k|N[T =k] =[X1 =k|N[X2 =k]
et comme

V—P(T =k Z=k)

)—P (X1 =knNXs=k)

et que

P(X1=klU[Xo=k])=P(X1=k)+P(Xo=k)—P(X1 =k, X2=k)
=2P(X;=k)-P(X1 =k, X2 =k)
car X7 et Xo ont la méme loi, ainsi P (T =k) =2P (X1 =k)— P(Z =k)
Les deux séries ZkQP (X1 =k) et Z k*P (Z = k) sont absolument convergentes car X; et Z ont une
k>1 k>1

variance, donc Z k* (2P (X, = k) — P(Z = k)) est absolument convergente et par le théoréme du transfert
k21
T? admet une espérance et

+oo +oo
E(T?) =) k2P (X1 =k) - > k’P(Z=k)
k=1 k=1

=2F (X}) - E(2?)
=2 [V(Xl) +E(X1)2} - [V (2) +E(Z)2}
¢’ 1

q 1
ZQLﬂpz}‘ - -
_adtl ¢ +1

P p(l+9g)’
20149 (g+ ) —¢*—1
- p*(1+q)°
_ 2¢° +5¢% 4+ 6q+ 1
 pP(+g)

et donc

V(T) = E(T?) — E(T)
_ 2¢° +5¢% 4 6g + 1 14+2¢ \?
(149 _<p(1+q)>
2¢° +5¢> +6q+1—1—4q — 4¢>

p* (1+¢q)°

2+ 7+ 2
o (+9)’
(2" +q+2)
-’

Si (j,£) de (N*)? alors £ >0 et [Z=4]N[T—Z =140 =[Z=j]N[T =+ j] avec £+ j # j donc

[Z =3IN[T =Lt+j] = ([X1 =j]N[Xo = £+j]) U([X2 = j] N [X1 = £ +]])
et par union d’incompatible et intersection d’indépendants,

P(Z=§T—Z=0)=P(X,=/))P(Xa=(+j)+P(Xo=3)P (X1 ={+))

O4j—1 2425 +0=2

=2¢""'pq =2p
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

[0]
(b) — Sik=0,0onal[X; —Xy=0]=[X; = X], daprés la question 1c, on a P (X; — X3 =0) = f(i
q
— Si k > 0, la famille ([X3 = 1]),cy. est un systéme complet d’événements, alors par la formule des
probabilités totales

+oo
P(Xi—Xo=k)=)> P(X1—Xo=k Xp=1i)
=1
+oo
:ZP(Xl =k+1i, Xy =1)

i=1

“+o0
= P(X; =i+k)P(Xy=1) Par indépendance
=1

—+o0
= Zq”ﬁk*lpq“lp avec i+ k>1
i=1

—+oo
= ¢"p? Zq%_l) avec j =1 —1
i=1

_ b ap "
1-¢2 1+4+q 1+g¢

— Sik <0.0Onal[X; —Xo=k]=[X2— X; = —Fk], alors par symétrie

pg*
P(Xl—XQZI{Z):p(XQ—XIZ—k): 1+q

||
On conclut que pour tout k € Z : P([X; — Xy =k]) = f(i_
q

(¢) On a | X1 — X2| (Q) = N et pour tout k € N

fSikzo,P(|X1_X2|:o):1%q

— Sik>0,ona[|X; —Xo| =k] =[X1 — Xo =k]U[X; — Xo = —k] incompatibles et

k
Pq
P(X)— Xo| =k) =22~

(d) Soit j € Z(Q) =N-et £ (T —2)(Q) = X1 — X2| (2) =N

— Sif{=0,0ona
P(Z=iT-2=0)=P(Z=4T=1)
= P(X) =i, X =1)
— (1 _ q)Zi—2p2
D’autre part P(Z = i)P(T — Z =0) = (1 — ¢?) qz(ifl)% = (1—q)%2p?
q

— Si ¢ >1,0n avu, d’aprés la question 3a, que P (Z = j,T — Z = {) = 2p*¢?+¢=2.
D’autre part

P(Z=j)P(T—Z=10)=P(Z=j)P (X, - Xs| = 0)

4
_ q2(j—1) (1 _ q2) 21]9_’6]_ -

YA
- pq
=2¢%q 2(1+Q)(1—Q)1+q

=P(Z=jNnT-2Z=1)

On conclut Z et T'— Z sont indépendantes.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

4. (a) Comme Z et T — Z sont indépendantes, leur covariance est nulle.
Et comme cov (Z,T — Z) = cov (Z,T) — cov(Z,Z) = cov (Z,T) + V (Z) alors cov (Z,T) = =V (Z) # 0 et
T et Z ne sont pas indépendantes.
(b) On a

_cov(Z,T) V(2)
SV V(z) V(D)

q

_G-e»* /4
122 +aq+2) 2> +q+2
(1-g)" v
(¢) Pour (i,j) € N*
— Sii>jalors (Z=iNT=j)=0doncP(Z=iNT=35)=0
— Sii=jalors (Z=iNT=1i)=(X;=iNXa=i)et P(Z=iNT =1) = ¢*2p?
— Sii<jalors (Z=iNT =j)= (X1 =iNXy=7)U(X1 =jN Xy =1) (incompatibilité, puis indépen-
dance)
P(Z=iNnT =j)=2¢""2p?
(d) Soit k € N*, on a
— Sik<j,alors Pz—; (T =k)=0
— Sij =k alors

— Sij<k

(e) On suppose qu'il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*, dont la loi de probabilité est la loi
conditionnelle de T sachant ’événement [Z = j].

0 sik<j
L ik =7
On adonc P (D; =k) = 144
2q2k72p ) )
g sik>j
2k—2 1
Ona kP(D; =k)~k (i m qp et la série Z kq?* =2 est entiére en ¢ de rayon de convergence 1, donc la
E>1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

série & termes positifs Z kP(D; = k) est convergente, alors D; admet une espérance
k=1

+oo
i) = ZkP (D; =
k=3

too 9¢2k—2

o p > %p
14¢ k;ﬂ 1+¢
: L 2pg® = ki)
=it > kg*"T
1 +q 1+qu+1
P, 20 R (r—1)
— + 7"+- 2(r—1
T4 q Hq;( i)q
_ 2(r—1) 2(r—1)
L B S e 3
P 2pq* 1 J
=J 7 T 2
I+q¢ 1+4q|(1-¢? 1—¢q

_.p ¥ 1+5(1-¢%)
T T 1ve -

Partie II: Loi exponentielle

5. (a) Comme X7 —e(A)onaV (X;)= % et P([X; <za]) = { 1 _Oem SSII;:;(())
(b) Onadonc E(X; +X2)=FE(X1)+ E(X1) = %
et V(X1+Xo)=V(X1)+V(X3) = % par indépendance.
et deméme, E(Y)=E(X; —Xp) =0et V(Y)=V (X)) + (1)’ V (Xo) = %

6. Fz est la fonction de répartition de Z.
Pour tout z € R, (Z < z) = (min (X1, X»2) < z) n’est pas simple & traduire.
(Z > z) = (min (X1, X2) > z) = ([X1 > 2] N [X2 > z]) indépendants donc
Fz(2)=P(Z<2)=1-P (min (X1, X2) > 2)
=1-P(X; > 2)P (X3 > 2) par indépendance

:{ 1—(@"\2)2 siz>0

0 siz <0
et comme 1 — (e_/\z)2 =1—e~2** on reconnait la fonction de répartition de & (2)
1 1
On conclut que Z = e (2\), E(Z)= < etV (Z) =

2) 422
7. (a) [T <t] = [max (X1, Xs) <t] = ([X; <] N[X3 < t]) indépendants donc

Fr(t) =P (X; <t)P (X3 <t) par indépendance

:{ (1—e™)? sit>0

0 sit<0
La fonction Fr est continue sur |—oo, 0 (fonction nulle) et sur [0, +00]
En 0~ : Fr(t) =0 — 0 = Fr (0) donc Fr est continue sur R et C! sur R* donc T est a densité et une

2 —At _ A\t .
densité de T est fr (t) = { e (0 ) : i z 8
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

(b) L’application t — 2 f7(t) est continue sur R

— En —o0, la fonction est nulle, donc elle est intégrable

1
— En 400, on a t2fp(t) ~ 2At2e M = o (

2 > La fonction est donc intégrable en o0

T admet un moment d’ordre 2, puis elle admet une espérance et une variance
— Le calcul de ’espérance

+oo

E(T) = / tfr (t)dt

— 00

—+oo
= / t2xe M (1 — e_)‘t) dt
0

“+o0 —+o00
= (2 / the Mdt — / t2Ae—2”dt)
0 0
2
A

1 3

—+oo
= / t22Xe =M (1 — e_)‘t) dt
0

“+o0 —+oo
= (2 / 2 e Mdt — / t22Ae—2“dt>
0 0

4 2 7
%ﬁ—mzwquandM%—l—oo

7
Donc T? a une espérance et E (T?) = 3 donc T a une variance et
. 7 9 5
Conclusion : |V (T) = DI - D

N.B. cela permet de valider la loi de T'

Ou bien, en suivant le conseil donné, avec le changement de variable x = At ou plus simplement ¢t = x/\
dt = dt/\ et t =0 pour x =0 et t = M pour z = AM

M AM
/ the Mdt = / —e *dx
0 0 A

1 [t 1 1
—>X/OV xemdxlelzx

8. Ona X; + Xy =272+4+T et comme V(X;+ X)) =V (X1)+ V(Xs) par indépendance, et que V(Z+T) =
V(Z)+V (T)+2cov(Z,T) (admis) alors
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

et donc, le coefficient de corrélation linéaire est :

9. (a) Pour tout z e R:
AT gig <0

e
F_XZ(J}):P(—XQ<LI,‘):P(X2>—$):{ 1 Gir>0

Cette fonction est continue sur |—oo, 0Jet ]0, +oo[ et en 07 : F_x, () =1 — 1 = F (0) et elle est C! sur R*
Aer sz <0

Donc — X5 est bien a densité et une densité est f_x, () = { 0 2> 0
six

A0 sit >y donc, pour t > y :

. > — ==
(b) Siy>0ona f x,(y—t) { 0 sit <y

Ix, () fox, (y —t) = A V7D \e ™A
— A2€Ay672)\t

donc

M M
/ fx, (@) fox, (y—t)dt = )\26/\11/ o~y
Y Yy
1
22 —2AM —2)\
B G

A
— 567/\?’ quand — +00

“+o0

A A
fx, (t) f—x, (y — t) dt converge et vaut 56_/\‘7! = Ze Al

Donc, pour y > 0 : / 5

AerMy—t) it>
Poury<0:f_X2(y—t):{ € o Y

0 sit<wy

A2eMe—2M it > ()
d t) f- —t ‘
onc fx, (t) f-x, (y ){ 0 sit<0 ¢

+o0 oo
/ fx, @) fox, (y—1t)dt = )\Qef\y/ o2t gy
0 0

1

— A2
<o

_ %exy _ Al

+o0 A
et donc / fx, (t) f—x, (y — t) dt converge et vaut 56_”\“”
o0

+oo
fx, (t) f—x, (y — t) dt est convergente

Conclusion :| pour tout réel y, I'intégrale /

A
et vaut 56_’\‘3"

(c) On détermine la fonction de répartition Fjy| :
Pour tout y < 0: P (|Y] < y) = 0 (événement impossible)
et pour y > 0:P(|Y[<y) =P (~y<Y <y) = Fy (y) — Fy (—y) car —y < .
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LOIS EXPONENTIELLE ET GEOMETRIQUE-CONVERGENCE

Comme Y est & densité, Fy est continue et C'sur R (car fy est continue sur R), alors Fy| est continue sur
]—00,0[ et sur [0, +o0|
De plus Fjy| (0) = Fy (0) — Fy (0) = 0 et pour y < 0: Fly| (y) = 0 — 0 = Fjy| (0) donc F}y| est continue
sur R
Donc Y| est bien a densité et une densité est

0 sty <0

fvi ) = By, (y) = fy W)+ fy (—y) = %‘“W'+; Ayl =Xe™™  siy >0

Conclusion : [|Y] <= e())

Partie III: Convergences

10. On a E (S Z (Xk) =n/A et V(S ZV X},) = n/A? par indépendance.
k=1

E(J,) =\E(S jznetV( Jn) =NV (S,) =n

0 siz <0

-z, n—1
. 2t siz>0
11. Par récurrence sur n € x*, on montre que la densité f; de J,, est donnée par f; (z) = { (n—1)!

12.

(a) Soit n > 3. Sous réserve d’absolue convergence (ssi convergence simple car tout est positif),
1 +oo 1 e Tpn—1
El—)= / ————dzx
In o « (n-1!
+o0o —z,.n—2
e "x
- / e

1
= mln_z converge car n —2 € N
_(n-2)
(n—1)!
1
T on—1

Et de méme

= ﬁ]n_g converge car n — 3 € N
_(n-3)!
(n=1)!
_ 1
(n—1)(n—2)

Conclusion :| E (—n) et & (JZ) existent et
1
E(L):Ag,tE<L):
T) Tt EE) T o) (- 2)

(a) Etant donné une suite de variables aléatoires (X,,) indépendantes, de méme loi et de variance non nulle,

alors la somme centrée réduite des n premiers converge en loi vers A/ (0,1).
C’est a dire que la fonction de répartition de la somme centrée réduite tends vers ®.
n
Sn = Z X} a pour espérance n/\ et pour variance n/\2.
k=1
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Les (Xi),cy sont indépendantes et ont une variance non nulle. Donc la centrée réduite = N,

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.

(b) Donc, pour n assez grand, P (—uy < N < tg) = P (uq) —P (—uq) car —u, < Uy et comme ® (u,) = 1—
que ¢ (—uy) =1 — @ (uy) = § et que

Conclusion : ‘ P(—uq < Np Sup)~1-— oz‘
13. On pose pour tout n de N* : T,, = max (X1, Xo, ..., Xp,).
Pour tout n de N*, pour tout réel x positif ou nul, on pose : g, (z) = / Fr, (t)dt et hy, (z) = / tfr, (t)dt
0 0

(a) hy(z) = /Ow tfr, (t)dt

On l'intégre par parties pour faire apparaitre / Fr, (t)dt:
0
Soit w' (t) = fr, (t) :u(t) = Fr, (t) etv(t)=t: v (t) =1

vest C et uest C! sur RT car la densité fr, est continue sur RT.

Donc

/ e (8 dt = [tFr, (1)) / " P (1) dt
0 0

= aFr, (2) = gn (2)

Conclusion : ‘ hn () = 2Fr, () — gn () ‘

(b) Pour tout t € R: (T), < t) = max (X1, X2,..., Xpn) = ﬂ (X; < t) indépendants donc

=1
n

Fr, (t) =[P (X <t) = [Fx (1)

i=1

t
P(Tnét)Z/ fr, (£)dz=0sit <0

t 0 ¢
etsit>0: / fr, () dz = / Odx +/ e Tdr = [fe*‘”]g =1-¢"t
oo —o0 0

. 0 sit<0
Conclusion : | Frr, (t) = { (1—et)" sit>0

Soit n > 2 (pour avoir n — 1 € N* )

i (Fr,_, (t) — Fr, (t)) dt
(- 0
m (1 - eit)nil e tdt a la volée :
(1- et)n]

(1- e_:”)n -0

gn—1 (LU) —09n (LL') =

Il
o— o >—

x

0

Il
S|—=r——
= se

Conclusion : | Pour n > 2 : g1 (z) — gn (z) = 2 Fr,, (2)

n

(¢) On a donc pour n > 2 : g, (z) = gn—1 (¥) — 2 Fr, (2) et par récurrence :

1
n—1

gu (@) =~ Fp, (2) = < Fr, (@)~ 5 Fr, (2) + g1 (2)
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14.

et comme
gl(l‘):/ F‘T1 (t)dt:/ 1—€7tdt=[t+€7t]§
0 0
=xr+e ¥ -1
1
:x—IFTl(:v)
Conclusion : | g, (z) = 2 — ~Fy, (&) = ——Fr, _, () — P, (x) — 1 Fy, (x)
onclusion : | g, (x) = x P, x ——Fr. x 5 b (@ [ (@

Pourz >0:Fp, (v) —1=(1—e*)" ~1
Comme —e~% — 0 quand z — +oo et que (1+z)" — 1 ~ az quand x — 0 alors (o = n)

Conclusion :

Fr, (x) —1~ —ne ® quand x — +oo‘

xT

T, a une espérance si / tfr, (t)dt = 2Fr, () — gn (z) a une limite finie quand = — +o0
0

Astuce : On réécrit «Fr, () — gn () = x (Fr, () — 1) + 2 — g, (z) pour faire apparaitre la quantité dont

on a un équivalent.

Or z (Fr, () —1) ~ —nze * — 0 car z = o (e”) quand x — 400 donc z (Fr, () — 1) — 0.
D’autre part, toute fonction de répartition tend vers 1 en +o0o donc

1

1
FTn—l ((L’)+ iFT2 (:L’)-i— TFTI (:L’)

1FT (.’E) +

T — Tr) = —
gn (@) o Tn n_1

n

1
%Z%quandx%Jroo
k=1

— 1
Conclusion : | T, a une espérance et E (T,,) = Z Z
k=1

Pour tout z réel :
Fe, (2)=P(G,<2)=P (T, <2+ E(T,))
= Ir, (z+ E(Th))

avec ¢ + E(T,,)) =+ v, + In(n)
Et comme E (T,) — +oo quand n — +o00, pour n suffisamment grand on aura E(T,) —x > 0 et donc
Fr, (- )=00—e)"

Fr, (z+ E(Ty)) = (1 - e*<1+%+ln(n))>"

— (1 _ e—ln(n)e—($+7n))

n

Conclusion :| pour tout x réel et n assez grand, on a :
1 "
Fg, (z) = (1 — e_(”'"’”)) .
n

On a une forme indéterminée 1°° qu’il faut résoudre :

1 " 1
(1 _ e—(ﬂﬂ-l-vn)) = exp [nln (1 _ e—(%-i—%))]
n n

Comme e~ (*F7) — e=(@+7) et que —Le~(@+7) — 0 alors

In{1-— lef(I‘F’Yn) ~ _le*(w‘f"Yn) et
n n

{n In (1 — le(er“’"))} ~ —e~@Fm) o= (@) donc
n

(1 _ 16—(x+%>) — exp [~e)]
n
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Et comme n — +00, il sera "suffisamment grand" et

Conclusion : | Fg, () — exp [—e~@*+7] quand n — 400

(c) Pour tout x réel, Fg () = exp [—e~(@+7)]
Fg est continue et C! sur R
En —co0: —e~ (@) - —o0 donc Fg (z) — 0
En —co0: —e~ @) 5 0 et Fg () — 1
Enfin , F¢ est croissante sur R. (composée de deux fonctions décroissantes sur R ou par F( (z) =
exp [—e @] x —e= (@Y x —1>0)

Conclusion :| Fg est la fonction de répartition d’une variable a densité G et
(Gn),en- converge en loi vers la loi de G

15. Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F'x strictement croissante.
Pour tout x réel, (Y < z) = (Fx (X) < x)
Comme Fx est continue sur R (variable & densité) et qu’elle est strictement croissante, elle est bijective de R
sur |0, 1[ et admet une réciproque.
— Siz<0:(Y<a)=0et Fy(z)=0
— Siz>21:(Y<z)=Qet Fy (z)=1
— Sizel0,1[: (Y <2)= (X < F¢'(z)) donc Fy (z) = Fx (Fy' (z)) =z

et on reconnait la fonction de répartition de la loi uniforme sur [0, 1]

Conclusion :
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