FONCTIONS GENERATRICES DES MOMENTS [CNC-2016] ENONCE

Fonctions génératrices des moments [CNC-2016]

Soit (€2, A,P) un espace probabilisé, par la suite, les variables aléatoires considérées sont des variables aléatoires
réelles discrétes ou a densité. Si X est une variable aléatoire sur (92, A4, P), la fonction génératrice des moments de X,
lorsqu’elle existe, est la fonction numérique de la variable réelle t, Mx :t — E (etX ), ou E (etX ) désigne ’espérance

de la variable aléatoire e

Soit
b1,

tX

Partie I: Variables aléatoires discrétes finies

X une variable aléatoire discréte prenant un nombre fini de valeurs x1,--- , x, avec les probabilités respectives
- pp, ot 7 € N*. On définit la fonction px sur R* par,
. 1
vVt e R*, px(t) = n In(Mx(t))
. Déterminer My , lorsque Z suit une loi de Bernoulli de parameétre p, p € [0, 1].

. Montrer que Mx est de classe C*® sur R, et que pour tout entier naturel k, M)(?)(O) =E (X*).

Montrer que px est bien définie sur R* et prolongeable par continuité en 0. On pose ¢ x(0) = E (X) et on
note encore px la fonction ainsi prolongée.

Démontrer que ¢x est dérivable en 0 et calculer ¢’ (0) en fonction de la variance V (X) de X.

1
Montrer que pour tout u <0, e* <14+ u+ 5u2;

Montrer que si X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, alors, pour tout ¢t > 0,
t
ox(t) <E(X)+ B (X?)

Pour tout entier 4 tel que 1 < 4 < 7, on note f; la fonction définie sur R, part ¢t — e'*i. Montrer que la
famille (f1,---, fr) est libre.

En déduire que deux variables discrétes finies X et Y ont la méme loi si, et seulement si, les fonctions ¢ x
et py sont égales.

Montrer que si X et Y sont des variables discrétes finies indépendantes, alors,

Px+y = @x + Py

En déduire Mx , lorsque X suit une loi binomiale de paramétre s et p, s est un entier naturel non nul et

0<p<l.

On dit qu’'une variable aléatoire réelle X est symétrique si X et —X ont la méme loi.

Montrer que ¢x est impaire si, et seulement si, X est une variable aléatoire réelle symétrique.

On considére une suite (X,,)n>1 de variables aléatoires discrétes finies mutuellement indépendantes sur (€2, A, P),

qui suivent la méme loi que X. On note m 'espérance de X et o son écart-type que ’on suppose strictement
positif.

On pose, pour tout entier naturel non nul, S, = Z X et Sy =

(a)

(b)

- S, —E(S,)
past V(Sn)

Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et tout réel non nul ¢,

(1)

(1) =
s (*) o o ovn
t

En déduire que nEIEoo s (t) = o

Partie II: Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies
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FONCTIONS GENERATRICES DES MOMENTS [CNC-2016] ENONCE

Soit X une variable aléatoire discréte réelle infinie, notons I'x 1’ensemble des réels ¢ pour lesquels Mx existe.

10. (a) Montrer que, pour tous réels a, b, ¢ tels que a < b < c et tout réel z, e’ < €% + 2.

(b) En déduire que Ix est un intervalle contenant 0.

11. Soit Y une variable aléatoire discréte réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Déterminer la
fonction génératrice des moments My de Y.

12. On suppose que la fonction Mx est définie sur un intervalle de la forme | — a,a[, (a > 0). Notons (z,,)nen une
énumération des valeurs de X.
Posons, pour tout n € N et tout ¢t €] — a,al,u,(t) = P(X = x,)e"™ et x,. Soit a > 0 tel que [—,a] C] — a, al,
et soit p €]a, al.

(a) Montrer que, pour tout k € N, tout ¢t €] — a, ] et tout n € N,
[l (#)] < P(X = ) (jn]) el

ou u%k) désigne la dérivée k-éme de la fonction wu,,.

(b) Montrer que, pour tout k € N, il existe M}, > 0, pour tout ¢ €] — «, af et tout n € N,

|u7(f) )| < MpP(X = xn)|e"‘””‘.

(¢) En déduire que Mx est de classe C* sur | — a,al, et que pour tout k¥ € N, E (Xk) = M)(f) (0)

13. En déduire ’espérance et la variance d’une variable aléatoire Y qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0.

Partie III: Cas des variables aléatoires & densité

Si X est une variable aléatoire a densité, on note Ix 'intervalle de R, qui contient 0, pour lequel Mx existe.

14. Soient X et Y deux variables aléatoires a densité indépendantes, qui admettent respectivement des fonctions
génératrices des moments Mx et My, montrer que

VtelxNly, MXer(t) :Mx(t)My(t)

15. Soit X une variable aléatoire & densité possédant une fonction génératrice des moments Mx et une densité f.
On suppose que cette fonction génératrice des moments soit définie sur Ix =]a, b[, (a,b) € R?,a < 0 < b, et soit
s un réel tel que, 0 < s < min(—a, b).
k!
(a) Montrer que, pour tout k € N* et tout ¢ € R, |t¥| < —kesm.
SF
(b) En déduire que, pour tout k € N* E (|X|k) est finie.

+oo k
t
k
(c¢) Montrer que, pour tout t €] — s, s[, Mx(t) = E E (X*) il
k=0

(d) En déduire que, pour tout k € N, M)((k) (0) =E (X*)
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FONCTIONS GENERATRICES DES MOMENTS [CNC-2016] CORRECTION

Partie I: Cas particulier : variables aléatoires discrétes finies

1. Z < B(p), alors e'Z est finie, par le théoréme du transfert, pour tout ¢ € R,
Mz(t)=P(Z=0)+€P(Z=1)=p(e"—1)+1

2. X est finie, alors pour tout ¢ € R la variable !X est finie, en particulier elle admet une espérance, par le théoréme
du transfert, pour tout ¢t € R,

Mx (t) = zr:em]P’ (X =ux;) = zr:piem
i=1 i=1

Donc Mx est de classe C*° sur R, comme somme de fonctions de classe C*° et pour tout entier naturel k,

ME () =D aket* P (X = 1,)
i=1

T
En particulier M)((k) (0) = Za:f]P’ (X=x;)=E (Xk)
i=1

r

] est un systéme complet d’événements, en particulier Z p; = 1. En outre pour

i=1

3. (a) La famille ([X = xi]);cpy,,

toust € Ret i € [1,7], on a e'® > 0, donc Mx(t) = iem]P’(X = x;) > 0. Ainsi px est définie sur R*.
Le développement limité & l'ordre 1 en 0 de Mx est dﬁéné par

Mx (t) = Mx(0) + tM%(0) + o(t) =1+ tE(X) + o(t)
Par composition ¢ x (t) = E (X) + o(1), donc ¢x est prolongeable par continuité en 0.

(b) Le développement limité a l'ordre 2 en 0 de Mx est donné par

Mx (t) = Mx (0) + tM%(0) + @tz +o(t?) =1+tE(X) + @tz + o(t?)

Par composition

px(t) =

E(X) —E (X)Zt +o(t)

- E(X)+

E (X2) - E (X)? X
Donc ¢x est dérivable en 0 et ¢’y (0) = ( )2 (X :V(2)

4. (a) Soit u < 0, d’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a

1 Y (u—t)?
e“:1+u+7u2+/ uetdt
2 0 2

(u—1)?
2

La fonction ¢ ——

u—t)? “
( 5 ) el est continue et positive sur [u,0], donc / et dt <0, soit
0

1
e“él—l—u—l—iuQ
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(b) Soit t > 0, comme Vi € [1,7] on a x; < 0, alors
t2
vie[Lr], € <1tta+ 5af

Par le théoréme du transfert et par positivité de la probabilité

T
E (etX) = ZemP(X = x;)
i=1

T t2
> (1 + tz; + 2x3> P(X = ;)

i=1

N

T T t2 T
< ZIP’(X:QEZ-)+tZ:ciIP’(X:xi)+EZm?]P’(X =)
i=1 i=1 i=1

t2
< 1+tE(X)+ -E(X?)
2
Finalement, la croissance de In et I'inégalité de convexité: Vo > —1, In(1+ z) < z, donnent
t
px(t) SE(X) + JE (x?)

Une telle inégalité reste valable si ¢ = 0, car px(0) = E (X)
5. (a) Quitte a réordonner les z;, on peut supposer que x; > xg > ... > x,. Supposons qu’il existe des réels
T I
A1, .- A tels que Z/\ifi = 0. Cela signifie que, quelque soit t € R, alors Z}wﬂ(t) = 0, autrement
=1 . i=1
dit pour tout t € R : Z \;e!®" = 0. Factorisons par et®! : ™1 Z Niet@i=21) = 0. Mais e**1 % 0 donc :
i=1 =1

T
Z)\iet(“_”“) = 0. Lorsque t — 400 alors e!(@i=%1) 0 (pour tout i > 2, car z; — 1 < 0). Donc pour
i=1
i>2, \e!@i—1) 5 0 et en passant a la limite dans 1'égalité ci-dessus on trouve : A; = 0.
T

Le premier coefficients est donc nul. On repart de la combinaison linéaire qui est maintenant Z Aifi=0

i=2
et en appliquant le raisonnement ci-dessus on prouve par récurrence \; = Ay = --- = A, = 0. Donc la
famille (fq,---, f-) est libre.

(b) =) Si X et Y suivent la méme loi, alors X (2) =Y (Q) et Ve € X (), P(X =2)=P(Y =z). On tire
E(X)=E(Y) et par le théoréme du transfert pour tout t € R*,

E(e') = Z P (X =x) = Z P (Y =2) =E ()
zeX(Q) TEX(Q)

Donc les fonctions ¢ x et ¢y sont égales;

<) Posons X (Q) = {z1,--- ,zn} et Y (Q) = {y1, -+ , Ym} 'ensemble des valeures prises effectivement par
XetY telsquexz; >--->x, et y; >--- > yy. L'hypothése px = ¢y donne
n m
vVt e R, ZetziP(X =ux;) = Zetny(X =y;)
i=1 j=1

Par unicité de Vécriture n =m, z; = y; et P(X = ;) =P (Y = ;)
6. Soit ¢t € R*, les deux variables e*X et e*¥ sont indépendantes, car X et Y le sont, donc
Mxiy(t) =E (et(X+Y)) ) (etXetY) ) (etX) E (etY)

Par définition, on a

x4y (t) = %ln(MXer(t)) = %ln (E (etx)) + %ln (E (ety)) = ox(t) + oy (t)

Pourt=0,ona¢0)=E(X+Y)=E(X)+E(Y) =¢x(0) + ¢y (0). Bref

Px+y = @x + Py
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S
7. X < B(s,p), alors X = Z X;, ou Xy, -, X, sont indépendantes et suivent la loi de Bernoulli de paramétre p.
i=1

Pour t € R, les variables e?X1, ...  e*Xs sont indépendantes, donc

Mx(t) =E (eX) =E (H e”ﬁ) = f[]E (X)) =(p(e = 1) +1)°

8. <) Supposons que X est une variable aléatoire réelle symétrique, alors X () = —X (Q2) et pour tout z € X (Q),
onalP(X =2z2)=P(X = —zx).
On montre que Vt € R, E (e’tx) =E (etX), pour le faire on fixe ¢t € R, par le théoréme du transfert

E(e™™) = Z e "P(X = 1)

zeX ()

Papplication  — —x est une bijection de X () vers lui méme, alors

E (e*tx) = Z e"P(X = —x)

z€X(Q)
= Z P (X = x)
zeX ()
= E(e)
Donc pour tout ¢ € R*, on a px(—t) = —px(t) et pour t = 0, on a E(X) = E(—X), cela entraine

E (X) =0, c’est-a-dire ¢ x(0) = 0. On conclut alors px est impaire.
=) Soit t € R*, on a

poxlt) = 110 (E () = —px(-1) = ox(t)

D’autre part px(0) = 0, car px est impaire, donc ¢_x(0) = E(-X) = —E(X) = 0, ceci montre que
px = ¢_x. D’aprés la question 5b, X et —X ont la méme loi

X — X, —
9. (a) Soitn € N*ett € R*. OnaE(S,) =nmet V(S,) = no?, d’autre part les variables ¢ L-m o

sont finies et mutullement indépendantes, et par un calcul direct

- Xl-fm
2

_ 1 £5* _ 1 =
ps:(t) = EIH<E(€ )) —;ln Ele
1 2 (Xizm 1 - 1 Ximm .
= 3 In <E <}:[1€ e )) =7 In (HE (e Vo )) Par indépendance

X;—m

1 & —tm Xi
() = ()
)+ 13w (B (5))
i=1 t i=1

—nm 1 t
B \/ﬁa+ mf;(px’i( na)

Vi, px. =
a\/ﬁ) car Vi, px, = px

Il Il
S S
IngRRiNg

E =)
//~ /N
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(b) Le développement limité a l'ordre 1 en 0 de px donne

X<g\t/ﬁ) = sox(0)+gf/ﬁ¢/X(0) (\}ﬁ)
- E(XHUth(QX)*O(Vlﬁ)

= b S ()

_ WL; ()

puis
—my/n /n 1
« (T = — ~ -
i) = S (me e (7))
= S+l
On en déduit lim (t) = E
en dedu n—>+ooLpS* o

Partie II: Cas des variables aléatoires discrétes réelles infinies

10. (a) On peut écrire b = Aa + (1 — N)c, avec A € [0, 1], et par convexité de la fonction exponentielle

ebw — e/\aw-l-(l—)\)cx < e 4 (1 _ )\)ecw < %% 4 el

(b) elely,carE(e?X)= Y P(X=2)=1
zeX ()

e Soit a,c € Ix tel que a < ¢. Montrons que [a,¢] C Ix. D’aprés la question précédente, pour tout
z€R, " < e 4 e donc e?X < X + e°X, et comme les deux variables positives admettent des
espérances, alors la variable positive e*X admet une espérance, donc b € Iy, ainsi 'inclusion [a, ] C Ix.
On déduit Ix est un intervalle de R.

11. Soit ¢ € R, la variable !X admet une espérance si, et seulement, si la série & termes positifs E et”—'e*’\
n>0 n.
(Aeh)"
converge. Or la série exponentielle E — converge de somme e*¢" | donc My est définie sur R et
n!

n>0
VEER, My (t)=e
12. (a) Soit k € N, I'application u,, : t €] — a, af— P(X = z,,)e'*" est de classe C* et ,
u® (1) = P(X = z,)xket®n

les inégalités et < eltllonl < e@l#nl donnent

ul ()] < POX = ) | el

(b) Soit k € N*. La fonction 9y, : « € Ry — xFel®=P)% est continue, ; 0 k +od
positive, strictement décroissante sur [%, +oo[ et strictement ; =
’ k(0) + 0 -
croissante sur [O, f} il existe My = 1y, ( ) > 0,
p—a M,
Pour k = 0, la fonction ¢y, : & € Ry —— e(®~P)% est décroissante Vi 0 — T 0

sur Ry, alors My = 1.
Bref pour tout t €] — a, af et tout n € N,

(O € PIX = @0) ol €20 = PIX = ) (f2a]) €770 < MP(X = ) e
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(¢c) e Pour tout n € N, la fonction u,, est de classe C* sur |—a, af
e Soit k € N, on a pour tout n € N, efl*nl < ePPn 4 =P et —p, p € |—a,a, donc la série & termes

positifs Z P(X = xn)|e”|m"| converge et, par suite, la série Zugf) converge normalement sur tout
n>0 n>0
segment [—a, a] inclus dans |—a, o]
—+o0
Donc, par le théoréme de dérivation terme a terme, Mx = Z Uy,
n=0
est de classe C* sur |—a, af, et

+oo
viel-a.al, YkeN, MP ()= ake™P(X =uz,)
n=0

En particulier pour tout k& € N la série Z FP (X = x,,) est absolument convergente, donc X admet un
n=0
moment d’ordre k. Ainsi
vkeN, MP(0)=E(x*)

13. Dans ce cas My :t+—> ere'=A qui est de classe C* et pour tout t € R
) — )\eteket—)\

0) = A
) _ )\2€t6)\et—)\ + )\the)\et—)\
) A

Alors E (Y) = M{,(0) = A et par la formule de Huygens koenig

V(X) =E(X?) —E(X)* = My (0) — M(0) = A

Partie III: Cas des variables aléatoires & densité

tX tY

14. Soit t € Ix N Iy, les deux variables e!X et ¢/¥ sont indépendantes, car X et Y le sont. Comme e'¥ et e

admettent des espérances alors, par indépendance, et(X 1Y) = ¢tXetY admet une espérance et

My (t) = E (¢!OF)) = B (e¥e) = E () E () = Mx(t)My (1

Remarque : Les deux applications ne sont pas forcément égales mais elles coincident sur Ix N Iy

k k
. . .. st st
15. (a) Soit ¢t € R, la série a termes positifs E % converge de somme ¢*/!!| donc pour tout k € N*, % < edltl
= ¥ !
k!
ou encore |tF| < —kes‘”.
S

(b) Soit k € N*, d’apres la question précédente

! Ko,
VEER, [t < el < (e )
Soit il
k : sX —sX
|X| < ka (6 +e )

Les deux variables positives e et e™*X admettent des espérances car —s, s € |a, b[, alors par comparaison,
la variable | X|" admet une espérance.

k!
Remarque : On a aussi l'inégalité E <|X|k) < — (Mx(s) + Mx(—s)) qui sera utilisée a la question
s

suivante
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CORRECTION

(c) Soit —oc0 = ag < a3 < ---

< a, = 400 tels que pour tout i € [0, — 1] la fonction f est continue sur

Jai,a;+1][- On va appliquer le théoréme de convergence dominée sur chaque intervalle Ja;, a;41][.
Fixons t € |—s, s]

e Pour tout k € K, 'application fi : © —

est finie

k
k!

k

(x) est continue sur Ja;, a;4+1][ et intégrable car E (|X|k)

o La série Z fr converge simplement sur |a;, a;+1| de somme x — €'® f(x) qui est continue sur Ja;, a;4+1|
k>0
e Pour tout £k € N, on a

et la série géométrique du terme général

converge

Ait1
/ file] da

i

4"

sk

<

<

<

7

/ai+1
a;

thak
@)

dx

Aj41
converge. Bref la série du terme général / | fr (2| dz
a

i

Donc d’aprés le théoréme de la convergence dominée, on peut intégrer terme a terme, soit

Remarque :

(d) Mx est développable en série entier en 0, alors elle est de classe C*> sur |—s, s[ et

/:Hl e f(z) dx

%

/

a;41 T° thk

i

—
— k!

z)dx

+oo tk Qg1 A
k=0 "7
Ceci vrai pour tout ¢ € [0,r — 1], alors on conclut par la relation de Chasles que, pour tout ¢t €] —

+oo tk
s[, Mx(t) = kz::oE (x*) ]

On ne peut pas appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur R, car f n’est pas
forcément continue par morceauz sur R

VEk € N,

k
M (0)

E (X*)

k!

k!
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