DEMONSTRATIONS PROBABILISTES DE LA FORMULE DE STIRLING ENONCE

Démonstrations probabilistes de la Formule de Stirling

Ce probléme propose deux démonstrations probabilistes de la formule de Stirling

n
n! ~ (ﬁ) 2nmw
e

Partie I: Premiére preuve

Soit (X, ), ¢y une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle de paramétre 1. Pour n € N,
n

Sp—n
on pose S, = ZX"? et pour tout n > 1 on pose S} = —= .

=0 vn

On admet que S;; converge en loi vers la loi N (0, 1)
1. Enoncer le théoréme central limite

2. (a) Montrer, par récurrence sur n, que S, est de loi I'(n + 1, 1).
(b) En déduire que la densité de S} s’écrit g, (z) = anhn(x), avec
n"tie~n/2n
n =777
n!

et

h(2) = \/%e_\ﬁ”” (1 - \fﬁ)nx]_ﬂm[

3. Montrer que
1

L[ e
lim T dx:—/ e 2 dx
n—+oo Jq gn( ) 2 0
4. En utilisant le théoréme de la convergence dominée, montrer que

1

1t
lim hp(x)dr = —/ e 2 dx
n——+o0o 0 ( ) ‘/271- 0

5. En déduire la formule de Stirling :

n

n! ~n"e "V2rn

Partie II: Deuxiéme preuve

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de poisson de paramétre 1. On pose

neN*

n Sn _n
= X * =
Sy, kil ket Sy \/ﬁ

6. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0

(a) Caracteériser la loi de X

(b) Donner lespérance, la variance et la fonction génératrice de X

7. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de poisson de paramétres respectifs A et p.
Quelle est la loide X +Y

8. Montrer que S, est de loi P(n).

9. Montrer que S converge en loi vers S suivant la loi N (0,1). En déduire que

I
VieR, P(S;>t) —— — e 2de=P(S>t

n—-+oo

10. Soit ¢ € R
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E
(a) Montrer que P (S} >t) < 2

(b) En utilisant le théoréme de la convergence dominée, montrer que

+o00 +o0
/ P(Sy >t) dt —— P(S>t)dt
0

n——+oo 0

+o0 foo o 5 +oo T 2
11. On admet que / (/ e T d$> dt = / </ ez dt) dz. Montrer que
0 t 0 0

“+oo 1
P(S>t)dt = —
/0 (5> 1) .

12. Soit n € N*. En appliquant le TCVD a la série du terme général P (S,, = k) X} 0. k=n
v

[7 montrer que

1 nn+1

+oo
P(S:>t)dt=————
/0 (Sn>1) Vne™ n!

13. En déduire la formule de Stirling
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Partie I: Premiére preuve

1. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires réelles définies sur un espace probabilisé (2, T, P) indépendantes,
de méme loi, possédant une espérance m = E(X) et une variance 02 = V(X) > 0. On pose

ZXi . i:Xi—nm
p = A S el | .
n

T o/n T ovn

Alors (Z,),,, converge en loi vers une variable aléatoire réelle de loi N(0,1).

2. (a) Par récurrence sur n € N*
e Pour n =0, Sy = X est de loi £(1) =T'(1,1)
e Soit n € N. Supposons que S, est de loi I'(n + 1, 1), c’est-a-dire de densité

n

X .

—e ™ sixz>0
Sp:xr €ER+—— < nl

0 sinon

Sy et X, 41 sont indépendantes, donc S,,+1 = S, + X,,+1 est une variable aléatoire a densité de densité
est définie par

—+oo
Spt1:2Z ER+— / sp(t)s(z —t)dt

e ™ six>0 .
Avec s:x € R+— la densité de X, 1 1.

0 sinon
Les variables S,, et X,,11 sont positives et indépendantes, donc pour tout x < 0 on a s,4+1(z) =0, et
pour tout z > 0

smp1(z) = /Omsn(t)s(x—t)dt

T tn
= —etem Tt qt

n+1
— - —T
= ———e¢
(n+1)!
Récurrence achevée.

(b) Soit x € R, on a:

P(Snén—&—x\/ﬁ)

n+zv/n
= / sp(t) dt

— 00

(% <)

sy, est nulle sur R_, done I'intégrale précédente est nulle si z < —/n.

Pour 2 > —y/n, on obtient par la relation de Chasles et la nullité de s,, sur R_, puis par le changement de
t—mn

Na

(% <)

variable t = n + uy/n: u =

n+zv/n mn
/ —etdt
0

I
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&)
_|_
S|
3
=
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|
=
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—vn n!

ntie—n [T u \"
= 7/ 1+—) e“duy

nn+%efn T U n T
- (”ﬁ) eI o] ()
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n -

vn

n
est la fonction

Ainsi la densité de
ntzen z \" —aym
gnixr— —— 1+ == | eTVIX_ 5 (@)

qui s’écrit g, () = aphn(x), avec

et
1 z \"
. —v/nz
hp 2 — Wors <1 + \/ﬁ) X]_\/H7+OO[($)

n

vn

n converge en loi une variable de loi A/(0,1), donc

3. Par hypothése

N

1 1
Sn—n 1 2

n(z)dz=P(0< = 1 -2 d

/0 9al2) d ( NG ) R \ﬁzw/o c o

4. e (hy) est une suite de fonctions continues sur [0, 1]

e Pour tout z € [0,1]

ha(z) = eV (1 + fﬁ)n

67\/’711:4»71 1n(1+%)

™

1
Var
1
2
1

—vaztn( -t +o(2))

V2r

.2

e~z qui est continue sur [0, 1]

1
hy) converge simplement vers x —
T
e Pour tout = € [0, 1] et n € N*, par I'inégalité de convexité de 'exponentielle: 1+ — < e

Jn

x

D

Bt t— est continue positive et intégrable sur le segment [0, 1]

1
V2m
D’aprés le théoréme de convergence dominée

! 12
lim hy(z)de = —/ e 7 dx
n—+oo Jg 2 0

5. D’aprés les questions 3 et 4, a,, — 1, et alors
n—-+oo

n! ~n"e "V2rn

Partie II: Deuxiéme preuve

Soit (Xy),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de poisson de paramétre 1. On pose

o= Xpet sy ="
k=1

n

6. Soit X une variable aléatoire réelle qui suit une loi de Poisson de paramétre A > 0

(a) X(Q)=NetVneN,P(X =n)=—e¢
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(b) E(X) =V (X) = X et sa fonction génératrice est donnée par: : Vt € [—1,1]

+oo +o00 n
Gx(t):E(tX) :ZtnP(X:n)ZZt"%e_)‘:e’\(t_l)
n=0 n=0 .

7. Par indépendance,

Gx+y(t)=E ()= E* ") =E (") .E(t") Gx(t)Gy (t) = A TWI=D

Pour tout n € NyonaP(X +Y =n) = XH'/( ) = ( —i—',u) e~ Autrement-dit X +Y < P (A 4 p)
n! n!

8. Par récurrence sur n € N*

e Pour n =1, S, = X; suit la loi P(1)

e Soit n € N*. Supposons que S, suit la loi P(n). Comme S,, et X, 11 sont indépendantes, donc S, =
Sp + Xpnt1 est une variable aléatoire suivant la loi P(n + 1)

Récurrence achevée.

9. La suite (X,,), oy~ de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de poisson de paramétre 1, cette derniére
admet une espérance et une variance qui valent 1.

Sn_y
n

1/v/n

£, N(0,1). En déduire que pour tout ¢ € R

D’aprés le théoréme de la limite centrée
S, —n
Vn

converge en loi vers S suivant la loi N (0,1). Soit S¥ =

. L

10. Soit t € R,

(a) Comme [S} >t] C [S;2 > ] C [Si2 > 2], ona

P(S;>t)>P (52 2%) <

Par inégalité de Markov appliquée a S;2 > 0.

(b) e Pour tout n € N*, I'application ¢ € |0, +o00[ — P(S}; > t) est continue par morceaux sur |0, +oo[. En

effet
P(S*>t) = 1-P(S!<t)
= 1—P(S, <tv/n+n)
= 1-P(S, < [tvn+n))

= 1-Fs, (< [tv/n+n])

Fs, est continue par morceaux car S, (€2) = N et la fonction partie entiére est continue par morceaux
sur R, donc par composition de fonctions continues par morceaux ’application considérée est continue
par morceaux

e D’aprés la question 9, une telle suite converge simplement vers une fonction continue sur |0, +oo].

e Pour tout n € N*, on a bien, d’aprés la formule de Huygens koeing, E(S??) =V (S*) +E(S?)? = 1. On
conclut, d’aprés la question précédente que

1 sit<1
vVt €]0,+00[, P(S, >1t) <4, .
z sit>1
.. . . . 1 sit<1 . .
Ainsi, on a majoré¢ les termes de la suite par la fonction ¢ : ¢t — ¢ e qui est continue
iz S11 >

positive et intégrable sur R*
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

+o0 +oo
/ P(S; >t)dt —— P(S>t)dt
0

n—-+oo 0
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+oo
/ P(S>t)dt
0

12. Soit n € N*

e Pour tout k € N, 'application ¢t — P (S,, = k) X[o een [ est positive, continue par morceaux sur [0, +oo[ et

intégrable

g

e La série Z]P’(Sn =k) X[O, hoe | converge normalement, puisque ([S,, = k]),cy est un systéme complet

k>0

d’événements, donc elle converge simplement, de somme t — P (S,, > t\/n +n) =P (S;; > t) =1— Fs: (t)

qui est continue par morceaux sur |0,+oo[. En effet X[O oen [(t) =1 équivaut &4 k > nett <

encore k > ty/n+n

e Pour k > n, on a

k
Or la série Z ﬁ converge

Vn

_n[(t)dt = P(S, =k) dt
0
k—n
= \/EIP’(S”—I{)
k—nnF e~ nk

Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée pour les séries,

+oo
/ P(Sk >t) dt
0

/+OOIP(Sn > ty/n+mn) dt
0+Oo o
/0 (ZP(Sn = k) X[o k52 [(t)> dt

k=0

k—n
Vn

ou

JR k

= = > (h-me
\/ﬁ k=n+1 k
B 1 f nk nktl
N en\/n it (k—1) k!
1 n+1
= 76"\/75 nn' Par télescopage
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Ainsi
1 nn+1

+oo
PS:>t)dt= ————
/0 (Sn>1) Vvne™ n!

13. Enfin
1 npntt 1

- \/ﬁe” n!  n-o+too /21

—+oo
/ P(S; >t) dt
0

Ce qui nous donne la formule de Stirling.
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