PROBLEME DE REVISION

Convergence
Enoncé

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). Dans les questions 1 & 3, A désigne un parameétre réel strictement positif, inconnu.
(Xn)pen- une suite de variables aléatoires a valeurs strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle

n
de parameétre A. On pose pour tout n de N* : §, = ZXk et J, = A\S,.
k=1

1. Calculer pour tout n de N*; E(S,,), V (Sn), E (J,) et V (Jp).

2. (a) Montrer, par récurrence que, la densité f; de J, est donnée par

e—rxn—l

fa, (x) = (n—1)!
0

siz>0
siz <0

1
(b) A l'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, 'existence de FE <J) et de

n

1
E <J2>’ et donner leur valeurs respectives.
n

3. On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u, le réel strictement positif tel que

@(ua):1—%.

S,

(a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par N,, = )\\/—i —/n
n

converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(b) En déduire que P ([—uq < Ny S up]) ~ 1 — a.

Dans les questions 4 & 6, on suppose que A = 1.
4. On pose pour tou n de N* : T}, = max (X1, Xo, ..., X;,).
xr xr
Pour tout n de N*, pour tout réel = positif ou nul, on pose : g, (z) = / Fr (t)dt et hy, (z) = / tfr, (t)dt
0 0

(a) Exprimer h,, (z) en fonction de F, (x) et g, (x).

(b) Déterminer pour tout réel ¢, I'expression de Fr, (t) en fonction de ¢.
1

Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1 () — g, (z) = = Fp, ()
n

(¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel z positif ou nul, 'expression de g, (z) en fonction de
x, }’jT1 (X) 5 FT2 (x) geeey FTn (x)
(d) Montrer que Fr, () — 1 est équivalent & —ne~", lorsque x tend vers +oo.

| =

(e) Déduire des questions c¢) et d) 'existence de E (T},) et montrer que E (T,,) = >_
k=1

5. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (G,,) n>1 définie par
: pour tout n de N*, G,, =T,, — E(T,).
On pose pour tout n de N* : ~, = —lnn + E (T},) et on admet sans démonstration que la suite (’yn)n>1 est
convergente ; on note y sa limite.
n
1e—<7«'+%>) .

(a) Montrer que pour tout = réel et n assez grand, on a : Fg, (z) = <1 -
n

(b) En déduire que pour tout z réel, on a: lim Fg, (z) = eme Y
n—+o0o

_e—(@+m)

(¢) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg (z) = e est la fonction de répartition d’une

variable aléatoire G a densité. Conclure.

6. Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F'x strictement croissante. Déterminer la loi
de la variable alétoire Y définie par Y = Fx (X).
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