PROBLEME DE REVISION

Lois exponentielle et géométrique-Convergence
Enoncé

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont supposées définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). Sous réserve d’existence, on note E (X) et V (X) respectivement l'espérance et la variance d’une variable
aléatoire X, et cov (X,Y") la covariance de deux variables aléatoires X et Y.

la fonction de répartition et une densité d’une variable aléatoire X & densité sont notées respectivement Fx et fx.

Partie I: Loi géométrique

Soit p un réel de ]0,1[ et ¢ = 1 — p. Soit X; et X5 deux variables indépendantes de méme loi géométrique de
paramétre p (d’espérance 1/p). On pose : Y = X7 — Xo, T = max (X1, X3) et Z = min (X3, X5). On rappelle que
T+Z:X1 —|—X2 et T —7Z = |X1 —X2| = |Y|

1. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X)) et de P ([X; < k]), pour tout k de X; (Q2).

(b) Calculer E(X1 + XQ), \%4 (X1 + XQ), E(Xl - XQ), \% (X1 - Xg)

. . 14
Etablir la relat : P([X; = X3]) = ——
(c) ablir la relation ([X1 2]) 1+q

2. (a) Montrer que Z suit la loi géométrique de paramétre 1 — ¢2. En déduire E (Z), V (Z) et E (T).

(b) Soit k un entier de N*.Justifier 'égalité : [Z = k| U [T = k| = [X1 = k] U [X2 = k]
En déduire la relation suivante : P(T' =k) =2P (X1 =k) — P(Z =k).
2¢* 2
(c¢) Etablir la formule : V (T') = W
—q

3. (a) Exprimer pour tout j de N* I’événement [Z = j]N[Z = T en fonction des événements [X; = j] et [ X5 = j].
En déduire pour tout j de N*, I'expression de P ([Z = j| N [Z =T])
[

Z=jIN[T - Z=1])=2p°¢* 2

Montrer que pour tout k de Z, P ([X; — Xo = k]) = g
q

(b) Montrer que pour tout couple (j,¢) de (N*)?, on a: P (

(on distinguera troiscas: k=0, k > 0et k < 0).

(d) En déduire la loi de la variable aléatoire | X; — Xs.
(e) Etablir a l'aide des questions précédentes que les variables Z et T — Z sont indépendantes.
4. (a) A laide du résultat de la question 3e, calculer cov (Z,T'). Les variables Z et T sont-elles indépendantes ?

Calculer en fonction de ¢, le coefficient de corrélation linéaire p de Z et T'.

Déterminer la loi de probabilité du couple (Z,T).

o~
Q.

Déterminer pour tout j de N* la loi de probabilité conditionnelle de T sachant ’événement [Z = j].

o
NS N N SN NN

Soit j un élément de N*. On suppose qu'il existe une variable aléatoire D; & valeur dans N*, dont la loi de
probabilité est la loi conditionnelle de T sachant I’événement [Z = j]. Calculer E (D;).

—
@

Partie II: Loi exponentielle

Soit A un réel strictement positif. Soit X; et X5 deux variables indépendantes de méme loi exponentielle
de paramétre )\ (d’espérance 1/)\). On pose : Y = X; — X5, T = max (X1, X3) et Z = min (X1, X»).
5. (a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de V (X3) et de P ([X; < z]), pour tout réel x.
(b) Calculer E (X; + X2), V(X1 + X3), E(Y), V(Y).
6. Déterminer pour tout réel z, Fz (z) et fz (z). Reconnaitre la loi de Z et en déduire E (Z) et V (Z).
(1—e M) sit>0
0 sit<0
3 5

(b) Justifier l'existence de E (T) et V (T'). Montrer que E (T') = 2 et V(T) = e

7. (a) Montrer que pour tout réel ¢, on a : Fr (t) = { . Exprimer pour tout réel ¢, fr (¢).

(on pourra utiliser des changements de variables affine).

8. On note r le coefficient de corrélation linéaire de Z et T. Montrer que r = 1/ V5.

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE REVISION

Lois exponentielle et géométrique-Convergence
Enoncé

9. (a) Déterminer une densité de la variable aléatoire —Xo.
A
(b) Etablir que la fonction y +— 56*)“?/‘ est la densité de probabilité sur R de la variable aléatoire Y.
(c) Déterminer pour tout y réel, fiy| (y). Reconnaitre la loi de |Y| =T — Z.

Partie III: Convergences

(Xn)pen+ une suite de variables aléatoires & valeurs strictement positives, indépendantes, de méme loi exponentielle

de paramétre X\. On pose pour tout n de N* : §,, = ZXk et J, = \S,.
k=1
10. Calculer pour tout n de N*, E (S,,), V (S,), E (Jn) et V (Jp).
—x,.n—1

e *x .
siz>0

11. (a) Montrer, par récurrence que, la densité f; de J, est donnée par f; (z) = (n—1)! siz<0
0 ~

1
(b) A T'aide du théoréme de transfert, établir pour tout n supérieur ou égal a 3, l'existence de E (J) et de

n

1
E (ﬂ)’ et donner leur valeurs respectives.
n

12. On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, et u,, le réel strictement positif tel que

@(ua):lf%.

o : : . . S
(a) Enoncer le théoréme de la limite centrée. En déduire que la variable aléatoire N,, définie par N,, = )\\/—71 —/n
n
converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(b) En déduire que P ([—uq < N, S up]) ~ 1 — a.
Dans les questions suivantes, on suppose que A = 1.

13. On pose pour tou n de N* : T,, = max (X1, Xo, ..., X,,).

Pour tout n de N*, pour tout réel = positif ou nul, on pose : g, () = / Fr (t)dtet h,(x)= / tfr, (t)dt
0 0

(a) Exprimer h, (x) en fonction de F), () et g, ().
(b) Déterminer pour tout réel ¢, I’expression de Fr, (t) en fonction de .
Etablir pour tout n supérieur ou égal a 2, la relation : g,—1 (z) — g (x) = —Fr, (2)
n

(¢) En déduire que pour tout n de N*, pour tout réel = positif ou nul, I'expression de g, (z) en fonction de
x, ,FT1 (X) 5 ,FT2 (Ll?) g eeny FTn (33)
(d) Montrer que Fr, () — 1 est équivalent & —ne™*, lorsque x tend vers +o0.

El e

(e) Déduire des questions c¢) et d) l'existence de E (T},) et montrer que E (T,,) = >
k=1

14. On veut étudier dans cette question la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (Gn)n>1 définie par
: pour tout n de N*, G,, = T,, — E(T,). On pose pour tout n de N* : ~,, = —lnn + E(T,) et on admet sans
démonstration que la suite ('yn)n>1 est convergente ; on note vy sa limite.

1 n
(a) Montrer que pour tout x réel et n assez grand, on a : Fg (x) = <1 — e(”ﬁ*”f")) .
n
(b) En déduire que pour tout z réel, on a: lim Fg, (z) = eme Y
n—+o0o

_e—(xz+v)

(c) Montrer que la fonction Fg : R — R définie par Fg (z) = e est la fonction de répartition d’une

variable aléatoire G a densité. Conclure.

15. Soit X une variable aléatoire & densité de fonction de répartition F'x strictement croissante. Déterminer la loi
de la variable alétoire Y définie par Y = Fx (X).
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