PROBLEME DE REVISION

Loi khi-deux x*
Enoncé

—+ 00
On rappelle que la fonction I', définie par x — / t*“le=tdt sur R? , vérifie les relations
0

e VzeRy: T(x+1)=al(x)
e VneN*: T'(n)=(n-—1)!

Partie I: Loi Gamma et loi du x?

Dans toute cette partie, les variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace probabilisé (2, T, P).

On rappelle que si X est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé, alors sa fonction de répartition est la
fonction Fx définie pour tout réel x par Fx(x) = P (X < x).

Cette fonction de répartition caractérise la loi de la variable aléatoire réelle X.

On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs réelles admet une densité f si sa fonction de répartition peut s’écrire

x
sous la forme Fx (z) = / f(t)dt ou f est une fonction a valeurs réelles positives ayant un nombre fini de points de
— 00

+oo
discontinuité et telle que / f)de=1
— 00
Une variable aléatoire Y suit une loi de Poisson de paramétre A > 0, lorsqu’elle est déterminée pour tout entier naturel
/\k
k par P(X =k) = e’Aﬁ.
Une variable aléatoire suit une loi normale de parameétres m et o, lorsqu’elle admet une densité de probabilité définie

1 (z—m)?
pour tout réel x par f(zr) = ——e~ 202

oV 2w
1. b et p sont deux parameétres réels strictement positifs. On considére ’application f définie sur R par :

P~ e e . 0
Ve e R, f(x) =< bT(p) e

0 siz <0

Dans le cas ot b = 1, donner les différentes allures du graphe de f suivant la position du paramétre p par rapport
a 1l et a 2. On précisera les éventuelles demi-tangentes en 0.

2. Prouver que f est une densité de probabilité.
Si une variable aléatoire X admet cette densité, on dit que X suit la loi T (b, p)

3. Soit X une variable aléatoire suivant la loi T' (b, p).
Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.

4. Dans le cas particulier ot p = 1, reconnaitre la loi de X et exprimer sa fonction de répartition.
On admet que si X et Y sont 2 variables aléatoires indépendantes de densités respectives f et g, alors la variable
+oo
X +Y posséde une densité h telle que h : x — / flz—1t)g(t)dt
—0o0
5. Soient X; et X5 , deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant les lois respectives I' (b, p1) et T (b, p2).

Soit z,y € R%, X et Y deux variables indépendantes telles que X < I'(x,1) et Y < T'(y,1). Posons S = X1+ X»
et soit fg sa fonction densité.

S
(a) Soit s € R* ) montrer que / t* 1 (s — t)y_l dt = B(py, p2)sP P27,
0

(b) Montrer que:

B(p1,p2) gP1Hp2—lo—3

i 0
Vs €R, fs(s)=14 GITpD(p)C(pa) ne
0

sis<0
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T r
(c¢) En déduire que B(p1,p2) = M, puis déduire X; + Xo < T (b, p1 + p2)
L(p1 + p2)
6. Soient n € N*, Xy,--- , X, variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, suivant les lois respectives

T'(b, p;) pour tout i € [1,n]

n
Déterminer la loi de la variable aléatoire Z X;
i=1

Soit s un entier strictement positif ; on appelle loi du x? & s degrés de liberté ou loi x*(s) la loi T (2, %)

7. (a) Donner Pespérance et la variance d’une variable aléatoire suivant la loi x2(s).
(b) Soit n € N*. Si pour tout i € [1,n], Les X; sont des variables mutuellement indépendantes, X; suivant la
n

loi x2(s), donner la loi de Z X

i=1

n—1 k xT tn—l
8. Pour z > 0 et n € N*, Justifier la formule : e* = —|—/ em_ti' dt

=0 0 (TL - 1)
9. Soient Xy, une variable aléatoire suivant la loi x%(2n) et A un réel strictement positif.
Démontrer que P (X3, > 2X) = P (Y, <n) ou Y, désigne une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de

paramétre A

10. (a) Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite. Montrer que X2 suit la loi du x? a
un degré de liberté.

(b) Xi,---,X, variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes, suivant la loi normale centrée réduite.

Quelle est la loi de Z X2
i=1

Partie II: De 'urne au x?

Une urne contient des boules de couleurs Cy,--- ,C, ou k € N et k > 2. Les boules de couleur C; sont en proportion
n

p; non nulle avec Z p; = 1. Etant donné n entier naturel non nul, on tire successivement dans 'urne n boules, avec
i=1

remise aprés chaque tirage.

Pour i € [[1, k], on appelle X; la variable aléatoire désignant le nombre de boules de couleur C; obtenues lors du tirage.

X; suit par conséquent une loi binomiale de paramétres n et p;.

11. (a) Déterminer l'espérance et la variance de X;

(b) Pour ¢ # j, déterminer la loi de X; + X et en déduire que cov(X;, X;) = —np;p;

X; —np;
12. Soit k entier supérieur ou égal & 2. On pose Y; = 2i i et on note M la matrice de covariance des variables
npq
aléatoires Y1, - -+ , Yy définie par M = (cov(Y;, Yj)); o, i<k

(a) Montrer que pour i # j, cov (Y;,Y;) = —/pip; et que cov(Y;,Y;) =1 — p;.
En déduire I’expression de la matrice M.
Dans la suite, M, , (R) désigne I’ensemble des matrices ¢ n lignes et p colonnes & coefficients réels. On
notera Iy, la matrice unite de My, (R)

(b) Préciser la matrice P telle que M = Ij — P, puis la matrice C' € My, ;(R) vérifiant P = C*C' , ot 'C désigne
la transposée de la matrice C.

(c) Déterminer le rang de P.

(d) Calculer P2. Préciser les valeurs propres de P et leur multiplicité.
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1 sii=j<k-1
13. Soit J € M}, (R) dont les coefficients a, ; vérifient: a; ; = { ) IS .
0 sinon
Justifier 'existence d'une matrice S € My, (R) vérifiant: *SS = Iy et “SMS = J
14. On définit les variables aléatoires Z1, Zo,--- , Z), par la relation :
A Y1
Ll="s
Z, Yy
et on pose S = (sij);¢; ik
(a) Prouver que, pour tout entier i entre 1 et k, Z; est centrée.
(b) Déterminer la matrice de covariance de Zy, Zs, -+ , Z. En déduire que Zj, est la variable certaine égale a
z€ro.
k
(¢) On pose Q = Z Y2, Calculer Q en fonction de Z1, Zy,--- , Zy.
i=1
(d) On suppose que n est grand, que les variables Z1, Zs, - - - | Z,—1 sont mutuellement indépendantes et qu’elles

suivent des lois normales centrées réduites. Justifier le fait que @ suit la loi du x? & (k—1) degrés de liberté.
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