
Problème de révision

Stone Weierstrass et applications
Énoncé

Soit n un entier naturel, on note [[0, n]] = {0, · · · , n}, on appelle polynôme de Bernstein de degré n les polynômes
réels Bn,k =

(
n
k

)
Xk (1−X)

n−k
, k ∈ [[0, n]]. Dans ce problème, on voudrait démontrer le théorème de Weierstrass par

deux méthodes et donner quelques applications de ce théorème. Dans toute la suite, on identifie polynôme et fonction
polynomiale associée

Partie I: Théorème de Weierstrass

Soit f : [0, 1] −→ R continue, pour tout entier n ∈ N∗, on pose Pn(f) la fonction définie sur [0, 1] par,

Pn(f)(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k(x)

1. (a) Calculer
n∑

k=0

Bn,k

(b) En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1], 0 6 Bn,k(x) 6 1

2. Calculer
n∑

k=0

kBn,k,
n∑

k=0

k(k − 1)Bn,k puis
n∑

k=0

k2Bn,k

3. (a) Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ [[0, n]], exprimer B′n,k en fonction de Bn−1,k−1 et Bn−1,k
( On étudiera les trois cas : (k 6= 0 et k 6= n), (k = 0) puis (k = n))

(b) Etablir que, pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [0, 1], (Pn(f))
′
(x) = n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k(x)

(c) En déduire que si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout n ∈ N∗, la fonction Pn(f) est croissante sur
[0, 1].

4. Pour la suite de cette question, on se donne un réel ε > 0

(a) Pour tout x ∈ [0, 1], calculer
n∑

k=0

(
x− k

n

)2

Bn,k(x)

(b) Montrer qu’il existe α > 0 tel que,
pour tout (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] , |x− y| 6 α⇒ |f(x)− f(y)| 6 ε

2
.

(On vous demande de redémontrer le théorème de Heine pour l’application f continue sur le segment [0, 1])
(c) Soit x ∈ [0, 1], on pose A =

{
k ∈ [[0, n]] ;

∣∣x− k
n

∣∣ 6 α
}
et B =

{
k ∈ [[0, n]] ;

∣∣x− k
n

∣∣ > α
}

i. Montrer que
∑
k∈A

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6

ε

2

ii. Montrer que
∑
k∈B

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6

2M

nα2
x(1− x) 6 M

2nα2
, avec M = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

(d) En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1], |Pn(f)(x)− f(x)| 6
ε

2
+

M

2nα2
, avec M = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

(e) En déduire que la suite (Pn(f))n>0 converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. Plus généralement, soit g : [a, b] −→ R une fonction continue, (a, b) ∈ R2, a < b. Montrer qu’il existe une suite
de polynômes (Qn(g))n>0 qui converge uniformément vers g sur [a, b].

Partie II: Une démonstration probabiliste du théorème de Stone Weierstrass

Soit f : [0, 1] −→ R une fonction continue et n ∈ N∗

1. Soit Sn une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramètre n et x, x ∈ [0, 1], on pose pour out n ∈ N∗,

Xn =
Sn

n
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(a) Déterminer E (Xn) et V (Xn) respectivement l’espérance et la variance de Xn

(b) Justifier que, pour tout δ > 0, P (|Xn − x| > δ) 6
1

4nδ2

2. On introduit la variable aléatoire Yn = f (Xn) et on pose pour tout x ∈ [0, 1], Cn(f)(x) = E (Yn). Pour la suite
de cette question, on se donne un réel ε > 0.

(a) Vérifier que x 7−→ Cn(f)(x) est une fonction polynomiale définie sur [0, 1].

(b) D’après le théorème de Heine, comme f est continue sur [0, 1], alors il existe β > 0 tel que, pour tout
(x1, x2) ∈ [0, 1] × [0, 1], |x1 − x2| 6 β ⇒ |f(x1)− f(x2)| 6

ε

2
. ( On ne vous demande pas de redémontrer

ce résultat).

i. Montrer que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k∈[[0,n]]

| kn−x|6β

(
f(x)− f

(
k

n

))
P
(
Xn =

k

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
ε

2

ii. Montrer que

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

k∈[[0,n]]

| kn−x|>β

(
f(x)− f

(
k

n

))
P
(
Xn =

k

n

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6
M

2nβ2
, avec M = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

(c) En déduire que la suite (Cn(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0, 1].

Partie III: Application

Dans toute la suite de ce problème, pour tout (a, b) ∈ R2, a < b, on pose I = [a, b].

1. Soit f : I −→ R une fonction continue, on suppose que pour tout n ∈ N,∫ b

a

xnf(x) dx = 0

(a) Montrer que la fonction f est nulle sur I.

(b) Pour tout n ∈ N, calculer In =

∫ +∞

0

xne−(1−i)x dx

(c) En déduire qu’il existe une fonction réelle φ, continue sur [0,+∞[ et non nulle, telle que, pour tout n ∈ N,∫ +∞

0

xnφ(x) dx = 0

2. Soit g : I −→ R continue telle que
∫ b

a

g(x) dx = 0. Montrer qu’il existe une suite (Pn)n de polynômes telle que∫ b

a

Pn(x) dx = 0 et lim
n→+∞

sup
t∈[a,b]

|g(t)− Pn(t)| = 0

3. Soit ϕ : I −→ R de classe C1. Montrer qu’il existe une suite (Pn)n de polynômes telle que lim
n→+∞

sup
t∈[a,b]

|ϕ(t)− Pn(t)| =

0 et lim
n→+∞

sup
t∈[a,b]

|ϕ′(t)− P ′n(t)| = 0

4. Soit ψ : I −→ R continue positive. Montrer qu’il existe une suite (Pn)n de polynômes telle que pour tout n ∈ N
et tout t ∈ I, Pn(t) > 0 et lim

n→+∞
sup

t∈[a,b]
|ψ(t)− Pn(t)| = 0
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