PROBLEME DE REVISION

Stone Weierstrass et applications
Enoncé

Soit n un entier naturel, on note [0,n] = {0,--- ,n}, on appelle polyndme de Bernstein de degré n les polynomes
réels By, = (Z)X F1-X )n_k ,k € [0,n]. Dans ce probléme, on voudrait démontrer le théoréme de Weierstrass par
deux méthodes et donner quelques applications de ce théoréme. Dans toute la suite, on identifie polynéme et fonction
polynomiale associée

Partie I: Théoréme de Weierstrass

Soit f : [0,1] — R continue, pour tout entier n € N*, on pose P, (f) la fonction définie sur [0, 1] par,
n k
=31 (%) Buste)
k=0

(a) Calculer Z Bk

1.
k=0
(b) En déduire que, pour tout z € [0,1], 0 < B, x(z) <1
2. Calculer Zan ks Zk‘ —1)B,,  puis Zk Bk

k=0 k=0 k=0

3. (a) Pour tout n € N* et tout k € [0, n], exprimer B;’k en fonction de By_1 k-1 et Bp_1
( On étudiera les trois cas : (k# 0 et k # n), (k=0) puis (k =n))

(b) Etablir que, pour tout n € N* et tout = € [0,1], (Pn(f = nz ( (k i 1) —f (k>) By 1 k()
n

(c) En déduire que si f est croissante sur [0,1], alors pour tout n € N*, la fonction P, (f) est croissante sur
[0, 1].

4. Pour la suite de cette question, on se donne un réel € > 0

n k 2
Pour tout 0,1 lcul —— ] B,
(a) Pour tout x € [0, 1], calculer kgo (.T n) k()
(b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que,
pour tout (r,y) € [0,1] x [0, 1], [z —y| < a = |f(x) = f(y)| < 5.
(On vous demande de redémontrer le théoréme de Heine pour application f continue sur le segment [0, 1])
(©) Soit 2 € [0,1], on pose 4 = {k € [0 n]:]z — £| <} et B= {k & [0.n]:[o — | > o}

. k €
i. Montrer que E flx)—f (n) By, k(x) < 3
keA
k 2M M
i M ) —r(E)| B < -n)< avec M =
ii. Montrer que 2 flx)y—f (n> ’ .k () nazac( ) Ino2 Avec fz}épl] |f(t)]
P € M
(d) En déduire que, pour tout = € [0,1], [P, (f)(z) — f(z)| < 5 + 5—, avec M = sup |[f()]
2 2no t€[0,1]

(e) En déduire que la suite (P,(f)),>o converge uniformément vers f sur [0,1].

5. Plus généralement, soit g : [a,b] — R une fonction continue, (a,b) € R?, a < b. Montrer qu'il existe une suite
de polynomes (Qn(g))n>0 qui converge uniformément vers g sur [a, b].

Partie II: Une démonstration probabiliste du théoréme de Stone Weierstrass

Soit f:[0,1] — R une fonction continue et n € N*

1. Soit S,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre n et z, x € [0, 1], on pose pour out n € N*,

S
X, =2
n

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE REVISION

Stone Weierstrass et applications
Enoncé

< 1
= 4nd?

2. On introduit la variable aléatoire Y,, = f (X,,) et on pose pour tout z € [0,1], C,,(f)(z) = E (Y3,). Pour la suite
de cette question, on se donne un réel € > 0.

(a) Déterminer E (X,,) et V (X,,) respectivement l'espérance et la variance de X,
(

b) Justifier que, pour tout § > 0, P(|X,, — x| > )

(a) Verifier que 2z — C,,(f)(x) est une fonction polynomiale définie sur [0, 1].
(b) D’apreés le théoréme de Heine, comme f est continue sur [0, 1], alors il existe § > 0 tel que, pour tout
(x1,22) € [0,1] X [0,1], |x1 — 2] < B = |f(x1) — fa2)| < 7 ( On ne vous demande pas de redémontrer

ce résultat).

i. Montrer que
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k k M
ii. Montrer que (f z)—f ()) P (Xn = ) < ——,avec M = sup |f(t
DRGEEIE <o s 1700)
%71|>3

(c) En déduire que la suite (Cn(f)),,>, converge uniformément vers f sur [0, 1].

Partie ITI: Application

Dans toute la suite de ce probléme, pour tout (a,b) € R?, a < b, on pose I = [a,b].

1. Soit f : I — R une fonction continue, on suppose que pour tout n € N,

b
/ 2" f(x)dz =0
(a) Montrer que la fonction f est nulle sur I.
“+o0
(b) Pour tout n € N, calculer I,, = / a"e” (10T qg
0
(c¢) En déduire qu'il existe une fonction réelle ¢, continue sur [0, +o0o[ et non nulle, telle que, pour tout n € N,
+oo
/ 2"¢(x)dz =0
0

b
2. Soit g : I — R continue telle que / g(x)dx = 0. Montrer qu’il existe une suite (P,), de polynomes telle que

a

b
/Pn(x)dxzoet lim  sup |g(t) — Pu(t)] =0

n=+0 4c(a,b]

3. Soit ¢ : I — R de classe C'. Montrer qu’il existe une suite (P,),, de polynomes telle que lim sup |p(t) — P,(t)] =

n—=+00 ¢[q,b]
Oet lim sup |¢'(t)—P.(t)]=0
N+ 4c(a,b] "
4. Soit ¥ : I — R continue positive. Montrer qu’il existe une suite (F,), de polynémes telle que pour tout n € N
et tout t € I, P,(t) 2 0et lim sup [¢(t) — P,(t)] =0
n—+00 t€la,b]
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