PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES SANS MEMOIRE

Partie I: Etude d’une variable discréte sans mémoire.

Soit X une variable aléatoire discréte, a valeurs dans N telle que : Vm € N, P(X > m) > 0.

On suppose également que X vérifie : V(m,n) € N x N, Pix>m) (X = n+m) = P(X >n). On pose P(X =0) =p
et on suppose que p > 0.

> 1) = ¢. En déduire que 0 < ¢ < 1.
2. Montrer que : V(m,n) e NxN,P(X >2n+m)=P(X >m)P(X >n).
3. Pour tout n de N on pose u,, = P(X >

1. On pose ¢ =1 — p. Montrer que P(X

(a
(b
(c
d

Utiliser la relation obtenue a la deuxiéme question pour montrer que la suite (u,)nen est géométrique.
Pour tout n de N, exprimer P(X > n) en fonction de n et q.

Etablir que : Vn e NJP(X =n)=P(X >n) - P(X >n+1).

En déduire que, pour tout n de N, on a P(X =n) = ¢"p.

Reconnaitre la loi de la variable X + 1.

En déduire E(X) et V(X).

R N PN

(
4. (a
(b

Partie II: Taux de panne d’une variable discréte.

Pour toute variable aléatoire Y & valeurs dans N et telle que : Yn € N, P(Y > n) > 0. On définit le taux de
panne de Y & l'instant n, noté A, par : ¥n € N, A\, = Py>,) (Y =n).

PY =
5. (a) Montrer que : Vn € N, \,, = M
PY > 1
(b) En déduire que : Vn € N,1 — X, = (P(Y;Z))
(c) Etablir alors que : ¥n € N,0 < \, < 1.
n—1
(d) Montrer par récurrence, que : VYn € N*, P(Y > n) = (1= Xg).
k=0
n—1
6. (a) Montrer que : Vn € N*, Z PY=k)=1-P =n).
k=0

(b) En déduire que li_>m P(Y =2n)=0.

n—1
(c) Montrer que nh_)ngC ,;J —In(1 - \) = +c0

(d) Conclure quant a la nature de la série de terme général \,,.

Partie III: Caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.

7. Déterminer le taux de panne de la variable X dont la loi a été trouvée a la question 3 d) de la partie 1.
8. On considére une variable aléatoire Z, a valeurs dans N, et vérifiant : Vn € N, P(Z > n) > 0. On suppose que le
taux de panne de Z est constant, c’est-a-dire que I'on a : Vn € N, \,, = A.
(a) Montrer que 0 < A < 1.
(b) Pour tout n de N, déterminer P(Z > n) en fonction de A et n.

(c) Conclure que les seules variables aléatoires Z a valeurs dans N, dont le taux de panne est constant et telles
que pour tout n de N, P(Z > n) > 0, sont les variables dont la loi est du type de celle de X.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES SANS MEMOIRE

Partie I: Etude d’une variable discréte sans mémoire.

1. Comme les valeurs de X sont entiéres, [X > 1] = (X = 0)
DoncP(X >1)=1—-P(X =0) =1—p =g > 0 par hypothése.
Et comme ¢ =1 —p et que p > 0 alors ¢ < 1.

Conclusion : P(X 2 1) =qet 0 < ¢ < 1.

2. On revient a la définition de la probabilité conditionnelle :
Pixom (X > ntm)= X 20T _pe s

P
Conclusion : Donc V(m,n) e NxN, P(X 2n+m)=P(X >2m)P (X >n)
3. Pour tout n de N on pose u, = P(X > n).

(a) On a avec le couple (n,1) larelation : P(X 2n+1)=P(X 2 1)P (X > n)
Donc up4+1 =¢q - up
Conclusion : la suite (uy,)nen est géométrique de raison ¢ géométrique.

(b) On a alors u,, = ¢"up = ¢"P (X > 0) = ¢"

Conclusion : Pour tout n de N, P (X > n) = ¢"

(¢c) Comme X ne prend que des valeurs entiéers, (X >n) = (X =n)U (X >2n+1)
et comme les deux sont incompatibles P (X >n) =P (X >2n+1)+P (X =n)
Conclusion : Vn e N, P(X =n)=P(X >n)—-P(X >n+1).

(d) Et on trouve donc P (X =n) =¢" — ¢ =¢" (1 —q) = ¢"p
Conclusion : pour tout n de N;on a P (X =n) =¢"p

4. (a) Laloi de X + 1 est donnée par :
XQ)=NetP(X+1=n)=PX=n—-1)=¢""!p
Conclusion : X + 1 suit une loi géomaétrique de paramétre p

(b) CommeE(X—i—l):let V(X-|-1):i2
p p

et que X = X +1—1 alors

1
Conclusion : E(X)=-—-1et V(X) = %
p p

Partie II: Taux de panne d’une variable discréte.

5. (a) Par définition de la probablité conditionnelle on a : A, =

P(Y =2 n)
et comme [Y =n]N[Y >n] = (Y =n) on a donc
Conclusion : Vn € N, A P =n)
nclusion : =
! PESAM T By o)
(b) On a alors
P(Y =n)
1-X, = 1-
P =n)
_ P(Y=n)-P(Y =n)
B P =n)
P >n+1)
B P(Y =n)
car (Y >2n)=(Y =n)U(Y >2n+1) puisque Y ne prend que des valeurs entiéres.
o P >=n+1)
Conclus1on,Vn€N,1f)\n7W
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES SANS MEMOIRE

()

(d)

Comme P (Y > n) > 0 pour tout entier n alors 1 — A\, > 0et A, <1
Mais on peut avoir A, = 0 (par exemple pour une loi géométrique, Ay = 0)
Conclusion : Vn € N,0 < A\, < 1.

Par récurrence :

1-1 P(Y >1)
=1: 1-— =1l-X=——""2=P > P >0) =
Pour n kl;lo( M) =1—Xo Y >0) Y>1)car P(Y 20)=1

Soit n € N* tel que P (Y > n) = H(l_)‘k)

k=0
n—1

1 1=Xg)=(1-=X\, 1-X\)=————"PY >2n)=P( > 1
sors [1 (1= = (1= 3) [T 0= 30) = TP (V> m) = PV >t )
Donc, par récurrence,

n—1
Conclusion : Yn € N* P (Y 2 n) = H (1 =Xg)

k=0

La probabilité du contraire est : 1 =P (Y > n) =P (Y < n)

et comme Y ne prend que des valeurs entiéres : 1 —P (Y >2n) =P (Y <n-1)

n—1
Et comme (Y <n—1) = U (Y = k) (incompatibles) alors
k=0

Conclusion : 1 =P (Y > n) = ZP(Y =k)

n—1
tP(Y 2n)=1-Y P(Y =k ——0.
n—-+0o0
k=0
Conclusion : li_>m P(Y >n)=0.
n—1
OnavuqueP(Y >n)= H(l—)\k)
k=0

Donc In (P (Y > n)) = "i In(1—Xg)
k=0

n—1
Et comme P (Y > n) —— 0 alors In (P (Y > n)) - —oo donc Zln(l — ;) —— —o0 et
n—-+4oo o n—-+oo

n—1

Conclusion : nlingo Z —In(1— )= +o0
k=0

On pense au théoréme de comparaison.

Onaln(l1+z)~z quand z —— 0
n—-+oo
Mais il faudrait pour cela que A, —+> 0 quand n — 4oc0. Et on a vu que dans le cas d’une loi géométrique,
n——+0oo
ce n’était pas le cas (A, constant)

On distingue deux cas :

— st A, —+> 0 alors —In (1 — Ag) ~ Ax = 0 et par comparaison de série & termes positifs, la série
n—-+0oo

Z A diverge également.
k>0

— Si A, 4 0 alors la série E A diverge (condition nécessaire de convergence)
k>0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES SANS MEMOIRE

Conclusion : la série E A diverge
n=0

Partie ITI: Caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.

7.Onavait P(X 2 n)=q¢" et P(X =n) =¢"p
P(X =n)
P(X >n)
Conclusion : le taux de panne est constant égal a p

Donc A\, = = p pour tout n € N.

8. On considére une variable aléatoire Z, a valeurs dans N, et vérifiant : Vn € N, P(Z > n) > 0. On suppose que le
taux de panne de Z est constant, c’est-a-dire que I'on a : Vn € N, \,, = A.

P(Z=
(a) Comme on est dans les hypothéses de la partie 3, on a A = PEZ}Z;
+o00
— Si A=0 alors P (Z =n) =0 pour tout entier n. (et ZP(Z:n) #1). Donc A >0
n=0
— Sid=1lalorsP(Z=n)=P(Z >n)donc P(Z = n+1) =0 ce qui contredit P (Z > n) > 0 pour tout

entier n.

Conclusion : Donc 0 < A < 1

n—1
(b) On a vu que, pour n > 1 on avait P (Y > n) = H (1= M) =(1—=1)""!
k=0
et donc P(Z=n) =P(Z>2n)—P(Z=n+1) = (1-N)"=1-XN""=10=-N" et P(Z=0) =
1-PZ=21)=X
Conclusion : Vn e N:P(Z =n)=(1-X)"\
soit la méme loi que X pour p = A.
(¢) Dong, si la loi est celle de X, le taux de panne est constant, et réciprogement

Conclusion : Les seules variables aléatoires Z a valeurs dans N, dont le taux de panne est constant et telles
que pour tout n de N, P(Z > n) > 0, sont les variables dont la loi est du type de celle de X.
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