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Chapitre 1

Compléments sur les espaces vectoriels

1.1 Définitions et proprietés élémentaires

1.1.1 Espace vactoriel sur un corps commutatif quelconque

Définition 1.1.1
Soient (E,+) un groupe commutatif et (K,+, x) un corps commutatif. On dit que E est un
K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur K) s’il existe une application :

KxXE—FE
(A, x) — Ax

appelée loi externe sur E et vérifiant les axiomes suivants :
i) VxeE, lgkx=x
i) VA€eK,VxeE,Vy€E, h.(x+y) =Ax+AYy
iii) Vo € K, VB e K, Vx€E, (a+B).x=a.x+P.x
iv) Va e K, VB e K, Vx € E, (o x B).x=a.(B.x)

Remarque 1.1.1
Si E est un K-espace vectoriel, les éléments de E s’appellent des vecteurs et se notentx ,y ,z ...
et les éléments de K s’appellent des scalaires et se notent o ,[3 ,y,A ...

1.1.2 Conséquences de la définition

- Vx € E,Og.x=0g:
On a (OK —I—OK).X =0g.x+0g.xet (OK —|—OK).X =0g.x
Donc Og.x =0g (car (E,+) est un groupe)
- VA€ K,}\..OE =0g:
On a 7\'(0E -|-OE) =A.0g +A.0g et A. (OE -|-OE) = A0
Donc pour la méme raison , on a le résultat
- Vx€eENVALeE K Ax=0g <= x=0goui=0¢:
(<) déja vu
(=) Supposons que A.x = Og et x # O et montrons que A = Og
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Ax= 0 = 7\,71.(}\,.)6) = }Lil.OE
OronaA ' (Ax)= A ! xANx=1gx=xetA 1.0 =0f
d’ou le résultat

1.1.3 Exemples fondamentaux

1. Soient (L,+, x) un corps commutatif et K un sous-corps de L, alors L peut-&tre considéré
comme un K-espace vectoriel pour la loi externe :

KXxL— L
(A, x) — Ax=AXx

Par exemple :

- L=Cea K=R
- L=CeaK=Q
- L=ReaK=Q

En particulier, tout corps commutatif K peut-€tre considéré comme un K-espace vectoriel
sur lui-méme

2. Soit K un corps commutatif, alors pour tout entier n > 1 ,K" est un K-espace vectoriel

pour la loi externe :
K x K" — K"

(A, x) — Ax
Ou x = (x1,x2,...,%,) et Ax = (Ax,Axp, ..., Axy,)

3. Soient K un corps commutatif, on désigne par K I’ensemble de toutes les suites d’élé-
ments de K. Alors K est un K-espace vectoriel pour la loi externe :

K x KN — KN
(A, x) — Ax

Oux= (xn),,eN etAx= (Mn)neN

4. Soient K un corps commutatif, A un ensemble quelconque et K4 1’ensemble de toutes les
applications f : A — K. Alors K4 est un K-espace vectoriel pour la loi externe :

Kx KA — KA
M f)—Af

ou A.f est I’application de A vers K défini par :
VxeA, (A.f)(x) =A.f(x)
Rappelons aussi que si f et g sont deux éléments de R4, alors f + g est définie par :

Vx e E, (f+g)(x) = f(x)+g(x)

8 Mohamed HOUIMDI
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5. Soient K un corps commutatif et K[X| I’anneau des polyndmes a coefficients dans K.
Alors K[X] est un K-espace vectoriel pour la loi externe :

K x K[X] — K[X]
(A,P) — A.P

n n
ol P=Y aX'etAP=) (Aa;)X'
i=0 i=0

6. Soient E1, Ey,. .., E, des espaces vectoriels sur le méme corps K, alors le produit cartésien
E1 X Ey x--- x E, est un K-espace vectoriel pour la loi externe :

Kx(Ey XEyx---XE,) — E|XEyx---xE,
(A, (X1,X2, -y Xn) ) — (Ax1, Axg, ..oy Axy)

E| X E, x---x E, s’appelle le K-espace vectoriel produit des K-espaces vectoriels Ey, E, ..., E,

7. Soient E un K-espace vectoriel, A un ensemble quelconque non vide et E4 I’ensemble de
toutes les applications f : A — E. On définit sur E* une addition et une loi externe par :
i) Vf € EA, Vg € EA, I’application f + g est définie par

VaeA, (f+g)(a) = f(a)+g(a)
ii) Vf € EA, VA € K, I’application A.f est définie par :
Va € EA, (M.f)(a) = A.f(a)

Alors (E,+,.) est un K-espace vectoriel.

1.1.4 Sous-espace vectoriel

Définition 1.1.2
Soient E un K-espace vectoriel et F' une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel
de E, si:

— (F,+) est un sous-groupe de (E,+)

- VAEK,VxeEF, Ax€EF

Proposition 1.1.1
Soient E un K-espace vectoriel et F une partie de E. Alors F est un sous-espace vectoriel de E,
si et seulement si

) F#o

i) Vxe F,YyeF, x+y€eF

iii) VANe K, Vx € F, A x€F

Preuve 1.1.1
La démonstration est laissée a titre d’exercice

Remarque 1.1.2

Soit K un corps commutatif. Pour montrer qu’un ensemble F est K-espace vectoriel, il suffit,
dans la plupart des cas, de montrer que F est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel
connu.

9 Mohamed HOUIMDI
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Exemple 1.1.1
1. Pour tout K-espace vectoriel E, les parties {Og } et E sont des sous-espaces vectoriels de
E

2. Soient K un corps commutatif et K[X] le K-espace vectoriel des polynémes a coéfficients
dans K. Alors pour tout entiern > 1,

E, ={P € K[X] : deg(P) <n}

est un sous-espace vectoriel de K[X]. En effet, on a :
i) E, # 0, car le polynéme nul est dans E,,.
ii) On sait que VP € K[X] et VQ € K[X],

deg(P+ Q) < sup(deg(P),deg(Q))

donc si deg(P) < n et deg(Q) < n, alors deg(P+ Q) < n, et par suite P+ Q € E,,.
iii) On sait que VA € K et VP € K[X],

deg(A.P) < deg(P)

doncsihc€KetP € E,, alors A\.P € E,,.

3. L’enseble F des suites réelles qui tendent vers zéro a I'infini est un R-espace vectoriel.

F = {(up)n>0 € RV : Tim uy = 0}

11 suffit de vérifier que F est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel RY.

4. SoitI un intervalle de R. Alors C(I,R) I’ensemble des fonctions continues sur I est un R-
espace vectoriel. 11 suffit de vérifier que C(I,IR) est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel R’

1.1.5 Opérations sur les sous-espaces vectoriels
Intersection

Proposition 1.1.2
Soit E un K-espace vectoriel, alors I'intersection d’une famille quelconque de sous-espaces vec-
toriels de E est un sous-espace vectoriel de E

Preuve 1.1.2
La démonstration est laissée a titre d’exercice

Remarque 1.1.3
En particulier, I’intersection d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace
vectoriel de E

10 Mohamed HOUIMDI
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Reunion

La reunion de deux sous-espaces vectoriels de E n’est pas toujours un sous-espace vectoriel de
E. Cependant on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.3
Soient E un K-espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels de E, alors F UG est un
sous-espace vectoriel de E, si et seulement si :

FCGouGCF

Preuve 1.1.3

(=) Supposons que F UG est un sous-espace vectoriel de E et montrons que F C G ouG CF.
Pour cela supposons par absurde que F ¢ G etG ¢ F

F SZ G, donc il existex € E, telquex € F etx ¢ G

G ¢ F,doncilexistey € E, telqueyc Gety ¢ F

Or F UG est un sous-espace vectoriel de E, donc x+y € FUG

= x+ycFoux+yeG

Six+y € F, puisque x € F et F est un sous-espace vectoriel de E, alors (x+y) —x € F, et par
suite y € F. Contradiction

Six+y € G, alors de la méme manieére on voit que x € G. Ce qui est encore contradictoire avec
le fait que x ¢ G

D’ou le résultat

(<) Trivial

Somme

Soient E un K-espace vectoriel, Fi, F», ..., F, une famille finie de sous-espaces vectoriels de E
et F1 X Fp X --- X Fy, le produit cartésien de F1, F>, ..., F,.

On définit I’ensemble Fy + F> +---+ F, par :

z€ Fi+F+---+F, si seulement si , il existe (x;,x,...,x,) € F| X Fa X --- X F,, tel que z =
XL +x2+-+x,

L’ensemble F; + F> + - - - + F;, ainsi défini est une partie de E qui forme un sous-espace vectoriel
appelé sous-espace vectoriel somme de Fp, F;, ... Fy,

Somme directe

Définition 1.1.3

Soient E un K-espace vectoriel, F1,F,, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On dit que la
somme Fy + F> + --- + F, est directe si pour tout z € F| + F, + --- + F,,, il existe un unique
(X1,%0, ..., X%y) EFy X B X -+ X Fy tel que z = x1 +x3+ -+ xp

Notations 1.1.1

Dans Ile cas oti la somme de F1,F,,...,F, estdirecte on la note

n
FFOF,®---®F, ouencore @Fi
i=1

11 Mohamed HOUIMDI
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Lemme 1.1.1
La somme de F1,F,, ..., F, est directe, si et seulement si,
V(x1,%0,..., %) EFAXB X XF,xj+x0+ - 4+x=0=—=x1j=x=-=x,=0

Preuve 1.1.4

(=) Supposons que x| +x3+---+x, =0
DoncO=x;1+x0+---4+x, et 0=04+0+...40
Or la somme est directe, donc d’apres I’unicité on a :

Xxi=xp=---=x,=0

(<=) Montrons que F| + F> + --- + F, est une somme directe. Pour cela , soit 7z € F| + F, +
-+ F, tel que :
=X+ Xt Xxpet =y Y2+ A+

A-t-onx; =Yy1, X2 =Y2, ..., Xp =Yn ?

Ona (x; —y1,X2 —y2,..-, X —Yn) € F1 X F, X ... X F,, et on a aussi
(x1=y1)+(2=y2)+- -+ (X —yn) =0

Donc (x; —y1) = (x2—y2) == (x4 —yn) =0

D’ou le résultat

Théoreme 1.1.1
Soient E un K-espace vectoriel et F1, F», ..., F, des sous-espaces vectoriels de E. alors la somme
Fi +F +---+ F, est directe, si et seulement si,

Vi, 1<i<n—1, FEN(F1+--+F)={0}

Preuve 1.1.5
(=) Supposons que F\ + F, + - - - + F, est directe
Soitx; € FN(Fip1 4+ F,)

= Xi=Xip1+ - +x,00x01 €Fyq,..., X, €EFy
Donc x; —xjy1—--—x,=0
Donc d’apres le lemme précédent, on ax; = xjy1 =---=x, =0

Dot le résultat.

(«<=) Supposons que Vi, 1 <i<n, ;N (Fi1+---+F,) = {0}

Soient (x1,x2,...,x,) E F{ X Fy X -+« X F, tel que x; +x2+ -+ x, =0
D’apres le lemme précédent , il suffit de montrer que x; =x = -+~ =x, =0
Pour cela on procéde par récurrence suri, 1 <i<n
Pouri=lonax|i+x2+---+x,=0

= xieFNFK+--+F)

—x1=0
Supposons que i > 1 et x; = --- = x;_1 = 0 et montrons que x; =0

Donc x; € F;N (Fiy1 + -+ F,) et par suite x; = 0
D’ot Ie résultat

12 Mohamed HOUIMDI
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Remarque 1.1.4
D’apres le théoreme précédent, la somme de deux sous-espaces vectoriels F et G de E est
directe, si et seulement si

FNG={0}

1.1.6 Sous-espaces supplémentaires

Définition 1.1.4
Soient E un K-espace vectoriel , F et G deux sous-espaces vectoriels de E . On dit que F et G
sont supplémentaires dans E si :

i) F + G est une somme directe

i) E=F&G

Remarques 1.1.1
1. F et G sont supplémentaires dans E , si et seulement Si :

E=F+G
et
VxeF,VWweG,x+y=0—=x=y=0

2. F et G sont supplémentaires dans E , si et seulement si :

E=F+G
et
FNG={0}

Exemple 1.1.2

Soit E = RR® e R-espace vectoriel de toutes les applications de R vers R F = {f € E :
fest paire}

G={f €E : festimpaire}

Alors F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E qui sont supplémentaires dans E.

En effet, le fait que F et G sont deux sous-espaces vectoriels est un exercice facile

Si f € FNG alors f est a fois une fonction paire et impaire, donc f est nulle et par suite
FNG={0}

Pour montrer que E = F + G il suffit de remarquer que pour tout f € E, les fonctions g et h
définies sur R par :

weR, gty - LEHC
VxeR, h(x) = w

sont respectivement paire et impaire et que f =g+ h
Autrement dit, toute fonction réelle est la somme, d’une maniére unique, d’une fonction paire
et d’une fonction impaire.

13 Mohamed HOUIMDI
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Théoréme 1.1.2
Soit E un K-espace vectoriel quelconque, alors tout sous-espace vectoriel de E admet au moins
un supplémentaire dans E

Preuve 1.1.6

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrons qu’il existe au moins un sous-espace vectoriel
GdeE telque E=F ©G.

Pour cela nous allons appliquer le fameux lemme de Zorn (Voir Annexe) a I’ensemble défini
par:

M = {M : Msous-espace vectoriel de E et MNF = {0}}

ordonné par inclusion.
- M+ D, car{0} e M
— Soit 4 une partie totalement ordonnée de M et soit H = |J M. Puisque 4 est totalement

MeAa
ordonnée par inclusion , alors H est un sous-espace vectoriel de E et on a :

VM e a4, MNF = {0}

Donc HNF = {0} et par suite H € M et H est un majorant de A dans M, donc M est
inductif et d’aprés le lemme de Zorn M admet un élément maximal noté G.

Montrons que E = F & G. On sait que F NG = {0} car G € M, donc il reste & montrer
que E =F +G.

Pour cela, supposons par absurde que F + G # E donc il existe x € E tel quex ¢ F +G
Posons L = M + Vect(x) donc G C L,carx€ Letx¢ G

x¢ F+G donc LNF = {0} et par suite L € M ce qui est absurde, car G est maximal et
GCL.

1.1.7 Espace vectoriel quotient

Proposition 1.1.4
Soient E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et E /F le groupe quotient de E
par F. Alors E /F est un K-espace vectoriel pour la loi externe :

KxE/F — E/F
(A, X) — AX = Ax

appelé espace vectoriel quotient de E par F .

Preuve 1.1.7
Exercice

14 Mohamed HOUIMDI
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1.2 Partie génératrice-Partie libre-Base

1.2.1 Combinaisons linéaires

Définition 1.2.1
Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E. On dit qu’un élément x de E est
une combinaison linéaire d’éléments de A, s’il existe xi,x3,...,x, €léments de A et il existe

oly,00,...,0, éléments de K tels que :

n
X =0.X] +0.x2 + -+ Op.X, = Z(xi.xi
i=1

Proposition 1.2.1

Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de E . Alors I’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires d’éléments de A est un sous-espace vectotiel de E, appelé sous-espace
vectoriel engendré par A et se note Vect(A).

Preuve 1.2.1
Soient x € Vect(A) ety € Vect(A) , alors par définition on a :

n m
x=Y o et y=Y Biyi
i=1 Jj=1

Vi,1<i<n,o;€Ketx;cAetVj, 1<j<m,B;cKety;€A,donconaura

n+m
X-l-y:ZYka
k=1
o ike{1,2,....n), ike{1,2,....n),
S e C O
Bien sike{n+1,...,n+m} Vi—n sSik€{n+1,....n+m}

Donc x+y € Vect(A). Et de méme on montre que A.x € Vect(A) lorsque A € K etx € Vect(A)

Remarques 1.2.1
1. On vérifie facilement que Vect(A) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
A, c’est a dire, si F est un autre sous-espace vectoriel de E qui contient A, alors F' contient
aussi Vect(A)

2. Si A= @ alors {Og} est le plus petit sous-espace vectoriel contenant &. Donc on peut
écrire Vect (@) = {Og} et c’est pour cela qu’on convient d’écrire :

O = Z Ol . X;

i€eg
Définition 1.2.2
Soient E un K-espace vectoriel, une partie A de E est dite génératrice si
E =Vect(A)
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Exemple 1.2.1
1. A = O est une partie génératrice de ’espace vectoriel nul {Og}, car on a vu que {Og} =
Vect (2)

2. E est une partie génératrice de E

3. A={ej,ez,...,e,} est une partie génératrice du K-espace vectoriel K", oil :
e1 = (1k,0,...,0),e2 = (0,1£,0,...,0), ..., e, = (0,...,0, 1g)

4. A={1,X,X?,...,X", ...} estune partie génératrice du K -espace
vectoriel K[X| des polynémes a coefficients dans K

1.2.2 Partie libre

Définition 1.2.3
Soient E un K -espace vectoriel et L une partie de E
— Si L est finie, L = {x1,x2,...,x,}, on dit que L est libre si

Vo, 0,...,0, EK,01.x1 +00.x0+ -+ 0, x, =0= a1 =0 =---=0a,=0

— Si L est infinie, on dit que L est libre, si toute partie finie de L est libre
— Une partie de E qui n’est pas libre est dite liée

Exemple 1.2.2
1. L = & est, par convention, une partie libre du K-espace vectoriel nul E = {Og}

2. L={x} oux € E avec x # 0, est une partie libre de E

3. L= {61,62,...,en}, ou €] = (1[{,0,...,0),62 = (0, lK,O,...,O),
...,en=1(0,...,0, 1), est une partie libre du K -espace vectoriel K"

4. L= {x(m) : me N}, ot Vm e N>X(m) = (Xmn)neN

1 Sin=m

ou Vm, Vn, X, = )
m {O Sin#m

est une partie libre du K -espace vectoriel K de toutes les suites de K
5. L={1,X,X?,...,X",...} est une partie libre de K[X]
6. L={f, : y € K*} estune partie libre du K-espace vectoriel K de toutes les applications

del vers K,

ouVy € K,Vx € K, fy(x) = { g ii i;i
1.2.3 Base
Définition 1.2.4

Soit E un K-espace vectoriel, on dit qu’une partie B de E forme une base de E si B est a la fois
libre et génératrice
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Remarques 1.2.2
— En fait, une base de E est une famille (x;);c; d’éléments de E tels que :
) Viel,Vjel, i;éj:>x,~7éxj
ii) B={x; : i € I} est une partie de E qui est a la fois libre et génératrice
— Donc si B est une partie de E qui forme une base de E, alors "le nombre" de bases qu’on
peut former a partir de B est égal au "nombre" de permutations qu’on peut faire sur les
éléments de B

Exemple 1.2.3
1. Par convention B = & est une base de 1’espace vectoriel nul E = {0}
2. B={ej,ea,...,ey} ,0le; = (1g,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,¢, = (0,...,0,1x) ,
forme une base du K-espace vectoriel K" , donc Vo € S, , (90(1)790(2)» . ,ec(n)) est une
base de K"

3. B={1,X,X?,....X",...} forme une base de K[X]. Si donc on pose pour tout n, e, = X",
alors (e,)qen est une base de E et pour toute permutation 6 : N — N, (eg() )neN €st aussi
une base de E

Lemme 1.2.1
Soient E un K-space vectoriel, L une partie libre de E et x € E avec x ¢ L. Alors

x ¢ Vect(L) <= LU{x} est libre

Preuve 1.2.2
Par contraposée, il suffit de montrer que

x € Vect(L) <= LU{x} est lice

(=) Trivial
(<) Supposons que LU {x} est liée, donc, par définition, il existe x1,x3,...,x, éléments de
LU{x} etil existe o1, 0, .. .,0, éléments de K non tous nuls, tels que

i ox; =0
i=1

Puisque L est libre, alors il existe un ip, 1 < iy < n, tel que x;, = x et pour la méme raison,
puisque (0,0, ...,04) # (0,0,...,0), on aura o, # 0. Donc

n
X = Z Ol x;
ii;ilo
Par suite x € Vect (L)

Théoréme 1.2.1 (Caractérisation d’une base)
Soient E un K-espace vectoriel et B une partie de E. Alors les propositions suivantes sont équi-
valentes :

i) B forme une base de E

ii) B est une partie génératrice minimale de E

iii) B est une partie libre maximale de E.
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Preuve 1.2.3

i) = ii) Supposons que B forme une base de E et soit A4 I’ensemble de toutes les parties
génératrice de E.

On doit montrer que B est un élément minimal de (A4, C)

Soit A un élément de A tel que A C B, a-t-on A = B ? Supposons par absurde que A # B, donc
il existe x tel que x € A et x ¢ B. Or A est une partie génératrice de E et x € E donc il existe
X1,X2,...,X, €A etil existe 0l1,00,...,0, € K tels que :

n
X = Z o .x;
i=1

= {x,x1,X%2,..., X%, } estlié et {x,x1,x2,...,x,} C B, ce qui est absurde car B est libre. D’otl le
résultat.

1) = iii) Supposons que B est une partie génératrice minimale de E et soit L I’ensemble de
toutes les parties libres de E. On doit montrer que B est un élément maximal de (L, C). Pour
cela, montrons d’abord que B est libre.

Supposons par absurde que B n’est pas libre, donc il existe x1,x2,...,X, € B etil existe 0,0, ..., 0, €
K tels que

n
Z(X,'.xi =0 et (001,062,...,06,1) 75 (0,0,...,0)
i=1

= A =B\ {xj,} est une partie génératrice de E

Ce qui contredit le fait que B est génératrice minimale. Donc B est libre

Montrons maintenant que B est libre maximale. Pour cela soit L € L tel que B C L, a-t-on
B=L?

Supposons par absurde que B # L, donc il existe x tel que x € L et x ¢ B. Or E = Vect(B) donc
il existe x1,x2,...,xy € B et il existe o1, 0y, ...,0;, € K tel que

m
X = Z (0.1
i=1

= {x,Xx1,X2,...,Xn} estlié

= L est liée, car {x,x1,x2,...,xn} C L. Ce qui est absurde , donc B = L et par suite B est libre
maximale.

iii) = 1) Supposons que B est libre maximale et montrons que B forme une base de E. Pour
cela il suffit de montrer que E = Vect(B)

Supposons par absurde que E # Vect(B) et soit x € E tel que x ¢ Vect(B)

[x & Vect(B) et B libre] = BU{x} libre

Or B & BU{x}, ce qui est absurde, car B est libre maximale.
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Remarque 1.2.1
Le théoréme précédent nous permet, en utilisant le lemme de Zorn (Voir Annexe), de montrer
que tout espace vectoriel sur un corps commutatif quelconque admet au moins une base.

Théoreme 1.2.2
Tout espace vectoriel admet au moins une base

Preuve 1.2.4
Soit E un K-espace vectoriel quelconque
Si E = {0}, alors B= & est une base de E
Si E # {0}, considérons I’ensemble L de toutes les parties libres de E. D’apres le théoréme
précédent il suffit de montrer que (L, C) admet un élément maximal.

— L# @, carsix € E avec x # 0, alors L = {x} est libre

— (L, Q) est innductif (a vérifier)

Donc d’apres le lemme de Zorn, L admet au moins un élément maximal.

Exemple 1.2.4
1. B= & est une base de E = {0}

2. B=(ey,ep,...,ey) oie] = (1g,0,...,0),e2 = (0, 1£,0,...,0),...,
en=(0,...,0,1k) , est une base du K-espace vectoriel K"
3. B=(1,X,X?,...,X",...) est une base du K-espace vectoriel K[X]

4. D’apres le theoréme précédent, R considéré comme espace vectoriel sur Q admet au
moins une base. Cependant personne n’a jamais pu construire une telle base !'!'!

1.3 Espaces vectoriels de dimension finie

1.3.1 Définition et exemples

Définition 1.3.1
Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie sur K si E possede au moins
une partie génératrice finie. Dans le cas contraire on dit que E est de dimension infinie sur K

Exemple 1.3.1
1. Soit K un corps commutatif, alors pour tout entier n > 1, K" est de dimention finie sur K,
car {ej,ez,...,e,} est une partie génératrice finie de K", ou :

e1 = (1,0,...,0),eo =(0,1,0...,0),...,¢, = (0,...,0,1)
2. Pour tout corps commutatif K et pour tout entier n > 1, le sous-espace vectoriel de K[X]
défini par :
E,={PcK[X] : deg(P)<n}
a pour partie génératrice {1,X,X 20X "} donc il est de dimension finie

3. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie, alors tout sous-espace vectoriel de E
est aussi de dimension finie (Pour la justification Corollaire 1.3.2)

4. Si E est de dimension finie sur K et si F' est un sous-espace vectoriel quelconque de E,

alors E | F, I’espace vectoriel quotient, est aussi de dimension fini sur K. Car si {x1,x2,...,Xn}
est une partie génératrice de E alors il est facile de voir que {X1,%,..., X}
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1.3.2 Theoréme de la dimension finie

Lemme 1.3.1
Soient E un K-espace vectoriel, A et B deux parties de E et n un entier > 0 tels que
i) Cardinal(A) =n et Cardinal(B) =n+1
ii) Tout élément de B est combinaison linéaire d’éléments de A,
(c’est a dire B C Vect(A)). Alors B est liée

Preuve 1.3.1

On va procéder par récurrence surn > 0

Pourn=0,0naA =@ et B={y}, or par hypothése on ay € Vect(&) doncy = 0 et par suite
B = {0} est liée

Pourn=1,onaA = {x,} et B={y;,y2} et par hypothése on a

y1 € Vect(A) et yy € Vect(A)

=y =0o.xy et yr = Py

= Byi—o.y, =0

Avec (a,B) # (0,0) car sinon on auray; =y, =0, ce qui est impossible, car Cardinal(B) = 2.
= B={y1,y2} est liée

Supposons n > 1 et le lemme vrai pour tout entier m < n

Posons A = {x1,x2,...,x,} et B=1{y1,y2,...,Yn,Yn+1}- On sait, par hypothése, que pour tout
i,i=12,....n,n+1,0na

n
yi= Y, 0ijx;
j=1
SiVi,i=1,2,...,n, o;, =0 alors
{y17y27"'7yn} g VeCt({X1,X2,...7xn_1}

Donc d’aprés I’hypothése de récurrence, {y1,y2,...,yn} est liée et par suite B est liée.
Si maintenant, il existe un i tel que o;, # 0 alors quitte a reordonner les éléments de B, on peut
supposer que Oy y1,, 7 0

n
Olt-1,n 7é 0 = Ynt+1 = Z Ol t1,5-X 5

j=1
1 n—1
— X, = (V1= Y O 1,7
Qnt-1,n j=1
—1 o n—1
.o in
- \V/l, l:1727"'7n7 Yi= Zai,j-xj + ()’n—i-l_ al’H—Lj'xj)
j=1 0LnJan j=1
—1
i A Ot 1,
- yi— Yn+el = Z((X,’jj— ).xj
Oly+1,n j=1 Olp+-1.n
.. o
Pour chaque i, i =1,2,...,n, posons z; = y; — ﬁynﬂ
n+1,n

Donc tout élément de {z1,22,...,2,} est combinaison linéaire d’éléments de {x1,xp,...,x,—1}
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et par suite, d’aprés I’hypothése de récurrence, {z1,22,...,2n} est liée, donc il existe
Y1,Y2,---,Yn € K tels que

=

Yi-Zi =0 et ('Yl,’Yz,...,’Yn) ?é (0,0,...,0)
1

~

n n
O n
ZYi-Zi =0 = ZYi-(yi— Ynt1) =0
=1 i—1 Oly+1,n
| n
Vi, i=1,2,...,n, posons A; =Y; et Ay = —anﬂ_nz‘iyioci,n
1=

n+1
(Y1, %2, ) # (0,0,...,0) = (A, A2, . My A1) # (0,0...,0) (avee Y Aiy; =0)
i=1

= B:{ylay27'~-7yn7yn+1} est liée
D’ou Ie résultat.

Corollaire 1.3.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et A une partie génératrice finie de E. Alors
pour toute partie libre L de E on a :

Cardinal(L) < Cardinal(A)

Preuve 1.3.2
Posons A = {x1,x2,...,x,} et supposons, par absurde, que L est une partie libre de E telle que
Cardinal (L) > n. Soient y1,y2,...,Yn,Yut+1, n+ 1 éléments deux a deux dintints de L , puisque
E =Vect(A) alors

{V1,y2, - Yy Y1} C Vect (A)

donc d’apreés le lemme précédent, {y1,y2,...,Yn,Yn+1} st liée et par suite L est liée, ce qui est
absurde.

Corollaire 1.3.2
Soit E un K-espace vectoriel. Alors E est de dimension infinie, si et seulement si, E admet au
moins une partie libre infini.

Preuve 1.3.3

(=) Supposons que E est de dimension infinie. Soit x; € E avec x; # 0. E est de dimension
infinie, donc Vect(x) # E, soit x, € E tel que x, ¢ Vect(x), alors {x1,x,} est libre. Puisque
E est de dimension infinie, il existe x3 € E tel que x3 ¢ Vect(x1,x2), donc {x;,x,x3} est libre.
Ainsi, par récurrence, on construit une suite (x,),>1 telle que pour tout n > 1, {xy,x2,...,x,}
soit libre. Donc {x, : n > 1} est une partie libre infinie de E.

(<=) Supposons que E possede une partie libre infinie L et supposons, par absurde, que E est
de dimension finie. Soit A une partie génératrice finie de E. D’apres le corollaire précédent, on
aura Cardinal (L) < Cardinal(A), ce qui est absurde.
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Exemple 1.3.2
1. Pour tout corps commutatif K, K[X| est de dimension infinie, car
L={1,X,X? ..., X" ...} est une partie libre infinie de K[X|
2. RN Je R-espace vectoriel de toutes les suites réelles est de dimension infinie :
Pour chaque n € N, soit e Ia suite réelle définie par:

1 si m=n
0 si m#n
Alors L = {e(l),e(z), e .} est une partie libre infinie de RY
3. Si E admet un sous-espace vectoriel de dimension infinie alors E est de dimension infinie

VnGN,VmGN,e,(,?):{

4. RY est un sous-espace vectoriel de R¥, I’espace vectoriel de toutes les applications de R
vers R, donc RR est de dimension infinie.

5. Un élément a. € R est dit algébrique, s’il existe un polynéme non nul P € Q[X], tel que
P(a) = 0. Si o n’est pas algebrique, on dit que o est transcendant.
11 est facile de montrer, en utilisant le fait que Q est dénombrable, que I’enseble des élé-
ments algebriques est dénombrable et puisque R n’est pas dénombrable, alors I’ensemble
des nombres transcendants est non vide et posséde le méme cardinal que R. Soit o € R
un nombre transcendant, alors par définition,

L={l,0,0,...,0"...}

est une partie libre infinie de R considéré comme espace vectoriel sur QQ. Donc R est un
Q-espace vectoriel de dimension infinie.

Exercice 1.3.1 (de recherche)
Montrer que T et e sont des nombres transcendants.

Théoreme 1.3.1 (de la dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, alors :
i) Toute base de E est de cardinal fini
ii) Toutes les bases de E ont le méme cardinal.
Ce cardinal s’appelle la dimension de E sur K et se note dimg (E)

Preuve 1.3.4

1) Soient A une partie génératrice finie de E et B une base quelconque de E. B est libre donc
d’aprés les corollaires préceédents on a Cardinal (B) < Cardinal(A), A est finie donc B est finie

ii) Soient B| et B, deux bases de E, donc d’apres i) By et By sont finies .

B est libre et B; est une partie génératrice finie de E donc d’apreés ce qui précéde Cardinal (B ) <
Cardinal(B,). Et de la méme maniére on montre que Cardinal(B) < Cardinal (By)

D’ou le résultat

Corollaire 1.3.3
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie = n. Alors :
i) Toute partie libre de E est de cardinal < n
ii) Toute partie génératrice de E est de cardinal > n
iii) Toute base de E est de cardinal = n
iv) Toute partie libre de cardinal = n est une base de E
v) Toute partie génératrice de cardinal = n est une base de E
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Preuve 1.3.5
Exercice

Remarque 1.3.1
1. Le corrollaire précédent est tres utile en pratique, pour montrer qu’une partie libre ou
génératrice d’un espace vectoriel E de dimension finie, forme une base de E. Nous allons
rappeler ce corollaire sous une autre forme :
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel de dimension finie = n. Alors,

A libre = Cardinal(A) <n

A génératrice = Cardinal(A) > n

A libre et Cardinal(A) =n = A base de E

A génératrice et Cardinal(A) = n —> A base de E

2. La dimension d’un K-espace vectoriel dépend du corps de base K, par exemple :

dim(c(C) =1, dimR((C) =2 etdimQ(C) =

Proposition 1.3.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie :
i) Si F et G sont deux sous-espaces tel que E = F & G alors

dim[((E) = dimK(F) —|—dimK(G)

ii) Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors

\dim (F +G) = dim (F) + dimg(G) — dimg(F N G) |

iii) Si F est un sous-espace vectoriel quelconque de E alors :

dimK(E/F) = dimK(E) — dimK(F)

iv) Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors :

FNG= {0}
E=F3GC et
dimK(F) —|—dimK(G) = dimK(E)

Preuve 1.3.6

i) Soient B une base de F et B, une base de G, alors il est facile de vérifier que B = B1 UB»
est une base de E et que By N B, = & car une base ne contient jamais le vecteur nul, donc
Cardinal(B) = Cardinal (By) + Cardinal (B;)

ii) Soit H un supplémentaire de F NG dans G, alors on a G = (FNG) ® H, et par suite
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dimK(G) = dimK(F N G) + dimK(H)
Or on vérifie facilement que F + G = F ® H donc :
dimK(F + G) = dimK(F + G) = dimK(F) —l—dimK(H)
= dimK(F) + (dimK(G) — dimK(F N G))
D’o‘u le résultat.

iii) Soit G un supplémentaire de F dans E et soit B = {x1,xy,...,x,} une base de G. Pour tout
xeE,onax=y+zavecyeF,zeGetz=01.x] +0.x3+ -+ Oy X

m
= X = Z ;. X;
i=1

= {X1,X2,...,Xu} est une partie génératrice de E /| F
Soient 01,02, ...,0, € K tel que :
m
Z o;.x; =0
i=1

1=
2
L
[l
(]
l
1=
2
=t
[l
|

o;.xi € F

!
M=

~
—_

on

— o;.x; =0 car FNG = {0}
i=1
= o =0p="=0y,=0 car {x1,x2,...,x,} est libre
Donc B = {X{,%,...,%,} est une base de E /F et par suite on a :

dimk (E /F) = Cardinal(B) = Cardinal(B) = dimk (G)
avec dimg(G) = dimg(E) — dimg (F)

D’oti le résultat
iv) Exercice

Remarque 1.3.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, I, F;, . .., F;,, des sous-espaces vectoriels de
E. Alors

dimg(Fi+F+ -+ F,) <dimg(F) +dimg(F) + - - - + dimg (F,)

Corollaire 1.3.4
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, Fi,F>, ..., F, des sous-espaces vectoriels de
E. Alors on vérifie facilement par récurrence sur n que

E=F+FR++F,
dlmK(E) = dimK(Fl) + dil’nK(Fz) —+ -+ dim[((Fn)

E:Fl@F269---69Fn<:>{
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Preuve 1.3.7
(=) Trivial
(«<=) On sait que la somme Fy + F> + - - - + F, est directe, si et seulement si,

Supposons, par absurde, qu’il existe uni, 1 <i < n, tel que
FN(Fii+-+F) # {0}

Or dimg (Fi+Fiy1+- -+ F,) =dim(F;) +dimg (Fi1 + -+ F,) —dimg (N (Fi +- -+ F,) #{0})

Donc dimg (F; + Fiyq + -+ -+ F,) < dim(F;) +dimg (Fy 1 + -+ F)
D’autre part, on a

dimg (Fi +F2+--- 4+ F,) dimg(Fi + P+ +Fy +Fp 4+ Fy)

dimg (Fy +F+ -+ Fioy) +dimg (F;+ Fioy + Fio + -+ F)

dimg (Fi + F> + -+ -+ Fi—1) +dimg (F;) + dimg (F—1 + Fiy1 + -+ F,)
(

dimg F]) —I—dimK(F2) —+ . —I—dimK(Fn)

VANVARVAN

Ce qui est absurde.

1.4 Exercices

Exercice 1.4.1
On muni R, de la loi interne notée & et définie par :

VxeRL, VyeRL, x®dy=xy
et d’une loi externe définie par :
VAR, VxeRY, A-x=x*
Montrer que (R*_, @, -) est un R-espace vectoriel

Exercice 1.4.2
Soient (E,+) un groupe commutatif et p un nombre premier
Trouver une condition necessaire et suffisante pour que E soit un 7,/ pZ-espace vectoriel

Exercice 1.4.3
Parmi les ensembles suivants lequel est un R-espace vectoriel ?
i) {f €RR : f estcroissante}
i) {f eR® : f(0)=1}
iii) {f eRR : f(1) =0}
iv) {f € RR : f continue et f(1) =0 ou £(5) = 0}
v) {feRR : 3(A,0) eR?: VxR, f(x) =Acos(x+¢)}

Exercice 1.4.4
Soit E un K-espace vectoriel, ou K est un corps commutatif quelconque
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a) Montrer que si Fy et F> sont deux sous-espaces vectoriels de E , alors F1 U F, est un
sous-espace vectoriel de E, si et seulement si, F1 C F, ou F; C Fj

b) Soient n un entier > 2, F1,F,, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On suppose que
K est de caractéristique > n. Montere que
FiUF,U---UF, est un sous-espace vectoriel de E, si et seulement si, il existe un iy, 1 <
io<ntelqueVj, j=12,....n, F; CF,

Exercice 1.4.5
Dans chacune des cas suivants, montrer que E est un espace vectoriel et déterminer une base de
E.

a) E={PeRs[X] : P(X?) =X’P(X)}

b) E={PeRs[X] : P(=1) =P(0)}

c) E={PeRy[X] : P(})=2P(1)}

d) E={(x,y,z,t) €R* : x+y—|—z—|—t =0etx+2y—z—t=0}

e) E={(x1,x2,...,xp) ER" : Zx,—O}
f) Soitn € N* et soit E est I’ ensemble des fonctions f : [0,1] — R telles que pour chaque
k k+1
ke {0,1,...,n—1}, f est constante sur |\, = .
Exercice 1.4.6

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, H| et Hy deux hyperplans de E. Déterminer
la dimension de Hy N H5.

Exercice 1.4.7

Soient E un K -espace vectoriel F', G et H trois sous-espaces vectoriels de E tels que H C FUG.
Montrerque H C F ouH C G

Exercice 1.4.8
On note F I’ensemble des (x,y,z) € K3, (ot K = R ou C), tels que :

x2—|—2y2+2z2—|—2xy+2xz =0
Est-ce que F est un sous-espace vectoriel de K3 ?

Exercice 1.4.9
Soient F', G et H trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que :

GCF—=—[FN(G+H)=G+(FNH)]

Exercice 1.4.10
Soit E le R-espace vectoriel de toutes les applications continues de R vers R
a) Pour a € R on note f,, I’élément de E défini par :

VxER, fulx) = |x—dl

Montrer que (f;)qer est une famille libre de E
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b) Pour k € N* on note g; I’élément de E défini par :
Vx € R, gi(x) = (sin(x))*

Montrer que (gi)xen+ est une famille libre de E
c) Montrer que {f, : a € R} est une partie libre du R-espace vectoriel RR ol pour chaque
a, f, est défine par :
Vx eR, fa(x) ="

Exercice 1.4.11
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E de
méme dimension. Montrer que F' et G posseéde au moins un supplémentaire commun dans E

Exercice 1.4.12
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, Hy et H, deux hyperplans distincts de E.
Déterminer la dimension de H;y N H,.

Exercice 1.4.13
Soient E un K-espace vectoriel, (F,),>0 une suite décroissante de sous-espaces vectoriels de E
et G un sous-espace vectoriel de E

a) On suppose G de dimension finie. Montrer que :

((F)+G=()(F.+G)

n>0 n>0

b) Montrer, par un contre-exemple, que la proprieté précédente ne subsiste plus dans le cas
ou G est de dimension infinie

Exercice 1.4.14
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie =n, F\, F3, ..., F; des sous-espaces vectoriels
de E. Montrer que

Zdlm ) >n(k—1) :>ﬂF7E{O}

j=1

Exercice 1.4.15
Soient K un corps commutatif, P un polynéme non nul de K[X| et (P) I’ideal engendré par P.
Montrer que K[X]/(P) est un K-espace vectoriel de dimension finie et déterminer sa dimension

Exercice 1.4.16
Soit K un corps commutatif, pour chaque a € K, soit
E,={P € K[X] : P(a) =0}. Montrer que

VacK,VbeK,a#b=— K[X|=E,+E)

La somme est-elle directe ?

Exercice 1.4.17
Soit K un corps commutatif et soit (P,),en une suite de polynémes de K[X| telles que pour tout
neN,deg(P,) =
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1. Montrer que (P,),cn est une base de K[X]
2. En déduire que tout endomorphisme de K[X| qui conserve le degré est un automorphisme
Exercice 1.4.18

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E
avec dimg (F) = dimg(G). Montrer que F et G posséde un supplémentaire commun dans E.

Exercice 1.4.19
Soit E le C-espace vectoriel des fonction dérivables de R dans C. Pour f € E eta € R, on définit
la fonction f, par

Vx €R, fo(x) = f(x+a)

Puis on pose Fy = Vect({f, : a € R}) et on note V I’ensemble des fonction f € E telles que Fy
soit de dimension finie.

1. Montrer que V est un sous-espace vectoriel de E.

2. Pour f €V et: € C on définit la fonction g, par

Vx €R, g(ra(x) =M f(x)

Montrer que gy € V.
3. Montrer que V contient tous les polynémes.

4. On pose W = Vect({gppp) : L€ CetP € R[X]}).
Montrer que W C V.

5. Soit G un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Soit (g,),>1 une suite de fonc-
tions de G qui converge simplement sur R vers une fonction g. Montrer que g € G.

6. Montrer que
Vf, feV= feF;
(On pourra considérer la suite de fonctions h, = n(fi1 — f)).

7. Monter que tout élément de V est solution d’une équation différentielle linéaire a coétfi-
cients constants. En déduire que V =W.
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Chapitre 2

Applications lin€aires-Matrices

2.1 Applications linéaires

2.1.1 Définition et proprietés élémentaires

Définition 2.1.1
Soient E et F deux espaces vectoriel sur le méme corps K etu : E — F une application
1. On dit que u est linéaire (ou K-linéaire) si :
—Vx,y€E, ulx+y)=u(x)+u(y)
- YaeK,VxeE, u(a.x) = o.u(x)
2. Si une application linéaire u est bijective, on dit que u est un isomorphisme d’espaces
vectoriels et que E et F' sont isomorphes

3. Siu : E — E est linéaire on dit que u est un endomorphisme de E et si de plus u est
bijective, on dit que u est un automorphisme de E

4. Siu : E — K est linéaire on dit que u est une forme linéaire sur £

Notations 2.1.1
— L (E,F) désigne I’ensemble de toutes les applications linéaires de E vers F
— Lk(E) désigne I’ensemble de tous les endomorphismes de E
— GLk(E) désigne I’ensemble de tous les automorphismes de E

Exemple 2.1.1
1. Soient E un K -espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E alors :

s:E—E/F
x— s(x) =X
est linéaire
2. Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie =n et (e, ey, ..., e,) une base de E, alors

I’application :
u:K"—FE

(ag,00,...,0,) — Y o.e
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est un isomorphisme d’espace vectoriel.
Donc tous les K-espaces vectoriels de méme dimension sur le méme corps K sont iso-
morphes.

Définition 2.1.2
Soient (A4,+, x) un anneau quelconque et K un corps commutatif. On dit que 4 est une K-
algebre (ou une algebre sur K), s’il existe une loi externe :

KxA4—2A4
(A, x) — Ax

telle que,
i) (A4,+,.) soit un K-espace vectoriel.
i) VAeEK,Vxe A Nye A, L. (xxy) = (Ax) xy=xx(A.y).

Proposition 2.1.1
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour u et v deux éléments de Lg(E,F) et pour o € K
on définit les applications u+v et O.u par :

Vx € E, (u+v)(x) =u(x)+v(x) er (o.u)(x)=onu(x)
Pour u et v deux endomorphismes de E, on rappelle que uov est définie par
Vx € E, (uov)(x) =u(v(x))

Alors
i) (Lx(E,F),+,.) est un K-espace vectoriel
ii) (Lx(E),+,0) est un anneau unitaire, non intégre et non commutatif,
(sidimg(E) > 1).
iii) (Lg(E),+,o0,.) est une K-algébre.
iv) (GLg(E),o) est un groupe, c’est le groupe des éléments inversibles de I’anneau
(Lkx(E),+,0).

Preuve 2.1.1
Exercice

Théoreme 2.1.1
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie sur K. Alors Lx (E,F) est de dimen-
sion finie sur K eton a :

dimK(LK(E,F)) = dlmK(E) X dme(F)

Preuve 2.1.2
Soient (ey,e,...,en) une base de E , (e,,e,,...,e,) une base de F et
B={u;j : 1<i<n,1<j<m} lapartie de Lx(E,F) définie par :

0 si k#£j
u,'7j(€k) = /

uijlej) = e
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Alors B forme une base de Lx(E, F) avec Cardinal(B) =m X n

2.1.2 Image et Noyau d’une application linéaire

Proposition 2.1.2
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u : E — F une application linéaire Alors :
i) L’image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F, donc en parti-
culier Im(u) = u(E) est un sous-espace vectoriel de F, appelé image de u
i) L’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E,
donc en particulier Ker(u) = u='({0f}) est un sous-espace vectoriel de E, appelé noyau
de u

Preuve 2.1.3
Exercice

Théoréeme 2.1.2

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u : E — F une application linéaire, alors
i) u est injective, si et seulement si, Ker(u) = {Og}.
i) u est surjective, si et seulement si, Im(u) = E.
iii) E/Ker(u) est isomorphe a Im(u).

Preuve 2.1.4
Soitu : E/Ker(u) — Im(u) la relation définie par :
Vx € E, u(X) = u(x)
— u définit bien une application, car siX =y alors x—y =0 mod (Ker(u)), donc
x—y € Ker(u) et par suite u(x —y) = 0, donc u(x) = u(y)
— Il est facile de vérifier que u est linéaire
— Six € Ker(u) alors u(x) = 0 et par conséquent u(x) = 0 donc
x € Ker(u) et ainsix =0
—> Ker(u) = {0}
—> u estinjective

— Il est trivial que u est surjective

Remarque 2.1.1
Soient s : E/Ker(u) — E la surjection canonique et j : Im(u) — F I’injection canonique,
alors on vérifie facilement que :

U= jouos

C’est ce qu’on appelle la décomposition canonique de u :

E L F
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Corollaire 2.1.1 (Théoreme du rang)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un K-espace vectoriel quelconque.
Alors :

i) Im(u) est de dimension finie

ii) |dimg(E) = dimg (Ker(u)) + dimg (Im(u))

Preuve 2.1.5
i) SiA={x1,x2,...,Xn} estune partie génératrice finie de E alors u(A) = {u(x),u(x2),...,u(xy)}
est une partie génératrice finie de Im(u).
ii) E/Ker(u) est isomorphe a Im(u) donc dimg (E /Ker(u)) = dimg (Im(u)).
Ordimk (E /Ker(u)) = dimg (E) — dimg (Ker(u)), d’ou le résultat.

Corollaire 2.1.2
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie avec
dimg (E) = dimg (F) et u une application linéaire de E vers F, alors les propositions suivantes
sont equivalentes :
i) u est injectif
il) u est surjective
iii) u est bijective

Preuve 2.1.6

i) = ii) Si u est injectif alors Ker(u) = {0}, donc d’aprés le corollaire précédent dimg (E) =
dimg (Im(u)) donc dimg (Im(u)) = dimk (F) et par suite

Im(u) = F car Im(u) est un sous-espace vectoriel de F

ii) = iii) Si u est surjectif alors Im(u) = F donc dimg(Im(u)) = dimg(F) = dimg(E) et
d’apreés le corollaire précédent, dimg (Ker(u)) = 0 et par suite Ker(u) = {0}

iii) = 1) Trivial

Remarque 2.1.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E, alors on a
toujours :

dimg (E) = dimg (Ker(u)) + dimg (Im(u))

Par contre on a pas toujours :
E = Ker(u) ® Im(u)

Néanmoins, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E, alors les pro-
positions suivantes sont equivalentes :

i) E=Ker(u) ®Im(u)

i) Im(u) = Im(u?)

iii) Ker(u) = Ker(u?)

iv) Ker(u)NIm(u) = {0}
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Preuve 2.1.7

i) = ii) Pour tout endomorphisme u on a toujours Im(u*) C Im(u), donc il suffit de montrer
que Im(u) C Im(u?)

Pour cela soit'y € Im(u) doncy = u(x) oix € E, or E = Ker(u) + Im(u) donc x = x1 + u(x,)
avec x| € Ker(u)

— = ulx) = 1 (x2)

=y € Im(u?)

ii) == iii) On a toujours , pour tout endomorphisme u, Ker(u) C Kre(u?), et on a aussi
dimg (E) = dimg (Ker(u)) +dimg (Im(u)) = dimg (Ker(u?®)) 4 dimg (Im(u®))

Ordimg (Im(u)) = dimg (Im(u?)) donc dimg (Ker(u?)) = dimg (Ker(u)) et par suite on a Ker(u?) =
2

u
Ker(u), car Ker(u) C Ker(u®)
iii) = iv) Soit y € Ker(u) N Im(u) alors u(y) = 0 et y = u(x) donc u®(x) = 0 et par suite
x € Ker(u?) donc x € Ker(u). Doty = u(x) =0

iv) = 1) Trivial car on sait que :

Ker(u) NIm(u) = {0}
E = Ker(u) ®Im(u) <~
dimg (E) = dimg (Ker(u)) + dimg (Im(u))

2.2 Calcul matriciel

2.2.1 Opérations sur les matrices

Définition 2.2.1

Soit K un corps commutatif, une matrice A a coefficients dans K est une suite double finie
(aij)1<i<m ,1<j<n d’éléments de K.

On pose A = (aij)1<i<m , 1< j<n-

Remarque 2.2.1
1. Une matrice A = (a;j)1<i<m , 1< j<n €St représentée par un tableau de la maniére suivante :

aiy arp ... Aaip

a; azp ... Qayy
A= .

Aml Am2 ... Amn

Ce tableau est constitué de m lignes et n colonnes.
Pour chaque i, 1 <i < m et pour chaque j, 1 < j < n, i indique la ' ligne et j la
J'“™¢ colonne. Donc A est une matrice a m lignes et n colonnes. On dit que A est une

(m,n)-matrice.
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2. Pour tout corps commutatif K et pour tout entier n > 1, les éléments de K" peuvent étre
considérés comme des (n, 1)-matrices ou des (1,n)-matrices, ainsi si X € K", alors, sui-
vant les besoins, X peut s’écrire sous I’une des formes suivantes :

X1
x2
X=1. ou X=(xi, x2, ..., X)

Xn

3. Sim =n, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n.

Notations 2.2.1
1. On désigne par M, ,(K) I’ensemble de toutes les (m,n)-matrices a coefficients dans K.
On munit My, ,(K) d’une addition et d’une loi externe de la maniére suivante :

SiA = (aij)1<i<m 1<j<n €t B = (bij)1<i<m 1<j<n

alors,
A+B= (Cij)lgigm, 1<j<n> ouVi, Vj, Cij = a,-j+b,-j

SiAeK, alors A.A = (Cij)lgigm, 1<j<ns ouVi, Vj, Cij = 7\.61,‘_,'

2. Pour A € My, ,(K) et B € M, ,(K), on définit le produit de A par B, qu’on note A x B ou
AB, par

n
AB = (cij)1<izn,1<j<p, OU Vi, V], cij =} aib;
k=1

Donc on aura
A € My, ,(K) et B € M, ,(K) => AB € M, ,(K)

3. On désigne par M, (K) I’ensemble de toutes les matrices carrées d’ordre n a coefficients
dans K. Donc si A € M,(K) et B € M,(K) alors AB € My,(K).
La multiplication des matrices définit donc une loi interne sur M, (K)

Proposition 2.2.1
Soit K un corps commutatif quelconque et n un entier > 2. Alors,
i) (Mpn(K),+,-) est un K-espace vectoriel.
ii) (M,(K),+, %) est une K-algébre unitaire, non commutatif et non intégre.

Preuve 2.2.1
i) Il est facile de vérifier que (M, ,(K),+,-) est un K-espace vectoriel, I’élément neutre de
I’addition est la matrice nulle dont tous les coefficients sont nuls.

i1) Il suffit de vérifier que la multiplication est associative. Soient A, B et C trois éléments
de (M, (K), posons :

A(BC) = (atij)1<i,j<n €t (AB)C = (Bij)1<i j<n
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Alorson a :

n

(Y aibir)ciy)
k=1

n
Z

k=11

m=
M=

ajkbyicy;
1

Bij = i aik(i bycyj)
“LL

ajbyicyj

IIM=

Donc on voit que Vi, Vj, o = B;;
L’élément neutre de la multiplication est la matrice identité :

1 0 O 0
01 0 0
I=10 0 :
Do 0

0 0 . 0 1

Proposition 2.2.2
Pour chaque i, 1 <i < m et pour chaque j, 1 < j < n, on considére la matrice E;; de My, ,(K)
dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui de la i*™ ligne et la j*™ colonne qui est égal a

1. Alors {E;j : 1 <i<mj, 1< j<n} forme une base de M, ,(K), appelée base canonique de
My n(K).

Preuve 2.2.2
Exercice

Définition 2.2.2
Les matrices E;j, 1 <i<m, 1 < j <n, sont appelées les matrices élémentaires de M,, ,(K).

Remarque 2.2.2

Soit M,,(K) I’algébre des matrices carrées a coéfficients dans un corps commutatif K. Alors on
vérifie facilement qu’on a

0 sij#k
Eil Sij:k

\V/i7j,k,l S {172,...,11}, EijEkl = {
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2.2.2 Trace d’une matrice carrée

Définition 2.2.3
Soient K un corps commutatif et M,,(K) I’algebre des matrices carrées a coéfficients dans K. Soit
A = (aij)1<i,j<n une matrice de M, (K), on définit la trace de A, qu’on note Tr(A) par

n
A) = Z aii
i=1

Proposition 2.2.3
Soient K un corps commutatif et M, (K) 1’algébre des matrices carrées a coéfficients dans K.
Alors

i) VAe M,(K), VBe M,(K), Tr(A+B) =Tr(A)+Tr(B)

ii) VAeE K, VA € M, (K), Tr(AA) =ATr(A)

iii) VA € M, (K), VB € M,,(K), Tr(AB) =Tr(BA).

Preuve 2.2.3
i) Exercice
ii) Exercice
i) Posons A = (a;j)1<i j<n, B = (bij)1<i,j<n, AB = (cij)1<i,j<n €t
BA = (d;j)1<i,j<n, alors on a

Tr(AB) =

g
<
[
-
—~
=
2
~
E@‘
S—r

N
Il
—_
Il
—_
~
Il
—_

I
M=

e
k‘
E

I

jilng
=
k@‘
2
K.

]:l i=1 j=1i=1
n

= Y djj = Tr(BA)
j=1

Définition 2.2.4
Soient K un corps commutatif et M, (K) ’algébre des matrices carrées a coéfficients dans K.
Deux matrices A et B de M,,(K) sont dites semblables, s’il existe une P € M,(K) inversible telle
que B= P~ 'AP.

Corollaire 2.2.1

Soient K un corps commutatif et M, (K) 1’algébre des matrices carrées a coéfficients dans K.
Alors deux matrices semblables de M,,(K) ont méme trace.

Preuve 2.2.4
Soient A et B deux matrices semblables, donc B = P~'AP, ou P est une matrice inversible de
M, (K). Donc on aura

Tr(B) = Tr(P~'(AP)) = Tr((AP)P ') = Tr(A(PP™1)) = Tr(A)
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2.3 Applications linéaires et matrices

2.3.1 Matrice d’une application linéaire

Soit A = (a;j)1<i<m,1<j<n une (m,n)-matrice, alors A peut étre considérée comme une applica-
tion linéaire, qu’on note encore A, de K" vers K" de la maniere suivante :
Pour chaque X € K", I'image de X, qu’on note AX, est définie par :

a ap ... dp X1 Yoy anjx;
y—ax=| @ o e Zﬁ:l.azjxj
aml Am2 ... a,;m Xy Z;leamjxj
Autrement dit,
Y1

y2 «
SiY = . alors Vi, 1 <i<m,y; = Z aijx;
. j=1

Ym
Soient maintenant E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u : E — F une
application linéaire. Soient B = (e1,e2,...,e,) une base de E et B’ = (¢!, €}, ..., e,) une base de

F. Pour chaque j, 1 < j <m,onau(e;) € F, donc on aura :
n
Vj, 1<j<m, u(e;) =Y ajje]
i—1

Définition 2.3.1
La matrice A = (a;j)1<i<n, 1< j<m S appelle la matrice de u par rapport aux bases 3 et ' et se note
A =Mat(u,B,p’)

Remarque 2.3.1
1. Sidimg(E) =m et dimg(F) = n et si B et f’ sont respectivement des bases de E et F,
alors la matrice d’une application linéaire de E vers F est une (n,m)-matrice.

2. E un K-espace vectoriel de dimension finie = n. Siu : E — E est un endomorphisme et
si B est une base de E alors la matrice de u par rapport a 3 est une matrice carrée d’ordre

n:
6121 022 P ann
Mat(u,B) = ] ]
anl ap2 ... dpp
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2.3.2 Matrice de passage - Changement de base

Définition 2.3.2
Soient E un K espace vectoriel de dimension finie = n, (ej,ea,...,e,) et (¢},¢é),...,¢},) deux
bases de E telles que

n
Vj, 1<j<n, é;=Y pije
=

Alors la matrice P = (p; j)1<i,j<n S appelle la matrice de passage de la base (e1,e,...,e,) a la
base (¢},¢),...,€}).
Remarque 2.3.2

1. Par définition, la matrice de passage P de la base (ey,ea,...,e,) a la base (¢/,¢€},...,¢e))

est la matrice de I’endomorphisme p de E défini par
Vi, 1<j<n, plej)=¢

L’endomorphisme p transforme une base en une base, donc p est un automorphisme et
par suite, la matrice P est inversible.

2. Si P est la matrice de passage de la base (e1,e2,. .., e,) ala base (¢}, é},... e, alors P~
est la matrice de passage de la base (¢},¢,,...,¢),) ala base (e}, ez, ..., e,).

3. Soitx € E tel que

!l !
xe; et x= x;e;

n n
i=1 j=1

X =

X1 x)

/
Posons X = | . et X' =

Nous avons

=

Il
1=
SN
xm\

~.
I
—_

[l
1=
SN

- S
[ So
=
<
D
SN—

~
I
—_

~.
iy

I
b
I
=
\R\
5

Donc on voit que

Par suite on a
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Théoréme 2.3.1 (de changement de base)

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, n et m respectivement. u : E — F
une application linéaire de E vers F.

B=(er,ez,...,ey) ety= (v1,v2,...,v,) deux bases de E.

B’ = (e|,é,....e,) ety = (V,v5,...,v),) deux bases de F.

P la matrice de passage de B ay et Q la matrice de passage de B’ a'.

A = Mai(u,B,p’) et B= Mat(u,y,Y). Alors on a

B=0'AP

Preuve 2.3.1
B ety sont deux bases de E, donc tout x € E, sécrit

n n
X = Zx,-ei et x = Zy,-vi
i=1 i=1

B’ ety sont deux bases de F, donc pour tout x € E, u(x) s’écrit

n n
u(x) = Y. e} et u(x)= Y ¥
i=1 i=1

Posons
X1 x| i Y]
/ /
X2 X y2 y
X = X =12, r= etV =2
Xn x;; Yn y;z

Alors on sait que

X=PY, X'=0Y', X' =AX et Y =BY
On en déduit que, d’une pat, ona 'Y € M,, 1 (K), BY = (Q~'AP)Y. Or ceci n’est possible que si
B=Q 'AP.

Corollaire 2.3.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme de E.
B=(e1,e2,...,en) et P’ = (€},é5,...,¢€,) deux bases de E.

A =Mat(u,B), B= Mat(u,B') et P la matrice de passage de 3 a . Alors on a

Preuve 2.3.2
Exercice
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2.3.3 Rang - Matrices équivalentes

Rappelons que toute matrice A = (a;;)1<i<m,1< j<n peut-étre interprétée comme une application
linéaire de M, 1 (K) vers M,, 1 (K), notée encore A et définie par :

VX € M, (K), A(X) = AX

Définition 2.3.3
1) Soient E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u : E — F une application
linéaire de E vers F. On définit le rang de u, qu’on note rg(u), par

rg(u) = dimg (Im(u))

ii) Soit A une matrice de M,, ,(K), alors par définition, le rang de A est égal au rang de
I’application linéaire définie par A :

rg(A) = dimg (Im(A))

Remarque 2.3.3
1. E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, n et m respectivement. u : E — F une
application linéaire et (ey,ey,...,e,) une base de E. Alors

Im(u) = Vect({u(ey),u(er),...,u(e,)})

Donc rg(u) = dimg (Vect ({u(ey),u(ez),...,u(en)}).
2. Soit A = (a;j)1<i<m, 1< j<n une matrice de M, ,(K). Pour chaque j, 1 < j < n, soit v;
I’élément de M,, 1 (K) défini par :

aij
azj
V= .
amj
Alors vi,vy,...,v, s’appelles les vecteurs colonnes de la matrice A.
Soit (ey, ez, ...,e,) la base canonique de M, 1 (K), alors on aura

Vjie{l,2,...,n}, Aej=v;

Donc, on en déduit que le rang d’une matrice est égal a la dimension du sous-espace
vectoriel de M,, 1(K) engendré par les vecteurs colonnes de A.

3. E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, n et m respectivement.
u: E — F une application linéaire .
B=(ei,ez,...,e,) unebase de E, ' = (¢},é},...,e},) une base de F et A = Mat (u,B,p').
Alors
rg(u) =rg(A)
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En effet, soit ¢ : My, 1 (K) < F I’isomorphisme canonique, défini par :

Y1
»2 “
VY € M1 (K), Y = | ) | = oY) = Y yie]
. i=1
Ym

Alors il est facile de vérifier que @(Im(A)) = Im(u), donc dimg (Im(A)) = dimg (Im(u)).

Définition 2.3.4
Soit K un corps commutatif, deux matrices A et B de M, ,(K) sont dites équivalentes, s’il existe
deux matrices inversibles P € M,,(K) et Q € M,,(K) tel que

Remarque 2.3.4

Deux matrices équivalentes ont méme rang.

Soient A et B deux matrices équivalenyes de My, ,(K), alors il existe P € GL,(K) et il existe
Q € GL,(K), telles que B = QAP. Posons E =M, 1(K) et F =M,,1(K) et soitu: E — F
I’application linéaire de matrice A par rapport aux bases canoniques 3 et ' de E et F respecti-
vement. Soient, d’autre part, y la base de E dont P est la matrice de passage de 3 ay et la base
de F dont Q est la matrice de passage de ' a7, alors d’aprés le théoréme de changement de
base, B= Mat(u,Y,Y). Or, d’aprés la remarque précédente, on arg(u) = rg(A) etrg(u) = rg(B),
d’ou le résultat.

Dans la suite, nous allons montré que la réciproque est aussi vraie.

Lemme 2.3.1
Soit K un corps commutatif, A une matrice non nul de M, ,, (K) et r un entier > 1. Alors A est de
rang r, si et seulement si, A est équivalente a la matrice en blocs I(n,r), définie par

i) = (g 8)

ol I, est la matrice identité d’ordre r.

Preuve 2.3.3

(=) Supposons que A est de rang r.

Soient B = (ey,e2,...,e,) et B’ = (€,¢é),....e,,) les bases canoniques de E = M, 1(K) et de
F = M,,1(K) respectivement. Soit u : E — F I’application linéaire de matrice A par rapport

aux bases B et f'. rg(A) = r, donc dimg (Im(u)) = r, soit (V{,v},...,v.) une base de Im(u) et
soient v, |,...,v, des vecteurs de F tels queY = (V|,V5,...,V,, V., ,...,V),) soit une base de F.
Pour chaque i, 1 <i<r, soitv; € E tel que v, = u(v;), alors il est facile de voir que (vi,v2,...,vy)

est libre et que Vect({v1,va,...,v,})Nker(u) = {0}. Puisque r + dimg (ker(u)) = n = dimg (E)
alors
E =Vect({vi,va,...,v+}) G ker(u)
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Soit (vy41,...,v,) une base de ker(u), alors Y= (vi,v2,...,Vy,Vsi1,...,Vy) €st une base de E et
on voit facilement que Mat (u,Y,Y) = I(n,r). Soient P et R les matrices de passage de p a ' et
de v a Y respectivement, alors on sait, d’apres le théoréme de changement de bases que

I(n,r)=R 'AP=QAP, ot Q=R"!

Donc A et I(n,r) sont équivalentes.
(«<=) D’apreés la remarque précédente.

Théoréme 2.3.2
Soient K un corps commutatif, A et B deux matrices de Mm’n(K ). Alors A et B sont équivalentes,
si et seulement si, rg(A) = rg(B).

Preuve 2.3.4

(=) Si A et B sont équivalentes, alors, d’aprés la remarque précédente, rg(A) = rg(B).

(<=) Si maintenant rg(A) = rg(B) = r, alors, d’apreés le lemme précédent, A et B sont équiva-
lentes a la matrice I(n, r), puisque la relation d’équivalence entre matrices est transitive, alors A
et B sont équivalentes.

2.4 Exercices

Exercice 2.4.1
On considere le corps C comme un R-espace vectoriel.
a) Trouver une base de C.
b) Montrer que pour tout endomorphisme f de C , il existe (a,b) € C? tel que

VzeC, f(z) =az+bz

c) Trouver une condition necessaire et suffisante sur a et b pour que f soit un isomorphisme
de C.

Exercice 2.4.2
Soit E = M>(R) muni de sa base canonique (e1,e»,e3,e4). Rappelons que

(10 (01 (00 (00
“1=10 0)°2 7 \o 0/ {1 0)°% \0 1

Soit f I’application de E définie par
f:E—FE
a b N d —b—c
c d b+c d—a
a) Montrer que f est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice par rapport a base

canonique de E.
b) Donner une base de Ker(f), Im(f) et Ker(f)NIm(f).
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Exercice 2.4.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un K-espace vectoriel quelconque et
u: E — F une application linéaire.

a) Montrer que si H est un sous-espace de E, alors

dim(u(H)) = dim(H) — dim(H N Ker(u))
b) Montrer que si G est un sous-espace vectoriel de F', alors
dim(u~1(G)) = dim(G N Im(u) + dim(Ker(u))
c¢) Soit v une autre application linéaire de E vers F'. Montrer que
dim(Ker(u+v)) < dim(Ker(u) NKer(v)) +dim(Im(u) N Im(v))

Exercice 2.4.4
Soient E un K -espace vectoriel et u un endomorphisme de E
a) On suppose que E est de dimension finie sur K. Montrer que les propositions suivantes
sont equivalentes :
i) E = Ker(u) ® Im(u)
ii) Ker(u) = Ker(u?)
iii) Im(u) = Im(u?)
b) Si E est de dimension infinie sur K, trouver une condition necessaire et suffisante pour
que E = Ker(u) ® Im(u)

Exercice 2.4.5
Soient E un K-espace vectoriel, u et v deux endomorphismes de E. Montrer que
a) dim(Ker(u+v)) < dim(Ker(u) N Ker(v)) +dim(Im(u) N Im(v))
b) dim(Ker(vou)) < dim(Ker(u))+ dim(Ker(v))
c) u(Ker(vou)) = Ker(v) NIm(u)
Exercice 2.4.6
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomorphismes de E tels que

uov=0etu+ve GL(E).
Montrer que rg(u) +rg(v) = dim(E).

Exercice 2.4.7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E tel que u® = 0.
a) Montrer que rg(u) 4 rg(u?) < dim(E).
b) Montrer que 2.rg(u®) < rg(u).

Exercice 2.4.8
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels de dimension finie
a) Pour f € L(E,F) et g € L(F,G), montrer que :

rg(f) +rg(g) —dimg(F) < rg(gof) <inf(rg(f),rg(g))

b) Pour f et g deux éléments de L(E, F), montrer que :

irg(f) —rg(g)| <rg(f+g) <re(f)+rs(e)

43 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES-MATRICES 44

Exercice 2.4.9
Soient E et F deux K-espaces vectoriels avec Ede dimension finie. u et v deux applications
linéaires de E vers F'. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i) rg(u+v) =rg(u)+rg(v).
ii) Im(u) NIm(v) = {0} et E = ker(u) +ker(v).

Exercice 2.4.10

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, u et v deux endomorphismes de E. On
suppose que u + v inversible et uov =0

Montrer que rg(f)+rg(g) =n

Exercice 2.4.11
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
1. A quelle condition existe-t-il un endomorphisme u de E tel que
Im(u) =F et Ker(u) =G ?
2. Onpose E={u € L(E) : Im(u) = F etKer(u) = G}. Montrer que ‘E muni de la loi o est

un groupe, si et seulement si, E = F ©G.

Exercice 2.4.12
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, u et v deux endomorphismes de E tels
que :

E =Im(u)+Im(v) = Ker(u) + Ker(v)

Montrer que :

a) Les sommes Im(u)+Im(v) et Ker(u)+ Ker(v) sont directes

b) E=Im(u+v)etrgu+v)=rg(u)+rg(v)=n
Exercice 2.4.13
Soient K un coprs commutatif et A € M,,(K) avec rg(A) = 1.

1. Montrer qu’il existe X € M, 1 (K) etY € M, 1(K), tels que A =X'Y .

2. Montrer que Tr(A) ='XY.

3. Pour chaque entier naturel p, exprimer une relation entre AP, A et Tr(A).

4. Pour o € K, calculer (I+A)(I + aA) et en déduire une condition necessaire et suffisante

sur Tr(A) pour que I + A soit inversible.

Exercice 2.4.14
Soientn € N etag,ay,...,a, des réels deux a deux distincts. On considere I’application :

¢: R,[X] — R"H!
P+—— (P(ag),P(ay),...,P(ay))

1. Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. Soit (eg,e; ...,e,) la base canonique de R*. Pour chaque i, 0 <i < n, expliciter I’ex-
pression de L; = ¢! (¢;) et justifier que (Ly, Ly, ...,L,) est une base de R,[X].
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3. En déduire que pour chaque (0,01, .. .,0,) € R*"1 il existe un unique polynéme P de
degré inérieur ou égal a n tel que

Vi, 0<i<n, P(a;) =

Expliciter le polynéme P dans la base (Lo,L1,...,Ly)
4. Déterminer I’'unique polynéme P tel que P(—1) =1, P(1) = —5 et P(2) = v/2.

5. Soit F={f€R® : f(ap) = f(a1) =...= f(a,) =0}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de RR et déterminer un supplémentaire de F dans R,
Exercice 2.4.15

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme de E de rang 1.

1. Montrer que si u*> # 0 alors il existe une base p de E et il existe o. # 0 tels que

o 0 0 ... 0
00 0 ... 0
Mat(u,p)=(0 0 -. . 0
R (|
00 .. 0 O

2. Montrer que si u> = 0, alors il existe une base de B de E telle que

00 0 ... 0
1 0 0 0
Mat(u,f)=10 0 0
Do 0
0 0 . 0 0

3. Montrer que u* = tr(u)u.
4. Montrer que si ¢ : L(E) — K est une application telle que pour tout endomorphisme u
de rang 1 on a u> = @(u)u, alors ¢ = tr.

Exercice 2.4.16
Soient K un corps commutatif, M,(K) I’algébre des matrices carrées a coéfficients dans K et A
une matrice non nulle de M,,(K). On définit I’application u : M par
M+—uM)=M+Tr(M)A
a) Déterminer, en fonction de A, le noyau et I’image de u.
b) Soit B € M, (K), résoudre I"équation M + Tr(M)A = B.

Exercice 2.4.17
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, ou K est un corps de caractéristique
nulle, et G un sous-groupe fini de GL(E) de cardinal r. Pour u € L(E), on pose :

Montrer que :
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a) YWweG,iiov=voii

b) WeG,u=ii <= vou=uov

c¢) Tout sous-espace G-stable de E possede un supplémentaire G-stable
d)

dimg ( ﬂ Ker(v—1Idg)) = ! Z tr(v)

veG r veG

Exercice 2.4.18
Soient n un entier > 1 et p un nombre premier. Montrer que :

VA € M,(Z) , tr(AP) =tr(A) mod(p)

Exercice 2.4.19
Soient M,,(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées a coéfficients dans K, A € M,(K) et u
I’endomorphisme de M,,(K) défini par

VM € My(K), u(M) = AM + MA
Montrer que Tr(u) = 2nTr(A).

Exercice 2.4.20
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme nilpotent d’indice
p
a) montrer que p < n
b) Montrer que si Ker(u') # E, alors Ker(u') # Ker(u'*1)
¢) Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes :
i) p=n
ii) Yk € {0,1,2,...,n} , dimg(Ker(u*) =k
iii) Ilexiste k € {0,1,2,...,n— 1} tel que dimg (Ker(u*) = k
d) On suppose p = n et soit F' un sous-espace vectotiel de E stable par u. Montrer qu’il
existe k € {0,1,2,...,n} tel que F = Ker(u")

Exercice 2.4.21
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme nilpotent d’indice
p
a) Montrer que p <n
b) Montrer que si Ker(u') # E, alors Ker(u') # Ker(u't1)
¢) Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes :
i) p=n
i) Yk € {0,1,2,...,n} , dimg(Ker(u*) =k
iii) Il existe k € {0,1,2,...,n— 1} tel que dimg (Ker(u*) = k
d) On suppose p = n et soit ' un sous-espace vectotiel de E stable par u. Montrer qu’il
existe k € {0,1,2,...,n} tel que F = Ker(u¥)

Exercice 2.4.22
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E .
a) Montrer que les propositions suivantes sont equivalentes :

46 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 2. APPLICATIONS LINEAIRES-MATRICES 47

1) u est nilpotent
i) Vme N | tr(u™) =0

b) Soient u et v deux endomorphismes de E vérifiant uov —vou = v. Montrer que v est
nilpotent

Exercice 2.4.23
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, avec n > 2, et uy,ua,...,u, des endo-
morphismes nilpotents de E deux a deux commutant. Montrer que ujouyo---ou, =0

Exercice 2.4.24
Soit K un corps de caractéristique nulle . Pour A,B € M, (K), on pose [A,B] = AB — BA et on
suppose que [A,[A,B]] =0

a) Montrer que [A, B] est nilpotente

b) On suppose de de plus que A est nilpotente. Montrer que AB est nilpotente

Exercice 2.4.25
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomorphismes nilpotents de

E d’indice 2 tels que :
Ker(u) NKer(v) = {0}
a) Montrer que dimg (Ker(u)) = dimg(Ker(v))
b) Montrer que u+v,u—v,uov+vou etuov—vou sont inversibles
c) Montrer que E = Ker(u) @ Ker(v)
d) Montrer que u et v sont semblables

Exercice 2.4.26
Soit E un K-espace vectoriel quelconque.

1. Soient F un sous-espace vectoriel de E et G un supplémentaire de F dans E. On appelle
projection sur F' parallelement a G, qu’on note pr, I’endomorphisme de E défini par :

prE=F&G—FE
X=Xx1+x2— X1

a) Vérifier que p% = pF.
b) Vérifier que Im(pr) =F etker(pr) =G.
c¢) Vérifier que si pg est la projection sur G parallelement a F, alors

Vx € E, x = pr(x)+ pc(x)

2. On dit qu’un endomorphisme de E est un projecteur de E, si u®

est un projecteur de E. Montrer que
a) Idg —u est un projecteur de E.
b) Im(u) ={x € E : u(x) =x}.
c) E =Ker(u)®Im(u).
d) u est la projection sur Im(u) paralléelement a ker(u).
e) rg(u) =Tr(u).
3. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et p un projecteur de E. Montrer que :
a) p~'(F) =ker(p)® (FNIm(p))

= u. On suppose que u
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b) F est stable par p, si et seulement si, F = F Nker(p) ® F NIm(p).

4. Soient u et v deux projecteurs de E tels que uov = vou. Montrer que
a) uovetu+v—uov sont des projecteurs de E.
b) Im(uov) =Im(u)NIm(v)
c) Im(u+v—uov)=Im(u)+Im(v)
5. Soient u et v deux projecteurs quelconques de E (On ne suppose plus que uov =vou).
a) Trouver une condition necessaire et suffisante pour que u + v soit un projecteur de E.
b) Dans le cas oli u+ v est un projecteur de E, montrer que
i) Im(u)NIm(v) = {0}
ii) Ker(u+v) = Ker(u) NKer(v)
iii) Im(u+v) =Im(u) ®Im(v)
6. On suppose K de caractéristique nulle, (Par exemple K =R ou K = C). Soientuy,us, ..., u,
des projecteurs de E. Montrer que u1 +uz + - - - +u, est un projecteur de E, si et seulement

si,
V(i,j) e {1,2,...,n}?% i#j=ujou;=0

Exercice 2.4.27
Soit N un entier naturel et soit F = {f € C*(R) : £(0)= f'(0) =...f™(0)=0}.
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de C*(R).
b) Trouver un supplémentaire G de F dans C*(R) et déterminer la projection de C*(R) sur
G parallélement a F.

Exercice 2.4.28
Soient E un R-espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
1. On suppose qu’il existe un projecteur p de E tel que pou —uo p = u.

a) montrer que uop = 0.

b) En déduire que uou = 0.

2. Réciproquement, on suppose que uou = 0.

a) Montrer que Im(u) C Ker(u).

b) Soit F un sous-espace vectoriel de E tel que Im(u) C F C Ker(u) et soit G un sup-
plémentaire de F dans E. Soit q la projection de E sur F parallélement a G. Calculer
gqou—uoq.

3. Donner une condition necessaire et suffisante pour qu’il existe un projecteur p de E tel
que
pou—uop=u

Cette condition etant supposée remplie, y-a-t-il toujours unicité du projecteur p ?

4. On prend E = R? et u I’endomorphisme de E défini par :
\V/(.Xf,y) € E7 u(x,y) - (—2X+4y, —X+ Zy)

a) Vérifier que uou =0.
b) Déterminer un projecteur p de E tel que pou—uop = u.

Exercice 2.4.29
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Montrer que
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i) Il existe un projecteur p et un automorphisme f tel que u = po f.
ii) Il existe un projecteur q et un automorphisme g tel que u = gogq.

Exercice 2.4.30
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, p et g deux projecteurs de E tels que p +
q — Idg soit inversible. Montrer que rg(u) = rg(v).

Exercice 2.4.31

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, P I’ensemble de tous les projecteurs de E et
Y un chemin de P. Montrer qu’il existe e, e, ..., e, des fonctions continues de R vers E telles
que Vt, (e1(t),ex(t),...,en(t)) soit une base de Im(y(t)).

Exercice 2.4.32
Soient E un K -espace vectoriel et f un endomorphisme non nul de E.
Onpose Ef ={uof : uecLg(E)}.

a) Montrer que Ey est un sous-espace vectoriel de Lk (E).

b) Soit g un endomorphisme de E. Montrer que

g € Ef < ker(f) Cker(g)

¢) Montrer qu’il existe un projecteur non nul, appartenant a Ey.

Exercice 2.4.33
Soit u un endomorphisme de E tel que u*> = —Idg. Pour chaque x € E, on pose E, = Vect ({x,u(x)}).

1. Calculer dim(E,).

2. Soit F un sous-espace stable par u. Montrer que
i) EEsNF#{0} = E,CF
ii) Six ¢ F alors la somme E, + F est directe.

3. Montrer qu’il existe x1,X2,...,X, dans E tels que
E=E, ®E,d - DEx,

Exercice 2.4.34

Soient A une matrice de M,,(K) et k un entier > 1 tel que AK =1. Onpose B=1+A+--- + A"
et soient u et v les endomorphismes de K" de matrices respectivement A et B dans la base
canonique de K".

1. Montrer que
i) Ker(u—1Id) =Im(v).
ii) Im(u—1I1d) = Ker(v).
iii) K" = Ker(v) ®Im(v).

2. En déduire que tr(B) = k.rg(B).
Exercice 2.4.35
Soient E, F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f, g deux éléments de L(E,F)

1. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes :
i) Im(g) C Im(f)
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ii) Ilexisteh € L(E) telque g = foh

2. Montrer I’equivalence des conditions suivantes :
i) Ker(g) C Ker(f)
ii) Il existeh € L(F) tel que f =hog

3. Montrer que les propositions suivantes sont equivaletes :
i) rang(g) < rang(f)
ii) Hexisteh € L(E) etk € L(F) telsquekog= foh
iii) il existeu € L(E) etv € L(F) tels que gou =vo f

Exercice 2.4.36
Soient n un entier > 2, E = M,(C) et G = GL,(C)

1. Pour A € E, montrer I’equivalence des conditions suivantes :
i) A est non inversible
ii) Il existe P € G tel que pour tout L, € C,P—A.A € G

2. SoientA € E, r <n et (C) la condition suivante :
(C) : I existe P € G tel que pour exactement r valeurs de A, P — A.A est non inversible.
Montrer que :
a) Sirang(A) = r alors (C) est vérifiée
b) Si (C) est vérifiée alors rang(A) > r
3. Soit f € L(E) tel que f(G) C G. Montrer que :
a) VACE, fA)eG=A€cG
b) VA€ E , rang(f(A)) > rang(A)
¢) Montrer que f conserve le rang et que f est un automorphisme de E

Exercice 2.4.37
Soit E le C-espace vectoriel des polynémes P de C[X,Y] tels que
degx(P) <2 etdegy(P) <2

1. Quel est Ia dimension de E ?

2. Soit u I’application défini sur E par :

0%P
VPeE , u(P)=
€E.ulP) = 3xar
Montrer que u est un endomorphisme de E et déterminer la dimension de Ker(u) puis
celle de Im(u)
Exercice 2.4.38

Soient E, F, G trois K -espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G). On suppose que F /Im(f)
et G/Im(g) sont de dimension finie. Montrer que G/Im(g o f) est de dimension finie

Exercice 2.4.39
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E F et G les parties

de E définies par :
F= UKer(u”) , G= ﬂlm(u”)
p=0 p>0
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a) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E, stables par u

b) Montrer que E = F @& G, que u|F est nilpotent et que u|¢ est inversible

c) Soient M et N deux sous-espaces vectoriels de E, stables par u tels que u|p soit nilpotent
et u|y soit inversible.
Montrerque M = F etN =G

Exercice 2.4.40
Soient E, F deux K-espaces vectoriels non nuls, f € L(E,F) et

H={g€eL(F,E) : fogof=0}
a) Montrer que si H = {0} alors f est bijective
b) On suppose que dimg(E) = n, dimg(F) = p et rang(f) = r. Déterminer la dimension
de H sur K.

Exercice 2.4.41

Soient K un corps de caractéristique nulle et M,,(K) le K-espace vectoriel des matrices carrées
d’ordre n a coéfficients dans K. On dit qu’une partie G de M, (K) est un S-groupe, si G muni
de la multiplication matricielle est un groupe (Attention : G n’est pas necessairement un sous-
groupe de GL,(K)). Dans ce cas on appelle I’élément neutre de G, qu’on note J, la S-unité de
G et I'inverse d’un élément A de G , qu’on note A le S-inverse de A.

1. Pour tout A € K*, A(L) est I’élément de M,,(K) dont tous les coéfficients sont égaux a \.
Montrer que G = {A(A) : A€ K*} est un S-groupe dont on déterminera la S-unité et le
S-inverse d’un élément

2. Soit G un S-groupe quelconque de M, (K)

a) Montrer que tous les éléments de G ont méme image et méme noyau

b) En déduire que si G N GL,(K) est non vide alors G est un sous-groupe, au sens ordi-
naire, de GL,(K)

¢) Montrer que pour toutA € G,ona:

Ker(A)@®Im(A) = K"

3. Réciproquement, soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de K" et soit G la
partie de M, (K) formée des matrices A € M,(K) telles que F et G soient stables par A,
Al|F est inversible et A|g =0
Montrer que G est un S-groupe

Exercice 2.4.42
Soit f : M,(K) — K une application non constante vérifiant :

VA € My (K) , VB € My(K) , f(A.B) = f(A)f(B)

a) Montrer que f(0) =0 et f(D=1
b) Montrer que
VAeM,(K), f(A) #0 <= A € GL,(K)

Probleme 2.4.1
Soit E un K-espace vectoriel quelconque. Pour tout endomorphisme u de E on pose Vk , N =
Ker(u¥)
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a) Vérifier que Vk > 1, Ny C Nii1 et u(Niyq) C Ny
b) Soit F un sous-espace vectoriel de E, de dimension finie. Montrer que :
i) Yk > 1, NyNF et uf(F) sont de dimension finie
i) dimg(F) = dimg (u*(F)) + dimg (N N F)
¢) Dans cette partie on suppose que u n’est pas injectif et que Ny est de dimension finie .
On pose Vk > 1, ny = dimg (Ny)
i) Montrer que Yk > 1, Ny est de dimension finie
ii) Montrer que Vk > 1, n;, < kny
iii) On suppose que Vk > 1, Ny # Ni11 et qu’il existe ko tel que ny, = ko. Montrer que

Vk>1,n =k
iv) On suppose que E est de dimension finie = n et que u est nilpotent non nul. Montrer
que :
lindice(u) =n] <= [Tko : ng, = ko
Probléeme 2.4.2

Dans toute la suite E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme
de E tel que u* = —Idg

1. a) Montrer que E est necessairement de dimension paire

b) i) Montrer que s’il existe e1,e3,...,e, € E tels que
(e1,e2,...,er,u(er),u(ez),...,u(e,—1)) soit libre, alors
(e1,e2,...,er,u(er),u(er),... u(e,)) est aussi libre

ii) En déduire qu’il existe un entier p tel que (ey,ea,...,ep,u(er),u(ez),...,u(e,)) soit

une base de E
¢) Montrer que si la dimension de E est paire, alors il existe au moins un endomorphisme
u de E tel que u* = —Idg

2. On suppose dans la suite que la dimension de E est paire
a) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel F de E tel que :

E =F ®u(F)

b) SoitK={P(u) : P € R[X]}. Montrer que K est un corps commutatif et que pour tout
veK, il existe a,b € R tels que v=a.ldg + b.u
¢) On munit E de la loi externe suivante :

KxE—E

(vx)—v.x=v(x)

Montrer que E muni de cette loi externe est un K-espace vectoriel que 1’on note E
d) Montrer que dimg (E) = 2dimx (E)

Probléme 2.4.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme non injectif de

E. Pour tout entier k > 0, on pose Ny = Ker(u*) et I = Im(u")
1. Vérifier que pour tout k > 0, Ny C Ny et Iy C Iy

2. Montrer que :
a) Vk >0, Ny = Niy1 = Niy1t = Niey2
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3.

b) 1l existe un entier naturel p > 1 tel que :
i) Vk>0, k<p:>Nk7éNk+1
i) Vk > p, Ny = Nep

¢) Montrer que :
i) p<n,(Oiun=dimg(E))
i) Vk <p, I # Ity
i) Yk > p, Iy = Iy

Montrer que :

a) E=N,®l,

b) L’applicationu, : I, — I, qui ax fait correspondre u,(x) = u(x) est un automorphisme
de I,

Probleme 2.4.4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, ou K est un corps de caractéristique différente
de 2. Dans ce probleme on se propose de montrer que tout endomorphisme f de E vérifie la
proprieté (P) suivante :

(P) : f est la différence de deux automorphismes de E

1.

2.

Montrer que que si f est un automorphisme de E , alors 2k.f est un automorphisme de
E. En déduire que tout automorphisme de E possede la proprieté (P)

On suppose que f est un endomorphisme de E non nul et non injectif et que E = Ker(f) ®

Im(f) ]

a) Soit f : Im(f) — Im(f) I'application qui a x fait correspondre f(x) . Montrer que f
est un automorphisme de Im(f) . En déduire qu’il existe deux automorphismes fi et f»
de Im(f) tels que f = fi — f>

b) Montrer que I’on peut prolonger fi et f, en deux automorphismes de E , g1 et g
respectivement, tels que les restrictions de g et g» a Ker(f) coincident

¢) En déduire que f possede la proprieté (P)

Soit maintenant f un endomorphisme de E, non nul et non inversible. Soit F' un supplé-

mentaire de Im(f) dans E

a) Justifier que F # {0}

b) Montrer qu’il existe un isomorphisme h; de F sur Ker(f)

¢) Montrer que I’on peut prolonger hy en un automorphisme h de E

d) Montrer que Ker(foh) = F et Im(foh) = Im(f)

e) En déduire que I’endomorphisme foh vérifie la proprieté (P)

f) Déduire de ce qui préceéde que f possede la proprieté (P)

Probleme 2.4.5
Soient E un K-espace vectoriel quelconque

1.

2.

On suppose que E de dimension finie. Soient u un endomorphisme non nul de E, D une
droite vectoriel de E et H un hyperplan de E. Montrer qu’il existe deux endomorphismes
de E, v etw tels que :

D =Im(vouow) et H= Ker(vouow)

a) Montrer que les conditions suivates sont equivalentes :
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i) E est de dimension finie
ii) Les seuls idéaux bilateres de L(E) sont {0} et L(E)

b) On suppose que K =R ou que K = C, et que E est de dimension finie. Soit p une
semi-norme non nul de L(E) tel que :

Vue L(E),YWeL(E), pluov) < p(u)p(v)

Montrer que p est une norme sur E

I) Pour tout (a,b) € [0,1]%, on pose M, , = b 1_b

1. Etudier I'inversibilité de M, et calculer son inverse lorsqu’elle existe.

Probléeme 2.4.6
<a 1— a)

2. La matrice M, ;, est-elle diagonalisable ?

II) On désigbe par S, I’enseble des matrices A = (a;;) de M, (R) telles que

n
Vi,lgign, Za,'j:1
j=1

Un élément de S, s’appelle une matrice stochastique. On désigne aussi par S, les élé-
ments de S, dont tous les coefficients sont positifs ou nuls et par J, la matrice de M,(R)
dont tous les coefficients valent 1.

1. a) Montrer que
VAeM,(R),Ac S, <= Al,=J,

b) Montrer que S, est stable pour la multiplication des matrices.
¢) Montere que si A € S, est inversible, alors A legs,.
d) Montrer que S, est stable pour la multiplication des matrices.
e) SiAc S estinversible, a-tonA~! € §; ?
2. Soient B = (ey,e2,...,e,) la base canonique de R", 6 une permutation de S, et fs
I’endomorphisme de R" défini par :

Vi, 1 <i<n, fo(ei) = eq(p

a) Déterminer la matrice Ms de fs dans la base [ et vérifier que Mg € S,;L .
b) Justifier que My est inversible et déterminer M en fonction de ©. Vérifier que
M;les
3. Soit A une matrice inversible de S, telle que A~ € S,7. On pose A~ = (b;).
a) Montrer que

Vi, j,k) € {1,2,...,n}, i # j == byay; =0

b) En déduire que chaque colonne de A contient un unique élément non nul.
¢) En déduire qu’il existe © € S, tel que A = M.
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Probleme 2.4.7
Une matrice A = (a;;) de M,(K) est dite magique, si la somme des coefficients d’une ligne ou
d’une colonne quelconque de A est la méme, c’est a dire, il esiste une constante, notée s(A),
telle que
n n
Vi, 1 <i<n, Y ax=s(A) et Vj,1<j<n, Y a;=s(A)
k=1 k=1
On note M 1’ensemble de toutes les matrices mgiques de M,,(K) et on désigne par U la matrice
de M, (K) définie par

1 1
U— l 1 1
1 1
1. Montrer que M est une sous-algébre de M,(K) et que I’application :
s: M —K
Ar—s(A)

est un homomorphisme d’algebres.
2. Montrer que si A est magique inversible, alors A~! est aussi magique.

3. Montrer que M est la somme directe du sous-espace vectoriel des matrices symétriques
magiques et du sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques magiques.

4. Pour chaque A € M,(K) on note fy I’endomorphisme de K" de matrice A dans la base
canonique de K". On pose

G=Vect((1,1,...,1)) et H={(x1,x2,...,x,) € K" : xj +x0+ -+ +x, =0}

a) Montrer que A € M <= G et H sont stables par fy
b) En déduire la dimension de M .

Probleme 2.4.8
Soient K un corps commutatif et M(K) I’algébre des matrices carrées d’ordre 2 a coéfficients
dans K.

1. Pour tout T € M(K), Montrer que les P.S.S.E :
) T?*=T
i) Il existe P € GLy(K) tel que T = PJP~!

. 1 0
ol J = ( 0 0 ))
iii) tr(T) = 1 etdet(T) =0

2. On suppose que K est un corps fini de cardinal g
a) Soit B I’ensemble de toutes les bases du K-espace vectoriel K? et soit (e1,e) la base
canonique de K?. Montrer que I’application :
D GLZ(K) — B
T +—— (Tey,Tes)

est bijective
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b) Sur K>\ {(0,0)} on définit Ia relation R_ par :
Vx e K2\ {(0,0)}, ¥y € K>\ {(0,0)} , xRy <= Jo €K : y=ox

1) Vérifier que R_est une relation d’equivalence
ii) Pour tout x € K*\ {(0,0)}, déterminer le cardinal de la classe de x modulo Ia rela-
tion ..
iii) Quel est le nombre des classes d’equivalence modulo la relation R_?
c) Montrer que (x,y) est une base de K 2, si et seulement si, il existe deux classes d’equi-
valence distinctes Cy et C, telles que x € Cy ety € C
d) Déduire, de ce qui précéde, le cardinal de GL,(K)

3. Onpose H={Pc GL,(K) : PJP"' =J}

(0 J:<(1) 8))

a) Montrer que H est un sous-groupe de GL,(K)

b) Montrer que P € H, si et seulement si, P est une matrice diagonale
¢) Quel est le cardinal de H ?

d) En déduire le cardinal de I’ensemble :

I(My(K))={T e My(K) : T>=T}
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Chapitre

Formes linéaires-Dualité

3.1 Définition et Exemples

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel, alors une forme linéaire sur E est une appli-
cation linéaire ¢ : E — K

Définition 3.1.1
Soit E un K-espace vectoriel. On appelle espace vectoriel dual de E, qu’on note E*, I’espace
vectoriel de toutes les formes linéaires sur E

E* = Lx(E,K)

Notations 3.1.1
Pour toute forme linéaire ¢ € E* et pour tout x € E on pose :

<x,0>=0(x)

Remarque 3.1.1

Si E est de dimension finie sur K alors E* est aussi de dimension finie et on a

dimg(E) = dimg (E*), donc dans ce cas E et E* sont isomorphes. Cependant, si E n’est pas de
dimension finie alors E peut ne pas étre isomorphe a E*, (Voir exemple ci-dessous)

Exemple 3.1.1
1. Soient K un corps commutatif et (eq,e2,- -+ ,ey,) la base canonique de K". Alors pour tout
y € K", I'application ¢, définie par :

1

n
Vxe K", <x,0,>= Zx,-y,- oll x =
=1

n
Xxie; ety =
i =1

n
Yi€i
i=1

est une forme linéaire sur K"
Réciproquement , pour toute forme linéaire ¢ € (K")* il existe un unique y € K" tel que :

n
Vxe K", <x,0 >=) xyi
i=1
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En effet, soient @ une forme linéaire sur K", (ey,es,...,e,) la base canonique de K" ety
I’élément de K" définie par
y=(0(e1),9(e2),...,9(en))

Alors on vérifie facilement que y est I’'unique élément de K" vérifiant :

n
VX e K", X = (x1,X%2,...,%,) = Q(x) = in)’i
i=1

2. Soit K un corps commutatif et soit x = (x,),en un élément de K™ alors I’application ¢
définie sur K[X| par :

n n
VPEKX], P=Y aX'= 0(P) =Y ax;
i=0 i=0
est une forme linéaire sur K [X|

Réciproquement, si ¢ est une forme linéaire sur K[X| alors il existe un unique x = (X, ) peN
élément de KN tel que :

n
VPEK[X], P=Y aX' =< Po>=) xa
i=0 i=0

En effet, soit ® : KN — (K[X])* , x — 0, définie par :

n

n n

VPEeK[X], P=Y aX' =< P, >=) xa
i=0 i=0

Alors ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc pour tout corps commutatif K,

(K[X])* est isomorphe a KN

Remarque 3.1.2

Le Q-espace vectoriel Q[X] n’est pas isomorphe a son dual Q"

En effet, pour chaque entier n > 0 posons E, = {P € Q[X] : deg(P) < n}, alors E, est un Q-
espace vectoriel de dimension finie =n+ 1, {l,X,XZ, -+, X"} est une base de E,, donc E,, est
isomorphe 3 Q"*!. Or Q est dénombrable donc pout tout entier n > 1 , Q" est dénombrable et
par suite Vn € N, E, est dénombrable.

On a QX| = GOEH est une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables, donc Q[X| est
n=

dénombrable
Or on sait que QN n’est pas dénombrable, donc Q[X] ne peut pas étre isomorphe a son dual.

3.2 Base duale

Proposition 3.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et (e, ez, -+ ,e,) une base de E. Pour
chaquei,i=1,2,--- ,n on définite; € E* par:

. e s [ lsij=i
v]a]_1725"'7n7ei(e])_811—{Osij?él«
Alors (e7,e5,--- ,ey) est une base de E* appelée base duale de (e1,e2,- - ,e,)
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Preuve 3.2.1
Exercice
Proposition 3.2.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (ej,es,---,e,) une base de E et
(e7,€5, - ,e;) sa base duale, alors on a :
1)
n
‘v’xEE,x:Z < x,e; > e
i=1
iI)
n
VOEE", 0=) <e,0>e¢f
i=1
Preuve 3.2.2 "
i) Soitx € E, alors x = Y xyex, donc pour touti ,i=1,1,--- n:

k=1

n
< x,ef >= Zxk < ep,e; >
k=1

Orpourk #i, <e,ef >=0et <e;ef >=1

DoncVi,i=1,2,---,n, <x,e; >=x; . D’ou le résultat

n
ii) Soit ¢ € E* alors ¢ = Y oye; donc pour chaquei,i=1,2,--- ,n:
k=1

n
<ej,hp>= Z oy < ei,e}z >
k=1

Donc pour la méme raison on aVi € {1,2,--- n}, o; =< e;,0 >

Remarque 3.2.1
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie =n, (e1, e, ...,e,) une base de E et (e}, e5,... ,e})
sa base duale.
Pour chaquei, 1 <i<netchaque j, 1 < j<n,ondésigne pare; ®e;‘~ , ’endomorphisme de
E défini par :
Vx€E, (e;®e))(x) =<x,e; > e

Alors la famille (e; ® €7} )1<i,j<n forme une base de L(E)
Pour chaque i et chaque j, on a

Mat(&@e;,(61,62,...,€n)) :Elj

ou les E;; sont les matrices élémentaires de M,(K).
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Exemple 3.2.1
1. E=K"et(ey,ez, - ,e,) la base canonique de K" alors (ej,e5,--- ,e;), sa base duale, est
définie par :

Vi,i=1,2,---,n,Vx€K"  x=(x1,x2,+ ,xp) =< x,€] >=2x;

Donc pour touti, i=1,2,---,n,e; estla i"“m¢ projection de K" sur K

2. K un corps commutatif et E = {P € K[X| : deg(P) < n} muni de la base canonique
(1,X,X?,---,X"). Alors la base duale (e],€5, - ,ey) de (1,X,X?,--- X" est définie par :

n

Vi,i=1,2,-+,n, VP EE, <Pej >=a; ol P=Y aX"*

k=0
Pour chaque a € K, soit ¢, la forme linéaire définie par :
VP e K[X|, <P,¢,>=P(a)
Alors ¢, a pour composantes sur la base duale de (1,X,X?,--- X" :
n . n .
Oy = Z <X',0,>e = Z’a’e;F
i=1 i=1
3. E=R"et(e1,er, - ,ey,) sa base canonique.
Dans ce cas, pour chaque i, i=1,2,--- ,n, on pose e; = dx; donc, d’apres le 1¢" exemple,

Vi, dx; est 1a i projection de R" sur R

Soit Q un ouvert de R" et f : Q — R une fonction différentiable au point xy € €, alors
on sait que f’'(xo) est une forme linéaire sur R" et par suite pour chaque i, < e;, f'(xo) >

ieme

est la i composante de f’(xo) sur la base duale (dxy,dxy,--- ,dx,) :

f(x0) = Z < e, f(x0) > dx;

i=1

Dans votre cours de calcul différentiel, vous avez vu que :
"0
£0) = Y 2L (o
= oxi

Donc on en déduit que Vi, i =1,2,--- ,n, g—é(xo) =<e;, f(x0) >

Proposition 3.2.3

Soiet E un K-espace vectoriel de dimension finie, (e, ez, - ,e,) une base de E et (e}, e, -

sa base duale . Soit u un endomorphisme de E et
A = (a; j)1<i j<n la matrice de u dans la base (e1,ez,--- ,e,), alors :

Vi, Vj, 1 <i,j<n, a;j=<u(ej),ej >
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Preuve 3.2.3
Pour tout j, j=1,2,---,n,ona:

n
ulej) =Y axjex
k=1

n
=<ulej),e; >= ZakJ <ey,e >
k=1
Or < er,ef >=0pourk #iet<e;e >=1dou:

Vi, Vj, 1<i,j<n, aij=<u(e;j),ef >

3.3 prolongement des formes linéaires

Théoreme 3.3.1
Soient E un K-espace vectoriel quelconque et F un sous-espace vectoriel de E
Alors toute forme linéaire sur F' se prolonge en une forme linéaire sur E.

Preuve 3.3.1

Soit y une forme linéaire sur F et soit G un supplémentaire de F dans E. E = F & G donc tout
x € E s’ecrit d’une maniere unique x = x; +xp avecx; € Fet xo € G

Pour x € E, x = x| +xp, posons ¢(x) = y(x;), alors ¢ € E* et  restreinte a F est égale a

Corollaire 3.3.1
Soit E un K -espace vectoriel. Alors pour tout x € E | x # 0 il existe ¢ € E*, telle que < x,0 >=1

Preuve 3.3.2
Posons F = Vect(x) = {a.x : a € K} et considerons I’application :
V:F—K
yr—y(y) =o
Ou a est I'unique élément de K tel que y = ol.x
Doncy € F* et <x,y >=1
D’apres le théoreme précedent Y se prolonge en une forme linéaire ¢ sur E

—= <X, 0 >=<x,y >=1

3.4 Orthogonalité

Définition 3.4.1
Soit E un K-espace vectoriel
i) Pour toute partie A de E, ’orthogonal de A dans E*, qu’on note AL, est la partie de E*
définie par :
At ={0€E" : Vx€A, <x,0>=0}

ii) Pour toute partie B de E*, I’orthogonal de B dans E, qu’on note | p, est la partie de E
définie par :
lp={x€E : VpeB, <x,0>=0}
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Proposition 3.4.1
i) Pour toute partie A de E, A* est un sous-espace vectoriel de E*
ii) Pour toute partie A de E, A+ = (Vect(A))*
(= & ={0p:}* =E)
iii) Pour toute partie B de E*, 1 g est un sous-espace vectoriel de E
iv) Pour toute partie B de E*, 1 g = L (y,q(p)
(:> lg= J—{OE} = E*)
V) E+ = {OE*} et Lpx= {OE}

Preuve 3.4.1
i) Pour chaque x € A soit X la forme linéaire définie sur E* par :

VO e E", <, X >=<x,0>

Donc A+ = N Ker(%)
xcA

A™ est une intersection de sous-espaces vectoriels de E*, donc A+ est un sous-espace vectoriel
de E*

ii) Remarquons d’abord que si A C B alors B C A*+. OnaA C Vect(A) donc (Vect(A)* C AL,
I’autre inclusion est aussi facile a voir

iii) I1 suffit de remarquer que 1 g = q)ﬂBKer((b)
S
iv) Exercice

v)
OEEt < Vx€E,<x,0>=0

Donc ¢ € E* si et seulement si, ¢ = O~
Si maintenant x € L g+ alors pour tout ¢ € E* | < x,¢ >= 0 donc x = O, car si x # 0, d’apres
le théorme de prolongement, il existe ¢ € E* tel que < x,0 ># 0

Théoreme 3.4.1

Soient E un K-espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E Alors :
— F* est isomorphe 4 E* /F~+
— (E/F)* est isomorphe a F~+

Preuve 3.4.2

i) Soit [ : E* — F* I’application qui a ¢ € E* fait correspondre la restriction de ¢ a F. Alors
il est clair que [ est linéaire et que, d’apres le théoreme de prolongement des formes linéaires, [
est surjective eton a :

q)EKer(l) <= (MF:OF*
<— VxeF <x,0>=0
— o¢oeFt
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Dot Ker(l) = F* et par suite on a le résultat.

ii) Soit s : E — E/F la surjection canonique et soit j : (E/F)* — E* I’application qui a
¢ € (E/F)* fait correspondre ¢ o s

Alors il est clair que j est linéaire et que j est injective

Soit y € Im(j), donc il existe § € (E/F)* tel que

Vx € E, <x,y >=<s(x),0 >

Donc en particulier pour toutx € F, < x,yy >=0
— Im(j) C F+
Soit maintenant y € F* et soit ¢ définie par :

Vx €E, <s(x),0 >=<x,y>

Sis(x) =s(y) alorsx—y € F donc < x—y,y >=0 et par suite ¢ définit bien une application et
ona¢ € (E/F)* avecl(§) =y
D’ou lerésultat

Corollaire 3.4.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout sous-espace vectoriel F de E,
ona:

dimg(E) = dimg (F) + dimg (F*)

Preuve 3.4.3
On sait que (E/F)* estisomorphe a F*, donc dimy ((E/F)*) = dimg (F*) avecdimg ((E/F)*) =
dimg(E/F) = dimg(E) —dimg (F). D’ou le résultat

3.5 Bidual - Base préduale
Définition 3.5.1

Soit E un K-espace vectoriel, on appelle bidual de E, qu’on note E**, I’espace vectoriel dual de
E*

Remarque 3.5.1
Considerons I’application
j:E—E™
x— j(x) =%

ol x: E* — K est définie par :
Vo EE", <X,0 >=<x,0 >

Alors j est liéaire injective, donc E s’identifie canoniquement a un sous-espace vectoriel de E**
En particulier, si E est de dimension finie, alors j est un isomorphisme et dans ce cas E s’iden-
tifie canoniquement a E**

Donc E*** s’identifie a E*, E**** s’identifie a E, etc. ..
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Proposition 3.5.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n.

i) Pour toute base (91,¢2,...,9,) de E*, il existe une base (vi,v2,...,v,) de E, appelée base
préduale de (Q1,9z,...,0,), telle que

Vi, 1<j<n, vi=0;

ii) Soient (ej,ey,...,e,) une base de E, (91,92,...,9,) une base de E* et (vi,vy,...,v,) sa
base duale dans E. Soient P la matrice de passage de (ej,ea,...,e,) & (vi,v2,...,v,)et Q
celle de (e7,¢€5,...,€;) a(Q1,92,...,9,). Alors

0= (<e,9;>)<ij<n et P=("Q)"!

Preuve 3.5.1
i) Soit (Q1,92,...,9,) une base de E* et soit (¢}, 95,...,¢;) sa base duale dans (E*)* =
E**. Puisque E est de dimension finie, alors I’application
j:E— E**
x+— X
est bijective. Donc ’image réciproque (vi,va,...,v,) de (Q],93,...,9};) par j est une

basede E etonaVj, 1< j<n,v;= (p;f. Par suite pour tout i, 1 <i < n et pour tout j,
1 < j<n,onaura

<V;,Q; >=< (Pj,ﬂ' >=<0;,Q; >= Sij
DoaVj, 1<j<n, @j=vj.
ii) Psons Q_1 = ((Xij)lgi,jgn et P= (pij)lgi,jgn- Alors

n n
Vj, 1<j<n, ef=Y ogjgr et vj=Y pijex
k=1 k=1

Donc pour tout i et pour tout j on aura
n n

<vj,e; >=Z(ij<vi,(Pk> et <vje; >:Zpki<ek,e;‘->

k=1 k=1

Puisque pour tout k, ¢y = vy, alors pj; = 0;;.

3.6 Transposée d’une application linéaire

Définition 3.6.1

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u : E — F une application linéaire. On appelle appli-
cation transposée de u, qu’on note 'u I’élément de Lx (F*,E*) défini par :

Vo € F*, u(¢p) =dou
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Remarque 3.6.1
D’apreés la définition de 'u on a :

Vo € F*, Vx € E, < x,u(d) >=< u(x),d >

Proposition 3.6.1
Soient E, F deux K-espaces vectoriels et u : E — F une application linéaire. Siv : F* — E*
est une application linéaire vérifiant :

Vo e F*,Vx€E, <x,v(0) >=<u(x),d >
Alors v ="u, (c.a.d : 'u est I'unique élément de Lg (F*,E*) vérifiant la relation ci-dessus)

Preuve 3.6.1

Exercice
Proposition 3.6.2
i) a)
Yu € Lx(E,F), Vv € Ly (E,F), "(u+v) ="u+"
b)
VA €K, Vu € Lg(E,F), "(Au) =A'u
ii)
Vu€ Lg(E,F), Vv € Li(F,G), "(vou) ="uo'v
Preuve 3.6.2
Exercice

Théoreme 3.6.1
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u une application linéaire de E vers F, alors :

i) Ker('u) = (Im(u))*
i) Im('u) = (Ker(u))*

Preuve 3.6.3
1)
O € Ker('u) <= "u(0) = Og+

— VxeE, <x, u(0) >=<u(x),0 >=0
> € (Im(u))*
Dot Ker('u) = (Im(u))*
ii) Soit y € Im("u) donc il existe ¢ € F* tel que :
Vx € E, <u(x),0>=<x,y>

Donc en particulier, pour x € Ker(u) on a < x,y >=0
Donc Im("u) C (Ker(u))*
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Soit maintenant € (Ker(u))*. Montrons qu’il existe ¢ € F* tel que W = "u(¢)

Pour cela, soit G un supplémentaire de Im(u) dans F et soit ¢ : F — K la relation qui a y €
F ,y=u(x)+z avec z € G fait correspondre

<y 0>=<x,y>.

Alors ¢ définit bien une application, car si u(x) = u(x') alors x — x' € Ker(u) et par suite <
x—x, ¢y >=0, ety est linéaire et on a :

Vx €€ E, <u(x),0>=<x,y>
Donc y ="u(d)

Théoréeme 3.6.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E,
B=(er1,e2,-,ey) une base de E et A = (a; j)1<i j<n = Mat(u, ), alors

Mat('u,p*) =4

ot B* est la base duale de B.

Preuve 3.6.4
Rappelons que a; j =< u(e;),ej >
Soit B = (b; j)1<i,j<n la matrice de t, dans la base (e],e,--- ,e;;) alorson a :

n
vja ]: 1723"'7717 tu(e}’f) = Z bkvje/t
k=1
Donc pour touti, ]l <i<nona:
n
< ei,tu(e;‘-) >= Z bkjj < ei,e,t >= b,',j
k=1

Donc b; j =< ei,tu(e}f) >=< ”(ei)aej' >=dji
D’ou le résultat .

3.7 Exercices

Exercice 3.7.1
Soient E = R3[X] I’espace vectoriel des polynémes réels de degré < 3, B = (eq,e1,e2,e3) la
base canonique de E et F' la partie de E définie par :

PeF<=P(1)=0et P'(0)=0

Rappelons queeg = 1, e; =X, ep = X2 etez = X°.
1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et déterminer une base de F .

2. a) Quelle est la dimension de F+ ?
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b) Montrer que
¢ € F <= ¢(eo) = (e1) = ¢(e3)

c) Soient @y, @1, @2, et @3 les formes linéaires définies par :

0o = €,

01 = ey +e]+e;
P2 =ej—¢;

03 =e;—e;

Vérifier que (o, 91,92, 93) est une base de E et déterminer sa base préduale (v, vy, va,Vv3).

Exercice 3.7.2
Soient n un entier > 1 et R,[X]| I’ensemble des polynémes a coéfficients réels de degré < n et
soit I’application
¢:R,[X] —R
P— @(P) = [} P(t)dt

a) Montrer que R, [X] est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?

b) Montrer que ¢ est une forme linéaire sur R, [X].

¢) Pour chaquei€ {0,1,...,n}, soit ’application

(PiZRn[X]—>R
P— P(%)

i
n
Montrer que Vi € {0,1,...,n}, ¢; est une forme linéaire sur R, [X| et que (9o, P1,...,P,)

est une base de (R, [X])*.
d) En déduire qu’il existe des scalaires ag,ay,...,a, tel que

1 n i
VP € R,[X], /0 P(t)dt =Y a;P(-)
i=0 n

Exercice 3.7.3
Soit E I’espace vectoriel des polyndmes de degré < 3 a coéfficients réels. On considere les
formes linéaires @1, 92,93, Q4 définies sur E par :

VP EE, ¢1(P)=P(0), 92(P) = P(1), 93(P) = P'(0), 94(P) = P'(1)
ou P’ désigne le polynoéme dérivé de P.
a) Montrer que B* = (@1, 92,03,04) est une base de E*.

b) Déterminer la base B de E telle que ‘B* soit la base duale de B.
¢) Soit ¢ la forme linéaire sur E définie par :

VPEE, o(P)= /OIP(t)dt

Déterminer les composantes de ¢ dans la base B*.
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Exercice 3.7.4
Soit E = K,,[X], dans chacune des cas suivants, montrer que 3 est une base de E et d“’eterminer
sa base duale

i) B=(90,01,...,9,), ot chaque @;, 0 < i < n, est définie par :

VP c E, (pi(P) :P(x,-)

ol xq,X1,...,X, sont des éléments de K deux a deux distincts.
ii) B=(9o,01,--.,0,), ot chaque @;, 0 < i < n, est définie par :

VP € E, ¢;(P) = PY(0)
iii) B = (9o, P1,--.,0,), ot chaque @;, 0 < i < n, est définie par :
WP € E, ¢,(P) = PU(x;)
ou xp,Xx1,...,X, sont des éléments de K deux a deux distincts.

Exercice 3.7.5
Soient E = K, [X] et ¢ une forme linéaire sur E.

1. On suppose qu’il existe a € K tel que
VP e K,—1[X], o((X —a)P) =0

Montrer qu’il existe A € K tel que VP € E, @(P) = AP(a).
2. On suppose qu’il existe a € K tel que

VP €K, 2[X], o((X —a)*P) =0
Montrer qu’il existe (A, u) € K? tel que
VP € E, ¢(P) = AP(a) +uP'(a)

Exercice 3.7.6
1. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et si I’espace
quotient E /F est de dimension finie, alors E est de dimension finie.

2. Soient @1,@y,...,0, des formes linéaires sur E. Montrer que si E est de dimension infinie
alors N Ker(@;) # {0} et que N, Ker(¢;) est de codimension finie.

Exercice 3.7.7
Soit E un K-espace vectoriel quelconque et p un entier > 1. On suppose qu’il existe p formes
linéaires @1, @2,...,0,, telles que

VXeE, @i(x) =@(x)=--=0@,(x) =0=x=0

Montrer que E est de dimension finie < p.
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Exercice 3.7.8
Soient f1, f>,...,f, des fonctions de R vers R, telle que (f1, f,...,f,) soit libre dans RE,
Montrer qu’il existe des nombres réels x1,x2, . ..,x,, telle que
det ((fi(x/)1<ij<n) #0
Exercice 3.7.9

Soient K un corps commutatif et E = K,[X]. Soient Q € E et pour chaque i, | <i<n, Q; =
O(X +1i).

1. Montrer que (Q,Q’,0Q",...,0™) est une base de E.

2. Montrer que si ¢ est une forme linéaire sur E, alors il existe (cl, 0.y, . ..,0,) € K"1, tel

que
VP € E, ¢(P) = apP(0) + 0 P (0) + aaP" (0) + - - - + 0, P (0)

3. Soit @ € E*, telle que 9(Qp) = ¢(Q1) = ... = ¢(Q,,) = 0. Montrer que ¢ est nulle.
4. En déduire que (Qo,Q1,...,Qn) est une base de E.

Exercice 3.7.10
Soient K un corps commutatif, A = (a; j)1<i j<n un élément de M, (K). Rappelons que Ia trace
de A est dfinie par :

n
ll”(A) = Z ai
i=1

a) Montrer que pour tout A,B € M, (K), tr(A.B) =tr(B.A) et en déduire que deux matrices
semblables ont méme trace
b) Montrer que si pour tout A € M,(K) , tr(A.B) =0 alors B=0
c) Montrer que I’application ® : M,(K) — (M, (K))* qui a A fait correspondre ¢4 qui est
défini par :
VB e M,(K) , <B,04 >=1tr(A.B)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels

d) Soit A € M,(K) tel que pour tout B € M,(K), A.B= B.A. Montrer qu’il existe A € K tel
que A =\.1

e) Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(K) tel que :

VA e M,(K), VB e M,(K), ¢(A.B) =(B.A)
Montrer qu’il existe A € K tel que :
VA € M, (K) , §(A) = A.tr(A)

Exercice 3.7.11
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E tel que u’ —
2u® 4+ u = 0. Montrer que tr(u) € N

Exercice 3.7.12
Soient E = {P € C[X] : deg(P) <2}, (e1,e2,e3) la base canonique de E. Rappelons que
e1=1,ep =X etej = X2
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a) Déterminer la base (e}, e5,e3) de E* duale de la base (e, e2,e3)

b) Soient a,b,c trois éléments de C deux a deux distincts. On pose
PiI=X-b)X—c¢),hL=(X—c)(X—a)etP3y=(X—a)(X—b). Montrer que (P,,P>,P3)
est une base de E et trouver les coordonnées d’un polynéme P dans cette base

c) Déterminer la base (P;,P;,P;) duale de la base (P, P, P3)

d) Soit u I’endomorphisme de E défini par :

VPEE , u(P)=XP +P

Déterminer 'u

Exercice 3.7.13
Soient B, et B, deux bases d’un K-espace vectoriel E et soit P la matrice de passage de By a
B,. Déterminer la matrice de passage Q de ‘B| a ‘B;.

Exercice 3.7.14
Soient E, I’espace vectoriel des polynémes de de degré < n a coéfficients réels, agp,ay,...,a
des réels deux a deux distincts et fy, f1,..., fn les formes linéaires sur E,, définies par :

Vj, 1< j<n,VPE€E,, fj(P)=P(aj)

a) Montrer que B* = (fo, fi,...,fn) est une base de E;'.
b) En déduire que la matrice (a’]‘-)og jk<n est inversible.
¢) Déterminer la base ‘B de E,, telle que ‘B* soit la base duale de ‘B.
d) (Interpolation de Lagrange). Etant donnés des réels by,by,...,b,, déterminer un poly-
noéme P tel que
Vj, 0< j<n, Plaj) =b;

Exercice 3.7.15
Soient a et b deux nombres réels quelconques et @1, 2, @3 les formes linéaires définies sur R>

par
Q1(x,y,2) =x+ay+bz

@2(x,3,2) = ax+a’y+z
03(x,y,2) = bx+y+a’z
a) Trouver une condition necessaire et suffisante sur a et b pour que (@1, 92,93) soit une
base de (R?)*.
b) Dans le cas oita = 1 et b = 2 déterminer, dans R>, la base préduale de (¢1,92,93).

Exercice 3.7.16
Soient K un corps commutatif, 1,9z, ...,9, les formes linéaires sur K" définies par :

Vi,1=1,2,...n—1, @;(x) =xi +Xit1, Qu(x) =x1+xp

a) Pour quelles valeurs de n, (91,92, ...,9,) forme une base de (K")* ?
b) Dans le cas ol (91,¢2,...,9,) forme une base, déterminer dans K" sa base duale.
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Exercice 3.7.17
Soient E un K-espace vectoriel et §,01,07,...,0,, des formes linéaires sur E. (im > 2). Montrer
que les propositions suivantes sont equivalentes :

i) F]Ker(d),-) C Ker(0)
i=1

ii) Il existe 01,0, ...,0,;, € K tel que ¢ = % oL ;
i=1
Exercice 3.7.18
a) Soit K un corps commutatif. Montrer que (K[X])* est isomorphe a KV, le K-espace
vectoriel de toutes les suites de K
b) Montrer que QN n’est pas dénombrable
c¢) En déduire que Q[X] n’est pas isomorphe a (Q)*
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Chapitre I

Formes multilinéaires - Déterminants

4.1 Formes multilinéaires

4.1.1 Définition et proprietés élémentaires

Définition 4.1.1
Soit E un K-espace vectoriel et p un entier > 1, une forme p-linéaire sur E est une application :

f:EP — K

(x1,%2,...,%p) — f(x1,%2,...,Xp)
telle que pour chaque i, 1 <i < p, I’application :

fi:E—K
X (Xl,XQ,. ey Xi—15 X, Xj4 1y - - ,xp)

est une forme linéaire sur E .
Remarque 4.1.1

1. Soit f une forme p-linéaire sur E, s’il existe i, | <i < p, tel que x; =0
alors f(x1,x2,...,x,) =0
Une forme 1-linéaire sur E est tout simplement une forme linéaire sur E.
Une 2-forme sur E s’appelle une forme bilinéaire sur E.
Une 3-forme sur E s’appelle une forme trilinéaire sur E.

ok

On note L,(E) I’ensemble de toutes les formes p-linéaires sur E, alors L,(E) est un
K-espace vectoriel, c’est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel de toutes les ap-
plications de EP vers K.

Notations 4.1.1

Pour chaque entier n > 1, on pose N, = {1,2,...,n}. On note F (N,,N,,) I’ensemble de toutes
les applications de N, vers N,,. On rappelle que toute application de N, vers N,, est déterminée
par un unique p-uplet de N}, autrement dit, I’application :

T(NpaNn) B NII’;
¢— (¢(1),0(2),--.,0(p))
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est une bijection.

Rappelons aussi qu’une bijection de N, vers N, s’appelle une permutation de N,, que I’en-
semble de toutes les permutations de N,, se note S, et que S,, munit de la loi de composition des
applications est un groupe.

Reégles de calcul

1. Si f est une forme bilinéaire sur E, alors

1)
Vx1,x2,1,y2 € E, Yaur,00,B1,B2 € K, f(aux) +02x2, B1y1 + Bay2)
= ouBif(xr,y1) +ouPofxr,y2) +0Pif(x2, 1) + 0B f(x2,2)
ii)
VX1,XQ,...,xn cE, Vy1,y2,...,yn cE, VOC],O(Q,...,OCn €k, VB],Bz...,Bn €Kk,
n n
S oxi, Y Bivi) =Y, oiBjf(xi,y))
= A (1,1)eNs
2. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, (e1,e3,...,e,) une base de E et f
une forme p-linéaire de E. Soit (x1,x2,...,x,) € E?, alors

n
Vj, 1<j<p, xj=) aje
i=1

Donc on aura

n

n n
f(x17x27"‘7x[7) = f( Z ai 1€, Z Aj52€)5 5+ -y Z aippeip>

i1=1 ir=1 ip=1

= Y, anaai,fe e, ei,)
(il,iz,...,ip)ENﬁ

Pour chaque (iy,i2,...,ip) € N, soit @ € F (N,,N,) définie par :

o(1)=i1, 9(2) =iz, ..., 9(p) =i,

alors on aura

fOnx,xp) = Y ag)1e2)2" de(p).pf (€g(1):€p2)s -+ €o(p)
0 F (NN,
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4.1.2 Formes multilinéaires alternées

Définition 4.1.2
Soient E un K-espace vectoriel et f une forme p-linéaire sur E,
i) On dit que f est symétrique, si

Vo € Sp, V(x1,%2,--.,%p) € EP; f(Xo(1)sX6(2)s- - - Xa(p)) = F(X1,%2,- .-, Xp)
ii) On dit que f est antisymétrique, si
Vo € Sp, V(x1,%2,---,%p) € EP, fXo(1)5X6(2)s - - - 1%6(p)) = E(O) f(*1,%2, -, Xp)
iii) On dit que f est alternée, si
V(x1,x2,...,xp) € EP Vi, Vj, 1 <i,j<p, [i# jetx;=xj] = f(x1,x2,...,%,) =0

Remarque 4.1.2
Soit f une forme bilinéaire sur E, alors
i) f est symétrique, si et seulement si

V(x,y) € E%, f(3x) = f(x,)
ii) f est antisymétrique, si et seulement si
V(x,y) € E%, f(v.x) = —f(x,y)
iii) f est alternée, si et seulement si
Vx€E, f(x,x) =0

Théoreme 4.1.1
Soient E un K-espace vectoriel, ott K est un corps de caractéristique # 2, et f une p-forme sur
E, alors f est antisymétrique, si et seulement si, f est alternée.

Preuve 4.1.1

(=) Supposons que f est antisymétrique et soit (x1,x2,...,x,) € EP, tel qu’il existe i et j avec
i # j etx; = xj. Montrons que f(x1,x2,...,x,) = 0, pour cela, supposons par exeple que i < j,
et soit T la transposition de S, qui échange i et j, rappelons que T est définie par :

©(i) = J, ©(j) =i, ett(k) =k, Vk € N\ {7, j}
Puisque f est antisymétrique, alors on a :

f(xt(l),xt(z), s Xg(i)y e Xg(f) e ,xt(p)) = E(T)f(xl,xz, coey Xy Xy ,xp)
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D’autre part, on a

f(xT(l),xT(z),...,xr(l-),...,xt(j),...,xr(p)) = flxr, X0, x),. X0, xp)

(Carxi:xj)

Donc on aura
2k f(x1,22, .. Xiy oo Xy, Xp) =0

Puisque K est de caractéristique # 2, alors

fxi,x2,...,xi,...,Xj,...,xp) = 0 et par suite f est alternée.

(<=) Supposons que f est alternée et montrons que f est antisymétrique. Pour cela et puisque
Sp est engendré par les transpositions, il suffit de montrer que si T est une transposition de S,
alors

f(xt(l),xr(z), ... ,xt(p)) = S(T)f(xl,xz, R ,xp) = —f(xl,XQ, R ,xp)

Posons T = (i, j) avec i < j, puisque f est alternée, alors on a
fxn,xo, . oxi+xj,. 0 xi+xj,...,x,) =0
D’autre part, puisque f est p-linéaire et f alternée, on a
fxnxo, . oxi4+xj, . xi+xj, ., X)) =

Fxn,x0, Xy Xy Xp) + F (X1, X0, X Xy Xp)
D’oll f(x1,X2,..., X}, .y Xiye o, Xp) = — F(X1,X2, .0, Xy oo, Xy o, Xp)
Remarque 4.1.3
1. D’apres la démonstration précédente, si K est de caractéristique 2, alors toute forme al-

ternée sur E est antisymétrique, cependant, dans ce cas, la réciproque n’est pas toujours
vraie. Par exemple, soit K = 7./27,, E = K" et f la forme bilinéaire définie par :

n
Six= (x17-x27"'7xn)7 ety = (y17y27' '-7)’n)> alors f(x7y) = in)’i
i=1

alors f est a la fois symétrique et antisymétrique, mais non alternée.

2. On note AP(E) I’ensemble de toutes les formes p-linéaires alternées sur E. Alors A (E)
est un K-espace vectoriel, c’est un sous-espace vectoriel de L,(E).

Théoréme 4.1.2

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, alors on a
i) Pour tout p > n, AP(E) = {0}.
ii) A"(E) est de dimension 1.
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Preuve 4.1.2
i) Soit (eq,ez,...,e,) une base de E et f une p-forme alternée sur E avec p > n. On doit
montrer que f est nulle. Pour cela, rappelons que si (x1,x2,...,x,) € E? tel que

Vj, 1<j<p, Xj= Zal]el
alors d’apres ce qui précéde (Voir exemple 4.1.1),on a :

f()q,XQ,...,xp) = Z a‘P(l)Ja‘P(z)vz'"a¢(P)7Pf(€¢(1)’e(P(2)""’e(P(P))
< F (Np,Ny)

Puisque p > n alors V¢ € F (N,,N,), ¢ est non injective, donc pour tout ¢ € F (N,,N,), ¢,
il existe i € N, et il existe j € N, avec i # j tel que ¢(i) = @(j) et puisque f est alter-
née, alors f(eq(1),€g(2):- - -»€q(p)) = 0 et ceci Vo € F(N,,N,), donc f est identiquement
nulle.

ii) Si maintenant p = n, alors, d’aprés ce qui pécéde, pour chaque @ ¢ S, on a

fleg(1):€p(2),-- - €pn)) =0

Donc pour tout (x1,x2,...,x,) € E", on a
flxr,x2,..0,% Z as(1),1%6(2 nf(ec 6(2)r- --ec(n))
cES,
Z €0 ),186(2)2 -+ ac(n)’nf(el,ez,...en)
cES,

(Car f est alternée, donc f est antisymétrique.)

Posons A(x1,x2,...,X, Z e(o ),146(2) 2+ - Ag(n)n €t A= f(e1,e2,...€y)
oS,

Alors A€ A"(E) et f = A, donc A"(E) = Vect(A) avec A # 0,
car Aley,ea,...,e,) =1, donc dimg (A" (E)) = 1
Il est clair que A est p-linéaire. Vérifions que A est alternée, pour cela,
soit (x1,x2,...,X,) € EP tel que, il existe i et il existe j, 1 <i < j < p et x; = x;, on doit
donc montrer que f(xy,x3,...,x,) = 0. Soit T = (i, j) la transposition qui echange i et j,
alorsona:

AX1, ey Xy oo Xy ooy Xy) = Z 8(0)00(1)71.--ac(i)J'---a(j(j)hj---ac(n%n
ceSy,
Soit A, le sous -groure de S, constitué des permutations paires. Rappelons que
A, ={c €S, : (o) =1} et que pour toute transposition T € S,
(S, \A,) ={t6 : 6 €S,\A,} =A,. On a alors :

Z S(G)ac(l),l .. -ac(i),i .. .ac(j)d- .. .ac(n)ﬂ

cES,

= Z E(G)ac(l),l Ao (i) Ao(j),j -+ Ao(n)n

CEA,
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+ Z E(G)ac(l),l celg(i)i- - Ao(j),j -+ - Ao(n)n
6<S,\A,

= Z S(G)ac(l),l o+ lg(i),i- - Ao(j),j - - - Ao(n)n
CEA,

+ ), &(0)ds@)).1 -+ doa(j)).i - - Ao(a(i). - - - dole(m)
ceSL\Ay,

Dans le deuxieme membre de cette somme faisons le changement d’indice ¢ = TG, donc
on aura, £(6) = —€(@) et lorsque G décrit S, \ A,, ¢ décrit A,, et par suite on a :

Z S(G)GGT(I)J - Aor(f),i- -+ Aot(i),j -+ - Aot(n)n
GESL\Ay

= — Z 8(G)a<p(1)71 .. .a(p(j)7,- .. .a(P(,-)J .. .aq,(n)m
©EA,

Orx; = xj, donc pour toutk, 1 <k <n, ay; = ay ; et par conséquent on aura Ag(j),i = dg(j),j
etaq(i),j = dg(i),i» donc
AXT, oy Xy oo Xy Xy) =
Y. &(0)do(i),1---Ao(i)i- - Ao(j),j - Aotmyn— Y, E(@)dg(1)1---Ag(i)i---Ag(j)j - Don)n =
GEA, (PeAn
D’ou1 le résultat.
Exemple 4.1.1

1. Sidimg(E) =2, si f est une forme bilinéaire alternée sur E et si (e1,e) est une base de
E, alors pour x = x1e1 +x2e2 ety = y1e1 +y2e2, 0n a

X
f(x,y) = f(x1e1 +x2e2,y1€1 +y2020) = (x1y2 —x2¥1) f(e1,€2) = x; ;;;’f(el,ez)
Donc
X1 )
A(x,y) =
(x,y) g

2. Sidimg(E) = 3, si f est une forme trilinéaire alternée sur E et si (e}, ea,e3) est une base
de E, alors pour x = x1e| +xze +Xx3e3,y = yje| +y2e2 +y3e3 etz = zjey +22e2 + 2363,
ona

flx,y,z) = f(xier +xe2+x3e3,y1€1 +y200 +y3€3,21€1 + 2202 +23€3)
= (lezza —X1Y322 —X2Y123 +X3y121 + X2y321 _x3y2zl)f(elvezae3>

X1 y1 2
= |x y2 z3|f(e1,ea,e3)
X3 Y3 23
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4.2 Déterminants

4.2.1 Déterminant d’un systéme de vecteurs

Définition 4.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, B = (ejy,ez,...,e,) une base de E et
(x1,x2,...,%,) € E" tel que :

n
Vj, 1<j<n xj=) aje
i=1

On définit le déterminant de (x1,xy,...,X,) par rapport a la base (ey,e,...,e,), par :

detB(xl,xz, ... ,xn) = A(Xl,.X2, ... ,xn) = Z 8(0)a0(1)71a0(2)72 <o+ Ag(n),n

cES,
Remarque 4.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, B = (ej,e,...,e,) une base de E et
(x1,x2,...,%x,) € E", alors d’apreés ce qui précéde, I’application :
detg : E" — K
(X1,X2,...,X,) — detp(x1,X2,...,%)

est une forme n-linéaire alternée sur E telle que pour toute forme n-linéaire alternée f sur E, on
a

fx1,x2,...,x,) =detp(x1,x2,...,%,) f(e1,€2,...,€n)
En particulier, si B' = (¢},¢€},...,€),) est une autre base de E, alors f = detp est une forme

n-linéaire sur E, donc on aura
V(x1,x2,...,X%,) € E", detg(x1,x2,...,%,) = detp(x1,X2,...,X,)detg (B)

Donc nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 4.2.1
E un K-espace vectoriel de dimension finie = n,
B=(e1,e2,...,en) et B' = (€},é,...,e,) deux bases de E. Alors,

detp(B')dety (B) = 1

Preuve 4.2.1
D’apres la remarque précédente, on a

1 =dety(B') = detg(B')dety (B)

Théoréme 4.2.2
Soient E un espace vectoriel de dimension finie = n et (x1,x2,...,x,) € E". Alors (x1,x2,...,X)
est une base de E, si et seulement si, il existe une base B = (ej,ep,...,e,) tel que

detp(x1,x2,...,%,) #0

Preuve 4.2.2 (Exercice)

79 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 4. FORMES MULTILINEAIRES - DETERMINANTS 80

4.2.2 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition 4.2.1
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie =n, B = (ey,e3,...,e,), etu un endomorpisme
de E. Alors la quantité :

detp(u(ey),u(ez),...,u(ey))
ne dépend pas de la base B.

Preuve 4.2.3
Soit B' = (€),é,,...,e.) une autre base de E. On doit démontrer que
1:€2 n q

detg (u(ey),u(éh),... u(e)) = detg(u(ey),u(er),...,ule,))
Pour cela, considérons I’application f définie par :
V(x1,X%2,...,X%,) €E", f(x1,x2,...,%,) =detg(u(x),u(x2),...,u(x,))

Alors il est clair que f est une forme n-linéaire alternée sur E, donc d’apres ce qui précéde, on
aura :
V(x1,x2,...,x,) € E", detg(u(x1),u(x2),...,u(x,))

=detp(x1,x2,...,x,)detg(u(ey),u(ez),..., ule,))

En paticulier, on a :

detp(u(ey),u(éh),... u(e),)) = detg(B)detg(u(ey),u(es),... u(e,)) (1)
D’autre part, I’application g définie par

V(x1,X%2,...,X%,) €EE", g(x1,X2,...,X,) = detp/(x1,X2,...,%,)
est une forme n-linéaire sur E, donc on aura aussi,
V(x1,x2,...,%,) € E", detg(x1,x2,...,x,) = detg (B)detg(x1,X2,...,%,)

Donc en paticulier, pour (x1,x2,...,x,) = (u(e}),u(é)),...,u(e),)), ona

detg (u(ey),u(éh),... u(e)) = dety (B)detg(u(e)),u(éy),...,ule,)) (2)
D’apres (1) et (2), on déduit que

detp (u(e)),u(és),...,u(e),)) = dety (B)detg(B')detp(u(ey),u(es),. .. ,u(e,))

Puisque detg (B)detg(B') = 1, alors on a le résultat.

Définition 4.2.2
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie = n, B = (ey,ez,...,e,) une base de E et u un
endomorpisme de E. On définit le déterminant de u par :

det(u) = detp(u(ey),u(ez),... ule,))
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Remarque 4.2.2
1. D’apres la proposition précédente, la définition a un sens, car det(u) ne dépend pas de la
base choisie.

2. Supposons que
Vi, 1 <j<n, u(ej) Za,]el

Alors on a
det Z £(0 ),186(2),2 - - - As(n),n

ceS,

Théoreme 4.2.3
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors
i) det(ldg) =1
ii) Yu € Lg(E), Vv € Lg(E), det(vou) = det(v)det(u)
iii) Un endomorphisme u est inversible, si et seulement si, det(u) # 0.

Preuve 4.2.4
Fixons une base B = (ey,e3,...,e,) de E. Alors
1)
det(IdE) = del‘3<61,€2, .. ,en) =1

ii) On sait que pour tout (x1,x2,...,x,) € E", on a
detg(v(x1),v(x2), .., v(xn)) = detg(x1, %2, .., xp)dets(v(e1),v(€2),...,v(en))
Donc en particulier, pour (x1,xa, .., %) = (u(e1),u(e2), ..., u(ey)), on aura
detg(v(u(er)),v(u(ea)), ..., v(u(en)))
=detp(u(er),u(ez),...,u(e,))detg(v(er),v(ez),...,v(en))

D’ou Ie résultat.
1i1)
det(u) #0 <= detg(u(er),u(ez),... ule,)) #0
<= (u(ey),u(ez),...,u(e,)) est une base de E

<= y est inversible

4.2.3 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 4.2.3
Soient K un corps commutatif et A = (a; j)1<i j<, Une matrice carrée d’ordre n a coéfficiens dans

K. Alors le déterminant de A est défini par :

det Z E(0 1),196(2),2 - - - Ao (n),n

cES,
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Remarque 4.2.3
1. SoitA = (a; j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n a coéfficients dans K, B= (e1, ez, ..., e,)
la base canonique de K". Pour chaque j, 1 < j < n, posons

n
Vj = Z a,~7je,~
i=1
Alors vi,va,...,v, s’appellent les vecteurs colonnes de la matrice A et on a
det(A) = detp(vi,va,...,vy)

2. Soient E un K-espace vectoriel, B= (ey,e,...,e,) une base de E, u un endomorphisme
de E et A = (aj,j)1<i,j<n la matrice de u dans la base B. Alors

det(u) = det(A)

En effet, on a :
Vj, 1<j<n, ule;) =Y aijei
i=1

3. En pratique, le déterminant d’une matrice A = (a; j)1<i j<n, S€ NOte

al di2 ... Qip
ai dx2 ... Qg
nl Gp2 ... Qpg
4. Puisque det(A) = detg(vi,va,...,vy), OU vi,Vvy,...,v, sont les vecteurs colonnes de la

matrice A et puisque detp est une forme n-linéaire alternée, alors

i) Sil’on effectue une permutation G sur les colonnes de A, det(A) se change en€(c) det(A).

ii) Si les vecteurs colonnes de A forment un systéme lié, alors det(A) = 0.

iii) VA € K, det(AA) = A" det(A)

iv) Le déterminant ne change pas de valeur, si I’on ajoute a une colonne de A une com-
binaison linéaire quelconque des autres colonnes de A.

Théoréeme 4.2.4
Soient K un corps commutatif, A et B deux matrices carrée d’ordre n a coéfficients dans A et I,
la matrice identité. Alors

i) det(I,) =1

ii) det(AB) = det(A)det(B)

iii) A est inversible, si et seulement si, det(A) # 0

Preuve 4.2.5
i) Trivial
ii) Soient u et v les endomorphismes de K" de matrices respectivement A et B dans la base
canonique de K", donc uov est de matrice AB dans la base canonique de K". Par suite on
a:
det(AB) = det(uov) = det(u)det(v) = det(A) det(B)
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ii1) Exercice

Proposition 4.2.2
Soient A une matrice carrée, alors det('A) = det(A), ol ’A désigne la matrice transposée de A.
Preuve 4.2.6
Posons A = (aiyj)lgi,jgn et IA = (bi,j)lﬁi,jﬁn alors \V/i, VJ, bl}j =daji, donc
det tA Z E(OC o(2),2 Z €(0 al 6(1)42,6(2) - - - An,(n)

cES, cES,

Remarquons que pour tout ¢ € S, on a

al,c(l)aZ,o(Z) .. .anﬁ(n) = dg-1 (1)71(16—1 (2)2-- -dg-1 (n),n
Puis posons ¢ = 6~ ! et remarquons que €(¢) = €(6~!) = &(c), donc on aura :

det tA Z AL 1),19¢9(2),2 -+ - Ao(n),n = det(A)
0ES,

4.2.4 Développement d’un déterminant

Définition 4.2.4
Soit A = (aj j)1<i,j<n Une matrice carrée d’ordre n. On appelle mineur relativement au terme
a; j, le déterminant de la matrice d’ordre n — 1 obtenue en supprimant dans A la i““m¢ Jigne et la

j'"¢ colonne.

Notations 4.2.1
On note A; j le mineur relativement au terme a; ;

Théoreme 4.2.5 (Développement d’un déterminant suivant une colonne)
Soit A = (a;,j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n. Alors

(—1)*a;jA;

M=

Vj, 1< j<n, det(A) =
1

~.

Preuve 4.2.7
Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin du lemme suivant

Lemme 4.2.1
Soit M une matrice carrée d’ordre n. On suppose que

A C
M =
O B
ou A et B sont deux matrices carrées d’ordre respectivement p et q avec p + q = n, alors

det(M) = det(A) det(B)
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Preuve 4.2.8 (du lemme)
Posons M = (04 j)1<i j<n, A = (@i j)1<i,j<p €t B = (bi j)1<i,j<q- alors

ayp ... alp Oppt1 ... Opp
M=%t - Gpp Opptrl - Opn
0 0 bl,l bl,q
o ... 0 by ... byy
Donc on voit que
aj j I<i<petl<j<p
Qj=9bipjip prl1<i<netp+1<j<n
0 p+l1<i<netl<j<p

D’autre part, on sait que

det(M) = Y €(0)0g(1),106(2) 2 - - - Choi(n)

cESy,

Considérons I’ensemble

A={c€S, :o({l,2,....,p})={1,2,...,p}}
Alors pourc ¢ 4, il existe i € {1,2,...,p} tel que 6(i) € {p+1,p+2,...,n}, donc 0 ;y ; =0
et par suite Og(1),10q(2)2 - - - Og(n),n = 0, cette remarque entraine que

det(M) = Z S(G)ac(l),l - Qo (p),pOo(p+1),p+1 - - - Oo(n),n

ceAa
Pour G € A4, soient 61 € S), et 63 € S, définie par
c1(i) = o(i) 1<i<p
oy(i) =o(i+p)—p 1<i<q

Alors on aura

{ac(i),i = dg, (i),i 1<i<p

Us(p+i),p+i = Qoy(i)+pitp = bcz(i),i 1<i<gq
Donc on aura
det(M) =}, &(0)dgy(1),1 -y (p).plos(1),1 - Posig)q
(01,02)€S8, %58,
D’autre part, on a
[Ti<i<j<n(o(i) —0()))
[Ti<icj<n(i—J)

[Ti<i<j<p(o(i) —o(j)) " [Ti<icj<q(c(i+p)—0c(j+p))

g(o) =

[li<icj<p(i=J) Mi<icj<q(i—J)
[Ti<i<j<p(01(i) —01())) « [Ti<i< j<q(02(i) — 02(/))
[i<icj<pli=1J) [Ti<icj<q(i—J)
= ¢(o1)e(or)
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D’ou

det(M) = Z 8((51)8(62)6101(1)71 "'aGI(P)>Pb62(1)71 "'bcg(q),q
(61,02)€8, %8,

= Z S(Gl)acl(l)’l .. .acl(p“, X Z 8((52)[?02(1)71 .. 'bcz(q)g
G1ES) GrES,

= det(A)det(B)

Preuve 4.2.9 (du théoréeme)
Soient A = (a; j)1<i j<n Une matrice carrée d’ordre n, B = (ey,ea,...,e,) la base canonique de
K" etvy,vy,...,v, les vecteurs colonnes de A, donc on a :

n
Vj,vi=Y aijei
=1

1=

Fixons javec 1 < j<mn, alorsona:

det(A) = detB(vl,...,v_,-,l,vj,vjﬂ,...,vn)
n
= detB(vl,...,vj_l,Zai7je,~,vj+1,...,vn)
i=1

n
= Zai’jdetg(vl,...,vj_l,ei,vj+1,...,vn)
i=1

n
j—1
= Z(—l)f a; jdet(€j,Vi,...,Vj—1,Vjt1s--,Vn)

i=1
0 ai at,j—1 ait,j+1 aln
0 az ce az j—1 az j+1 ce axn
Avec detB(e,-,vl,...,vj_l,vj+1,...,vn): 1 a1 a; j—1 ai j+1 .e. Qip
0 aiy11 ... Giv1,j-1 Git1j41 --- Gipip
0 an1 ce an,j—1 an,j+1 ce Ann

Dans la matrice ci-dessus, faisons permuter la i ligne avec la (i — 1) ligne puis avec la
(i —2)'™¢ ligne et ainsi de suite jusqu’a la 1'’¢ ligne, alors on obtient,

1 a,-71 N a,'7j,1 ai’j+l e ai,n
0 aip ... a1 aij+1 ... Qip
i—1
del‘B(ei,Vl,...,VJ',l,Vj+1,...,Vn) :(—1) 0 ai—11 --- Qi-1,j-1 4i—1,j+1 --. Qi—1n
0 aiy11 -+ Gir1j-1 Girlj+1 oo GQitln
0 anw1 ... auj Qpj+1  --- Qpp
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ieme

Soit A; j la matrice d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la i'“me ligne et la j colonne de la

matrice A et C = (a,’l cee @i Qi1 .- alyn) alors d’apres le lemme précédent, on a
detp(eivi.. Vit Vi) = (D0 C = (1) det(g) = (-1
i,j
D’ou . .
det(A) = Y (1) a0 = Y (= 1)Ha jA
i=1 i=1
Remarque 4.2.4

Puisque det("A) = det(A), alors on peut développer une matrice A par rapport 4 une ligne quel-

conque, c’est a dire
n

Vi, det(A Z aw ij
j=1

Définition 4.2.5
i) Le terme (—1)"/A; ; s’appelle le cofacteur de a;
ii) La matrice dont les coéfficients sont les cofacteurs des a; ;j s’appelle la comatrice de la
matrice A et se note co(A).

co(A) = ((=1)*A; j)<i j<n

4.2.5 Inverse d’une matrice

Définition 4.2.6
Soient A = (a; j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n et co(A) la comatrice de A. Alors la matrice

transposée de co(A) s’appelle la matrice adjointe de A et se note A

A ="(co(A))

Théoréme 4.2.6
Pour toute matrice carrée A d’ordre n on a

AA = AA =det(A)l,
ol I, est la matrice identité d’ordre n.

Preuve 4.2.10
Posons A = (a; j)1<i,j<n. AA = (ci j)1<i,j<n, alors on a

n
Vi, Vi, 1<i,j<n, cij=Y aix(—1) A,
k=1
Donc pour i = j, on aura

n
Cii= Z ai7k(—1)k+1Al‘,k = det(A)

86 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 4. FORMES MULTILINEAIRES - DETERMINANTS 87

D’autre part, pour i # j, la quantité
Y ain(—1)Aj
k=1

est I’expression d’un déterminant dont la i'™ et la j*™ ligne sont identiques, donc pouri # j,
¢ij = 0. D’ou Ie résultat.

Remarque 4.2.5
Pour toute matrice inversible A, on a

~ det(A)
Exemple 4.2.1
1.
a c
4= 3)
Alors
d —b
co(A):<_C a)
Et par suite
~ d —c
(5 0)
2.
a d g
A=1|b e h
c f i
Donc
e hlf  |b h b e
f i c i c f
N R a g |a d
co(A) = ‘f i c i c f
d g _la g a d
e h b h b e
Et par suite
e hl |d g d g
fi f i e h
~_ | _|b h a g a g
A= c i c i b h'
b el |a d a d
c f c f b e
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4.3 Exercices

Exercice 4.3.1
Calculer le déterminant des matrices suivantes :

a b c d at+b+c b b b
b a d c c a+b+c b b
c d a b |’ c c a+b+c b ’
d ¢ b a c c c a+b+c
1 a a a a O 0 b
a 1 a a 0 a b 0
a 9 O 0
a a 1 0 b a 0
a a a 1 b 0 0 a
0 0 0 oy
0 0 oy O 1
: : S . A= (aij)i<ij<n , o0l ajj= ai+b;
0O o1 0 ... O
o, O 0o ... 0

Exercice 4.3.2
Soit A, la matrice définie par

a+b ab 0 0
1 a+b ab . 0
A, = 0 1 a+b ab
0 .
0 0 1 a+b

a) Vérifier que
Vn >3, det(A,) = (a+Db)det(A,—1) — (ab)det(A,_2)

b) Montrer que
a

a—>b

n+1 bn—l—l
det(A,) =2 —7

Exercice 4.3.3
Montrer que

cos(a) cos(b) cos(c)

sin(a) sin(b) sin(c)|=sin(a—c)+sin(b—a)+sin(c—b) =4sin( -
1 1 1
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Exercice 4.3.4
a) Calculer le déterminant de la matrice suivante
1+x>  —x 0o ... 0
—x  14+x* —x ... 0
A= 0 —x  14+x* —x
: 0 .. -
0 0 ... —x 14+x?

b) Calculer le déterminant de la matrice suivante

111 1]
e 2
A=1|1123 ... 3
| 123 n |
Exercice 4.3.5
Soit A la matrice défini par :
a 0 0 b
b a 0 0
A= 0 b a O
0O 0 . .o
0O ... 0 b a

Calculer Ie déterminant de A et dans Ie cas ol A est inversible , déterminer son inverse

Exercice 4.3.6

a X
0
Soit A, ="

SO O =

a) Montrer que
Vn>3, A, =alA,_1 —xya"i2

b) En déduire une expression de A, en fonction de n, a, x et y.

Exercice 4.3.7
m 0 1 2m
) 1 m 0 O
SOLA=10 omi2 m 1
m 0 0 m

a) Calculer det(A)
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b) Déterminer, suivant les valeurs de m, le rang de la matrice A.

Exercice 4.3.8
Soient A et N deux matrices de M,,(K) telles que N soit nilpotente et
AN = NA. Montrer que det(A +N) = det(A).

Exercice 4.3.9
Soient A et B deux matrices semblables de M,,(C) et soit P € M,,(C) une matrice inversibletelle
que B= P~ 'AP.

1. Montrer qu’il existe deux matrices U etV de M, (R) telles que
P=U+iV.

2. Montrer que pour toutt € R, (U+1tV)B=A(U +1V).
3. Montrer qu’il existet € R tel que det(U +1V') # 0.

4. En déduire que A et B sont deux matrices semblables de M,,(R).

Exercice 4.3.10
Soient A et B deux matrices de M,,(K) et M la matrice en bloc définie par

A B
=5 %)
Montrer que det(M) = det(A + B) det(A — B).

Exercice 4.3.11
Soient A,B,C,D des matrices de M,,(K) avec A inversible et AC = CA. Soit M la matrice en

bloc définie par
A B
n=(¢ o)
Exercice 4.3.12

Soient A = (a;;) une matrices quelconque de M, (K). Montrer que

Montrer que det(M) = det(AD — CB)

n n

|det(A)| < ajjl

i=1j=1
Quand y a-t-il égalité ?

Exercice 4.3.13
Soit A = (a;j) une matrices quelconque de M, (K). On suppose qu’il existe a # 0 tel que

n
VG S Sn, Haic(i) =da
i=1

1

Montrer que rg(A) = 1.
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Exercice 4.3.14
Soient p un nombre premier et ap,ay,...,a,—1 des €léments de 7. Pour m € Z, on note m la
classe de m modulo p. Soit A la matrice de M,,(Z/ pZ.) définie par

A = (a;=5)1<i, j<n

Montrer que det(A) =ap+ai +---+a,_1.

Exercice 4.3.15
Soit g une forme quadratique non nulle sur M,(C), telle que

VA € M>(C), VB € Mz(C), q(AB) = q(A)q(B)

On désigne par f la forme bilinéaire symétrique associée a g, I la matrice identité d’ordre 2 et
par (e, en,e3,e4) la base canonique de M,(C), on rappelle que :

,_ (10 (10 (01 (00 (00
o 1) \oo) 27 oo0)2 " \1 0)% 01

a) Montrer que q(I) = 1.

b) Montrer que si A et B sont semblables, alors g(A) = ¢(B).
¢) Montrer que si A est inversible, alors g(A) # 0.

d) Montrer que si A est non inversible, alors g(A) = 0.

e) On suppose que A est une matrice diagonale :

(A O
A—(o M)
Montrer que g(A) = A Ay.
f) Quelle est la matrice de g dans la base (e}, e>,e3,e4) ?
g) En déduire que VA € M>(C), g(A) = det(A).

91 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 4. FORMES MULTILINEAIRES - DETERMINANTS 92

92 Mohamed HOUIMDI



Chapitre

Réduction des endomorphismes

5.1 Polynomes et endomorphismes

5.1.1 Polynéme minimal

Notations 5.1.1
Soit E un K-espace vectoriel, pour tout endomorphisme u de E, et pour tout entier i > 0 on
définit u' par récurrence de la maniére suivante :

uozldE etVi,i>1, W =uou!
C’est a dire : .
Vi,i>1,u =uouo---ou
—_—
i fois
Pour P € K[X] avec P =Y!"_ ,a;X", on pose P(u) = Y, au'
Proposition 5.1.1
i) P=1= P(u) = Idg
i)
VPeK[X],VQ eK[X],Vue Lg(E), (PQ)(u) = P(u)oQ(u) = O(u) o P(u)
iii)
VP e K[X], VQ € K[X], Yu € Lx(E) , (P+Q)(u) = P(u) + Q(u)

Preuve 5.1.1
Exercice

Théoreme 5.1.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout endomorphisme u de E, il
existe un unique polynéme unitaire et non constant, P € K[X] tel que :

{ i)P(u) =0
ii)VO € K[X], Q(u) = 0= P divise Q

P s’appelle le polynéme minimal de u et se note M,
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Preuve 5.1.2
Siu = 0 alors il est facile de voir que M,, = X. Donc, dans la suite, on suppose que u # 0.
Méthode 1 Soit n = dimg (E) , alors on sait que dimg (Lx(E)) = n?, par suite, le systéme
(Idg,u,u?,. .. ,u”z), qui contient n*> + 1 vecteurs est lié, donc il existe
(ap,ai,...,a,) € K"+ avec (ap,ai,...,a,n) # (0,0,...,0) tel que :

donc si P = Z a;X' alors P(u) = 0 et deg(P) > 1 (Caru#0)
i=1

Soit 4 = {deg(Q) : Q € K[X], deg(Q) > 1 et Q(u) = 0}, alors 4 est une partie non vide

de N, car deg(P) € 4. Donc A4 admet un plus petit élément noté p.

p € 4, donc il existe Q € K[X], tel que deg(Q) = p. Soit P un polynéme quelconque, tel

que P(u) = 0. Effectuant la division euclidienne de P par Q, on aura :

P=AQ+B avec deg(B) < deg(Q)

P(u) = Q(u) = 0, donc B(u) = 0, par suite, si B # 0 alors deg(B) > deg(Q), ce qui est
absurde, donc B = 0 et par conséquent, Q divise P.
Meéthode 2 On considere I’application :
Oy : K[X] — Lg(E)
P+— ¢,(P) = P(u)
Alors ¢, est un homomorphisme d’algebres, c’est a dire, ¢, est un homomorphisme d’es-
paces vectoriels et 0,, est un homomorphisme d’anneaux :
1) ¢M(P+Q) = q)u(P) +¢M(Q)
ii) Oy (A.P) = A.0y(P)
iii) 0,(PQ) = ¢u(P) o ¢u(Q)
Lk (E) est de dimension finie, car E est de dimension finie, et K[X| est de dimension
infinie, donc ¢, qui est un homomorphisme d’espaces vectoriels ne peut pas étre injective,
car sinon K[X| serait isomorphe a un sous-espace vectoriel de Lg(E) et par suite K[X]
serait de dimension finie, ce qui est absurde. Donc ker(¢,) # {0}
Or ¢, est un homomorphisme d’anneaux, donc ker(¢,,) est un ideal de K[X| et on sait que
K[X] est un anneau principal, donc il existe un unique polynéme unitaire P € K[X| tel que
ker(¢,) = (P) ot (P) est I’ideal engendré par P
~ ker(0,) # [0} = P £0
— 0,(1) = Idg donc ¢, # 0 et par suite ker(¢,) # K[X] ce qui prouve que P n’est pas
constant
— SiQ € K[X] est tel que Q(u) = 0 alors Q € ker(¢,,) et par suite Q € (P), donc P divise Q
D’ou le résultat.

Remarques 5.1.1
1. Le polynéme minimal M,, est caractérisé par :

{ M, (u) =0

Si Q est un autre polyndme vérifiant Q(u) = 0 alors M,, divise Q
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2. YuelLg(E), degM,) > 1

Exemple 5.1.1

L u=0=M,=X

2 u=Ildg=M,=X-1

3. On dit qu’un endomorphisme u est un projecteur, si u # 0, u # Idg et u*> = u.
Soient u un projecteur et P = X*> — X, alors P(u) = 0 et par suite M,, divise P. Puisque
deg(M,) > 1alorsM, =X M, =X —1 ouM, =X*—X.
u#z0=M, #Xetu#Ildg —= M, #X —1
DouM,=X*-X

5.1.2 Polynome caractéristique

Définition 5.1.1

Soient K un corps commutatif et A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K. Alors
X1 — A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K[X]| et par suite det(X] —A) est un
élément de K[X]. Ce déterminant s’appelle le polynéme caractéristique de A et se note X4 :

x4 = det(XI—A)

Proposition 5.1.2
Soit A une matrice carrée d’ordre n.
Alors x4 estun polynéme unitaire de degré n.

Preuve 5.1.3
Posons A = (a,'7j)1§,'7j§n donc XI —A = (bi,j)1§i7j§n, ou :

.U . bij=—a;; si i#]
Vi,Vj,1<i,j<n, hJ b
Joi=hl= { bij=X—a;

’

D’autre part on sait que :

det(XI —A) = Y (0)bio(1)b26(2) " * buo(n)
cEeS,
(Ou S, est Ie groupe symétrique de degré n)
Pour 6 = e, élément neutre de Sy, onag(c) =1letVi, 1 <i<n,
bio(i)y = bii =X — ai;

n
= Xa = det(XI = A) = TL(X —ai) + ) &(0)bio(1)"**buo(n)
= GeS,
G#e

Pour G # e on a ou bien by(1) -+ by (n) = 0 ou bien deg(big(1) "+ bug(n)) <7

:>deg Z E(0 blc( 1) bnc(n)) <n
GE#Sn

n
Or _H1 (X — aj;) est un polynéme unitaire de degré n, donc Y4 est unitaire de degré n
1=
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Lemme 5.1.1
Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique

Preuve 5.1.4

Soient A et B deux matrices semblables, donc il existe une matrice inversible P, telle que B =
P~'AP. Donc XI—B=XP 'P—- P 'AP=P 1 (XI-A)P

Donc XI — A et XI — B sont deux matrices semblables a coefficients dans K[X] et par suite,
det(XI —A) = det(XI — B)

Définition 5.1.2

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, # un endomorphisme de E et A la matrice de
u dans une base quelconque de E. Alors le polynéme caractéristique de A s’appelle le polynéme
caractéristique de u et se note

Xu = det(XI—A)

Remarques 5.1.2
1. La définition précédente a un sens, car si A et B sont deux matrices de u dans deux bases
différentes de E, alors A et B sont semblables, donc 4 = ¥p

2. Sidimg(E) = n alors pour toutu € Lg(E), deg(y,) =n
3. Le polyndéme minimal d’un endomorphisme est loin d’étre son polynéme caractéristique
Exemple 5.1.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie= n et soit u un endomorphisme de E :
IL.u=0=>M,=X et y, =X"
2u=ldp=M,=X—1et 3 =(X—-1)"

3. Si u est un projecteur de E (c.a.d : u> =u, u# 0 et u# Idg). Soit p = dimg (ker(u))
alors :
M,=X>-X=X(X—-1) et xu=X"(X—-1)""7

4. On dit que u € Li(E) est une symétrie vectorielle, si u> = Idg. On supose que u # +Idg,
alos on a
M,=X-1)X+1)et x,=X-1)P(X+1)"7P

ou p = dimg (ker(u — Idg)).

5.1.3 Théoréme de Caylet-Hammilton

Théoreme 5.1.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors pour tout endomorphisme u de E, le
polynéme minimal M,, divise le polynéme caractéristique (.

Preuve 5.1.5
Pour la démonstration de ce théoréme, nous avons besoin des lemmes suivants :
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Lemme 5.1.2
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E, F un sous-espace
vectoriel de E stable par u et v la restriction de u a F. Alors , divise X,

Preuve 5.1.6

Soient p = dimg(F), G un supplémentaire de F dans E, (ej,ez,...,e,) une base de F et
(€},€5,...,ey,_,) une base de G. Alors (e1,e,...,ep,€,€,...,e,_,) est une base de E.
/

Posons A = Mat (u; (e1,e2,...,ep,€|,€5,...,e,_,)) et B=Mat(v;(e1,e2,...,€p))

Alors x,, = det(XI —A) etx, =det(XI —B).Orona:
B C
(6 5)

XI-B —C
0 XI—-D

Donc on aura

det(XI —A) = ‘ ‘ = det(XI — B) det(XI — D)

Par suite,

D’ou le résultat

Lemme 5.1.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Alors pour tout
x # 0, il existe un unique polynéme unitaire non constant M, de K[X|, tel que

i) M (u)(x)=0.

ii) VP € K[X|, P(u)(x) = 0 = M, divise P

Preuve 5.1.7
On considére la partie J de K[X| définie par

PeJ<—=pu)(x)=0

Alors il est facile de vérifier que J est un idéal de K[X] et que M,, € J. Puisque K [X] est principal
et puisque J est un idéal non nul, alors il existe un unique polynéme unitaire Q de K[X], tel que
J =(Q), ot (Q) est I'idéal engendré par Q. x # 0, donc Q est non constant. Il suffit alors de
prendre M, = Q.

Lemme 5.1.4
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Pour chaque

x # 0, on suppose que My = ay+ a1 X + - - - +ap,1XP_1 + X? puis on pose
Fe = Vect({x,u(x),...,u?"1(x)})

Alors on aura :
i) dim(Fy) = deg(M,) = p.
ii) F est stable par u.
iii) Siv est la réstriction de u a Fy, alors ), = M.
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Preuve 5.1.8
i) 11 suffit de montrer que le systéme (x,u(x),...,uP?~'(x)) est libre. Pour cela, on sup-
pose, par absurde, que ce systéme est lié ; donc il existe (0,0, ... 7Ocp_l) € K? avec.
(0,01, ..., 0p—1) # (0,0,...,0), tel que

p—1
Z ouu'(x) =0
i=0

Posons P = 0+ 0 X + -+ + 0,1 XP~ 1, alors on voit que P(u)(x) = 0 avec P # 0, donc
M, divise P. Ce qui est absurde, car deg(P) < deg(M,). Par suite (x,u(x),...,uP~!(x))
est libre.

ii) Pour la stabilité de F,, il suffit de montrer que

Vie{0,1,,....p—1}, u(u'(x)) € F,
Siic{0,1,,....,p—2}, u(u'(x)) = u*'(x) aveci+ 1 < p— 1, donc u(u'(x)) € F.

Sii=p— 1, puisque My(u)(x) = 0, alors apx + aju(x) + - - +a,_1u?~' (x) + uP (x) = 0,
donc u(uP~!(x)) = —(apx +aju(x) + - +a,_uP~'(x)) et par suite u(uP~'(x)) € F.

iii On a vu que (x,u(x),...,uP~'(x)) est une base de Fy, soit v la restriction de u a F; et soit
A = Mat (v, (x,u(x),...,uP~1(x)), alors on aura :
0 0 ... 0 —ap
0O ... 0 —a
A=|0 : :

-1 0 —apo
o ... 0 1 —dp-1

On montre, par récurrence sur I’entier p > 1, que ¥, = det(XI —A) = M,.

Remarque 5.1.1
Pour tout x € E, avec x # 0, F, = {P(u)(x) : P € K[X]}.

Preuve 5.1.9 (Preuve du théoreme)
Pour montrer que X, (u) = 0, il suffit de montrer que

Vx€E, x# 0= y,(u)(x)=0

Pour x € E, avec x # 0, soit v la restriction de u a F,, alors on a vu que ,, = M,,, donc
Xv(u)(x) = 0. Ory, divise X, par suite, Y, (u)(x) = 0.

5.1.4 Théoreme de décomposition

Lemme 5.1.5
Soient E un K-espace vectoriel quelconque, u et v deux endomorphismes qui commutent, alors
ker(u) et Im(u) sont stables par v.
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Preuve 5.1.10
Pour x € ker(u) on a u(v(x)) = v(u(x)) = v(0) = 0 donc v(x) € ker(u) et par suite ker(u) est
stable par v

ii) Poury € Im(u) on ay = u(x) , x € E et v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) donc v(y) € Im(u) et
par suite Im(u) est stable par v

Théoreme 5.1.3
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E, P et Q deux
polynémes de K[X| qui sont premiers entre eux, tels que (PQ)(u) = 0. Alors :

i) ker(P(u)) et ker(Q(u)) sont stables par u

ii) E =ker(P(u)) @ ker(Q(u))

Preuve 5.1.11
i) P(u)ou=uoP(u) etuoQ(u) = Q(u) ou donc d’aprés le lemme précédent on a le résultat

ii)

E =ker(P(u)) +ker(Q(u))
E =ker(P(u)) ©ker(Q(u)) <= { ker(P(u)) Nker(Q(u)) = {0}

P et Q sont premiers entre eux, donc d’apreés le théoréme de Bezout, il existe A , B € K[X] tel
que AP+BQ =1

AP+BQ=1 = (AP+BQ)(u)=1(u)
= A(u)oP(u)+B(u) o Q(u) = Idg
— VxeE, x=A(u)(P(u)(x))+ B(u)(Q(u)(x))
)(A(u)

= VYx€E, x=Pu)(A(u)(x))+ Q(u)(B(u)(x)), (Car deux polynémes en u commutent)

Posons x; = Q(u)(B(u)(x)) et xo = P(u)(A(u)(x)), alors on voit facilement que x; € ker(P(u)),
xp € ker(Q(u)) et x = x1 +xz, donc E = ker(P(u)) + ker(Q(u))

Si maintenant x € ker(P(u)) Nker(Q(u)), puisque x = A(u)(P(u)(x)) + B(u)(Q(u)(x)) alors
x = 0 et par suite ker(P(u)) Nker(Q(u)) = {0}.

Corollaire 5.1.1
Soient E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et P, P>, ..., P, des polynémes de
K[X] qui sont deux a deux premiers entre eux, tels que (PP, --Py)(u) = 0. Alors :

i) Pourtouti,i=1,2,...,m,ker(P;(u)) est stable par u

ii) E = @ ker(P,(u))

i=1

Preuve 5.1.12
On procede par récurrence sur m > 2

Exemple 5.1.3
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie, ot1 K est un corps algeébriquement clos, u
un endomorphisme de E et M, le polynéme minimal de u. Puisque K est algebriquement clos,
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alors M, = (X — X)) (X —Ap)"™2 -+ (X — &)™
Pour chaque i , i =1,2,...r, posons P; = (X — \;)™
Donc Py, P, ..., P, sont des polynémes deux a deux premiers entre eux et on a

(PPy-+-P)(u) = My () = 0

Donc d’apres le théoréme de décomposition :
n

E= @ker([’i(u))
i=1

Pr= (X — )™ = P(u) = ()"
Dol E = é ker[(u — A;)™]
i=1

5.2 Diagonalisation

5.2.1 Valeurs propres-Vecteurs propres

Définition 5.2.1
Soient E un K-espace vectoriel quelconque et u un endomorphisme de E. On dit que A € K est
une valeur propre de u, s’il existe x € E avec x # 0, tel que :

u(x) =Ax

Dans ce cas x s’appelle un vecteur propre associé a la valeur propre A

Remarque 5.2.1

Si A est une valeur propre de u, alors il existe x # 0 tel que (u—\)(x) =0, donc ker(u—A) # {0}
et par suite u — A n’est pas injectif

Donc A est valeur propre de u, si et seulement si, A — u n’est pas injectif

Proposition 5.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E, alors les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

i) A € K est une valeur propre de u

ii) ker(A —u) # {0}

iii) A — u n’est pas injectif

iv) A —u n’est pas inversible

v) det(A—u) =0

Preuve 5.2.1

D’apres la remarque précédente on a i) = ii)

i) = 1ii) et iii) = iv) sont triviaux

Nous savons qu’un endomorphisme sur un espace vectoriel de dimension finie est inversible, si
et seulement si, son déterminant est non nul, donc
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iv) = v) est vraie
v) = 1) det(A — u) = 0 donc A — u n’est pas inversible et puisque E est de dimension finie,
alors A — u n’est pas injectif donc d’aprés la remarque précédente A est valeur propre de u

Définition 5.2.2
Soient E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et A une valeur propre de u. On
appelle sous-espace propre associé a la valeur propre A, le sous-espace de E défini par :

E) =ker(A—u)

Remarques 5.2.1
1. x est un vecteur propre associé a la valeur propre A, si et seulement si, x € Ej et x # 0.

2. Pour toute valeur propre A de u, le sous-espace propre E; est stable par u.

3. Si A et sont deux valeurs propres distinctes de u, alors
Ey, NEy, ={0}

Théoreme 5.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E et A un élément
de K. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

i) A est une valeur propre de u

ii) A est une racine du polynéme minimal M,

iii) A est racine du polynéme caractéristique Y,

Preuve 5.2.2

i) = ii) Supposons que A est une valeur propre de u, donc il existe x # 0 tel que u(x) = A.x
Posons M, = X" + a1 X" 1+ +a1X +a

Donc M, (1) = u™ + a1 + -+ aju+apldg

Donc M, (u)(x) = u"™(x) + ap_ 1t (x) + - - - + aju(x) +apx

Or u(x) = A.x donc pour tout entier i > 1, u'(x) = M .x

Dot M, (u)(x) = My, (A).x avec M,,(u) = 0 et x # 0, donc M,(A) =0

i) = iii) D’apres Cayley-Hammilton, M,, divise X, donc toute racine de M,, est racine de (.
iii) = i) Supposons que ¥, (A) = 0. Donc det(h — u) = 0 et par conséquent A — u n’est pas
inversible et comme E est de dimension finie, alors A — u n’est pas injectif. D’ou le résultat

Remarque 5.2.2
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, alors pour tout endomorphisme u de E, le
polynéme minimal M,, et le polynéme caractéristique X, ont les mémes racines dans K

VAe K, My(A) =0« x,(A) =0

Définition 5.2.3
Un corps commutatif K est dit algebriquement clos, si tout polynéme non constant de K[X],
possede au moins une racine dans K.
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Remarque 5.2.3
1. K est algébriquement clos, si et seulement si, les seuls polynémes irréductibles de K[X],
sont les polynémes de degré 1.

2. SiK est algébriquement clos, alors tout polynéme unitaire non constant de K[X|, se dé-
compose en un produit de polynémes de degré 1, donc P s’écrit sous la forme :

P=(X—-M)""(X—=Q)™--- (X =N)™
ol A, Ay, ..., A, sont, donc, les racines deux a deux distinctes de P dans K.

Théoreme 5.2.2 (de d’Alembert)
Le corps C des nombres complexes est algébriquement clos.

Preuve 5.2.3
Voir la partie exercices

Corollaire 5.2.1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, o1 K est un corps algebriquement clos. Alors
tout endomorphisme de E posseéde au moins une valeur propre.

Preuve 5.2.4

Si K est algebriquement clos alors par définition tout polyn6me non constant a coefficients dans
K posseéde au moins une racine, donc si u est un endomorphisme de E, alors M, possede au
moins une racine A € K, donc A est une valeur propre de u.

Remarques 5.2.2
Lorsque E n’est pas de dimension finie ou lorsque K n’est pas algebriquement clos, le corollaire
précedent peut ne pas étre vérifié :
1. E =R? est un R-espace vectoriel de dimension finie = 2 et R n’est pas algébriquement
clos.
Soient (e, ey) une base de E et u I’endomorphisme de E défini par :

{ ue)) = —e

u(er) = e

= Mat(u; (e1,e2)) = ( _01 (1) )

X -1
1 X
X« N’a aucune racine dans R donc u n’a aucune valeur propre. Cependant si on considere

le méme endomorphisme u sur le C-espace vectoriel C? alors %, posséde deux racines
i et —idonc u possede deux valeurs propres.

2. E = C[X] est un C-espace vectoriel de dimension infinie et C est un corps algébriquement
clos
Soit u I’endomorphisme défini sur E par :

Vn>0, u(X") =x""!

Alors u n’a aucune valeur propre
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5.2.2 Endomorphismes diagonalisables

Lemme 5.2.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n, u un endomorphisme de E et A € K une
valeur propre de u. On suppose que A est une racine de Y, de multiplicité m > 1, (c’est a dire,

Xu= X —N)".0Q avec Q(A) #0). Alors :

dimg(Ey) <m

Preuve 5.2.5

Soient p = dimk (Ey) et v la restriction de u a E;, . Puisque Ej est stable par u, alors Y, divise ¥
On a pour tout x € Ej , v(x) = u(x) = A.x donc v = A.Idg, et par suite Y, = (X — )P

Donc (X —A)? divise (X —A)".Q

Q(A) # 0 donc Q et (X —A)P sont premiers entre eux, donc d’aprées le théoréme de Gauss
(X —A)P divise (X —A)™ et par suite p < m

Définition 5.2.4
Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On dit que u est diagonalisable s’il
existe une base de E formée uniquement de vecteurs propres de u.

Remarque 5.2.4
On suppose que E est de dimension finie = n et u un endomorphisme de E qui est diagonali-
sable. Soit (ey,e,...,e,) une base de E formée de vecteurs propres de u. Donc la matrice A de
u dans cette base s’écrit :
M 0 ...00
0 A
A= 2
0 .0
0O ... 0 A,
ol AM,\2,...,A, sont les valeurs propres de u non necessairement distinctes ; chaque valeur

propre apparait sur la diagonale de la matrice A autant de fois que sa multiplicité.

Lemme 5.2.2
soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n , u un endomorphisme de E et
A,A2, ..., A, des valeurs propres deux a deux distinctes de u. Alors la somme

EM +EM+"'+EX

m

est directe.

Preuve 5.2.6
On sait que la somme Ej + Ej, +---+ Ej  est une somme directe , si et seulement si :

n
V(x1,%2, ...y Xm) GHExi,x1+x2+---+xm:0:>x1 =xp=:-=x,=0
i=1
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xi+x++x,=0 = ulx;+x2+-+x,)=0
— Mxi+Mx++Apx, =0
= uMxi+Ax+ -+ Apxm) =0
— Mx+Mx+ AL x, =0

Donc par récurrence on voit que pour tout entieri > 1 ,o0na :
AMx1+Mx+- -+ A,x, =0
Considerons le systeme S suivant de n équations a n inconnues :

(x1+x2+ 4%, =0
Mxi+Fhxr+ o+ Ayx, =0
S = k%.x1+k%.x2+--'+7»3n.x:0

JLTﬁl.xl —i—?u’;il.)q—l--”—l—?u%_].x: 0

Ce systeme a pour déterminant :

}\‘1 }\‘2 7\‘m
Aol 2 A . 22
7\.’{!_1 7\‘31—1 . 7\‘%71

Donc A est un déterminant de Vandermonde et par suite on a :

A= TII (A;—N\
1<i< jgm( i~ )
Les A; sont deux a deux distinctes donc A # 0 et par suite le systéme S est un systéme de Cramer
qui admet pour unique solution x; = x; = --- = x;,, = 0. D’ou le résultat

Définition 5.2.5
Soit K un corps commutatif, on dit qu’un polyéme P de K[X]| a toutes ses racines dans K si P

s’écrit sous la forme :
P=a(X—A)"™ (X —A)™ (X —A)"™

oll a est une constante et A, Ay, ..., A, sont les racines de P deux a deux distinctes de multiplicités
respectives my,my, ..., m,
Remarque 5.2.5

Si K est un corps algebriquement clos, alors tout polynéme P a coefficients dans K, a toutes ses
racines dans K.
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Théoréme 5.2.3

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E. On suppose
que X, a toutes ses racines dans K et soient A{,\;, ..., A, les racines deux a deux distinctes de
de multiplicités respectives my,my, ...,m,, c’est a dire :

Xu=X—=A)" (X =)™ (X = \)™" avec Z m;=n
k=1

Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
i) u est diagonalisable
i) My = (X_xl)(X _7\'2) T (X _kr)
r
iii) E = @E),
i=1
iV) Vi 5 i = 1,2,...,1’, dimK(Eki) = m;

Preuve 5.2.7
i) = ii) Supposons que u est diagonalisable et montrons que M, = (X —A;)(X —Ap)--- (X —
Ar). A1,A2, ..., A sont des valeurs propres de u donc se sont des racines de M,, et puisque les

Ai,i=1,2,...,r, sont deux a deux distinctes alors (X —A1)(X —Ap)--- (X — A,) divise M,

Pour conclure montrons que M,, divise (X —A;)(X —A2) --- (X —A,). Pour cela posons

O0=X-N)(X—2A2) - (X —A,) et montrons que Q(u) = 0.

Soit (e1,ez,...,e,) une base de E formée de vecteurs propres de u. Donc pour tout i,

i=1,2,...,n,ilexiste j, 1 < j <rtel queu(e;) =Aj.e;.

OrQ= [kI;é['(X — M)](X —Aj), donc on en déduit que Q(u)(e;) =0, car (u—A;)(e;) = 0. Ceci
J

est vrai pour touti, 1 <i<n, donc Q(u) =0

ii) = iii) Supposons que Q = (X —A1)(X —A2)--- (X —A,) et pour chaque i , i =1,2,...,r,
posons P; =X — A; alors Py, P,, ..., P, sont deux a deux premiers entre eux et on a

(P1P2 .. .Pr) (u) = Mu(u) =0

donc d’apres le théoréeme de décomposition on a :
E = Pker(P;(u))
i=1
Avec ker(P;(u)) =ker(u — ;) = E,,. D’oi1 le résultat

.
iii) = iv) Supposons que E = D E),
i=1

r r
Donc n = dimg(E) = Y, dimg(E)_). Oron aaussi Y, m; = n et pour tout i, dimg (E,) < m; donc
i=1 i=1
on en déduit que pour touti , i =1,2,....r, dimg(E),) = m;

iv) = 1) Supposons que Vi , i = 1,2,...,r, dimg(E),) = m;. Pour chaque i , i = 1,2,...,r,
soit (ej1,ep,...,eim;) une base de E,,. Puisque la somme E), + Ej, +---+ E,_ est directe et
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-
puisque Y m; = n alors
i=1

(611,612,..-,61,11], """ ;erlyer2>---,ermr>

est une base de E formée de vecteurs propres de u et dans laquelle la matrice A de u s’écrit ;

A0 .o .. 0

0 e e .
A= M

: S

0O ... ... 0 A

Ot chaque A; apparait sur la diagonale autant de fois que sa multiplicité.

Corollaire 5.2.2
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphosme de E. On suppose
que u admet n valeurs propres deux a deux distinctes. Alors u est diagonalisable

Preuve 5.2.8
Soient A1, Ay, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de u , donc elles sont toutes des
racines de y, avec deg () = dimg(E) =n donc on a :

Xu = (X_}“l)(X_A'Z)(X_kn)

Et par suite pour tout i, i = 1,2,...,n, A; est de multiplicié m; = 1. Donc pour tout i,
i=1,2,...,n,onal <dimg(E),) <1

—Vi,i=1,2,...,n, dimK<Eki) =m;=1
D’apres le théoreme précedent u est diagonalisable

Exemple 5.2.1
1. E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un projecteur de E alors u est diagonali-
sable. En effet u est un projecteur donc u> = u
u+#0et u+#ldg donc M,, = X(X — 1) n’a que des racines simples, donc u est diagonali-

sable

2. E un C-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E vérifiant
u™ = Idg, oum est un entier > 1. Alors u est diagonalisable
En effet soit P = X™ — 1 alors P(u) = 0 donc M, divise P. Or P n’a que des racines
simples , car si o, est une racine double alors on aura P(a) = P'(a) = 0 avec P/ = mX"™~!
donc o, = 0 ce qui est absurde car 0 n’est pas une racine de P, donc M,, n’a aussi que des
racines simples et par suite u est diagonalisable

3. E =3 et (e1,es,e3) sa base canonique. Soit u I’endomorphisme de R® dont la matrice
dans la base canonique est définie par :

m 1 1
A= 1 m 1 meR
1 1 m
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On a alors :
X—m -1 —1
Y -1 X-m -1
—1 -1 X-m
I -1 0
X-m+1)4 0 1 -1
-1 -1 X—m
1 0 0
X-m+1% 0 1 —1 (colonne2 + colonnel)
-1 -2 X—m

— Yu=X-m+1>*X-m—-2)
Donc Ay = m — 1 est une valeur propre de multiplicité = 2 et A, = m+ 2 est une valeur

propre de multiplicité = 1
(x,y,z) € Ey, sietseulementsix+y+z=0

= E), ={(x,52) €R? : x+y+2z=0)}

- (X,)%Z) = (x7y7 —X—Y) :x(1707_1)+y(07 17_1)

Posons ¢} = e; — e3 et €5, = ey — e alors (€], €5) est libre et

E), = Vect(é},€,) donc (€, ¢€,) forme une base de Ej, et par suite
dim<E7\.1) =2

(x,y,z) € E, si et seulement si :

—2x+y+z=0
x—2y+z=0
x+y—2z=0

Ce systéme admet pour solution {(x,y,z) €R3 : x=y =z} d’ou :

(x,3,2) € Ey, <= (x,y,2) = (x,x,x) = x(1,1,1)

Donc si on pose € = e| + e + e3 alorsEy, = Vect(e})
(¢,¢),¢}) est donc une base de E formée de vecteurs propres de u et dans laquelle la

matrice de u s’écrit :
m—1 0 0

B:= 0 m—-1 0
0 0 m+2
On sait que la matrice de passage P est egale a la matrice de I’endomorphisme p tel que
pler) = ¢}, plex) =€, pez) = ¢4 donc :

Etona|B=P 'AP et A=PBP!
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4. Soit A la matrice de M4(R) définie par

1 a b c
01 d e
A= 00 -1 f
00 0 -1

A quelle condition A est-elle diagonalisable ?

Il est facile de voir que 4 = (X 4 1)?(X — 1)2, donc A est diagonalisable, si et seulement
si, le polyn6me minimal My de A n’a que des racines simples. My et 4 ont les mémes
racines, donc A est diagonalisable, si et seulement si, My = (X +1)(X — 1). Ainsi on est
amené a dire que A est diagonalisable, si et seulement si, (A+1)(A—1)=0.

0 2a ad ae+bf
{0 0 O df
A+DA-I)= 00 0 -—af
0 0 O 0

Donc A est diagonalisable, si et seulement si,
2a=0,ad =0, ae+bf=0,df =0et —=2f=0
Donc on voit que A est diagonalisable, si et seulement si,a =0 et f =0.
5. E = R* muni de sa base canonique (e, ey, e3,e4) et soit u I’endomorphisme de R* défini
par:
u(e;) =2e;+ez—es
u(ey) =e;+2er—eas
(e3) =e3
u(es) =e3+es
Alors la matrice de u dans la base canonique s’écrit :

<

2 1 00
0 2 00
A= 1 0 11
1 -1 0 1
X-2 -1 0 0
o x-2 0 0
e = 110 x—1 -l
1 1 0 X-1
X-2 -1 0 0
0O X-20 O
= XD e
1 1 0 X—-1
X-2 -1 00
B J 0 X-200
= (X-2) 1 0 10 (colonne4 + colonne3)
1 1 01
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Donc u est diagonalisable si et seulement si (u— Idg)(u—2Ildg) =0 .
Orona (u—1Idg)(u—2Idg)(e;) = —e3 # 0 donc u n’est pas diagonalisable.

5.3 'Trigonalisation - Jordanisation

5.3.1 Définition et Critere de trigonalisation

Définition 5.3.1

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E. On dit
que u est trigonalisable, s’il existe une base de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous une
forme triangulaire :

ap ap2 - A
0 a

A— 22
0 0 am

Théoreme 5.3.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E. Alors u est

trigonalisable, si et seulement si, le polynOme caractéristique de u, ¥, a toutes ses racines dans
K.

Preuve 5.3.1

(=) Supposons que u est trigonalisable, donc il existe une base de E dans laquelle la matrice
A de u s’écrit :

ap aiz - A4
0 apxp : ..
A= Vi,j,aij€K
0 - 0 ay
X —ag —aip - —din
— = det(XI —A) = 9 X —an
0 0 X—am

== Yy = (X—an)(X—azz)---(X—ann)

Donc 7y, a toutes ses racines dans K.

(<) Supposons que y, a toutes ses racines dans K et montrons par récurrence surn = dimg (E)
que u est trigonalisable

Pourn =1 il n’y a rien a démontrer.

Supposons que n > 1 et que la proprieté est vraie pour tout K-espace vectoriel de dimension
m<n

Soit E un K -espace vectoriel de dimension n et soit A une- racine de . Soitt, I’endomorphisme
transposé de u, alors on sait que ;, = Xu. donc A est racine de Y, et par suite A est une valeur
propre de t,. Soit 0 € E* un vecteur propre associé a A
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Posons F =ker(0) , donc dimg(F) =n—1

Soitx € F alors on a < u(x),0 >=< x,1,(¢) >=< x,A.0 >

=< u(x),0 >=A <x,0 >=0donc u(x) € F et par suite F est stable par u

Soit v la restriction de u a F', donc v est un endomorphisme de F et comme Y, divise ), et ), a
toutes ses racines dans K alors aussi ), a toutes ses racines dans K .

Donc d’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une base (ej,e,...,e,—1) de F dans laquelle
la matrice de v est triangulaire. Soit x € E tel que x ¢ F et soit e, = x, alors la matrice de u par
rapport a la base (e}, e, ... ,e,—1,e,) est triangulaire.

Remarques 5.3.1

1. Tout endomorphisme diagonalisable est trigonalisable

2. SiK est un corps algebriquement clos et si E est un K-espace vectoriel de dimension finie
alors tout endomorphisme de E est trigonalisable

3. Si u est un endomorphisme trigonalisable et si A est une matrice triangulaire qui repré-
sente u dans une base de E, alors les éléments diagonaux de A sont les valeurs propres de
u, c’est a dire :

M oap -+ a
0 X
A= 2
: c- Ap—1n
0O --- 0 A
Ot Ai,A;,..., A, sont les valeurs propres non necessairement deux a deux distinctes de u.

Donc le déterminant et la trace de u sont exprimés uniquement en fonction des valeurs
propres de u :

det(u) = TIN; et trace(u) = Z?»,-
=1

~

Proposition 5.3.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme quelconque de
E. On suppose que :

Y= X"+ X" 4+ aiX +ag

Alors det(u) = (—1)"ag et trace(u) = —ay—1.
En particulier, si dimg(E) = 2 alors pour tout endomorphisme u de E on a :

Yu = X* —trace(u)X + det(u)

Preuve 5.3.2
Si Y, a toutes ses racines dans K, alors on aura :

X=X =A)X=22) (X —A) =X"+an 1 X"+ +a1X +ag

n n
i:§1 i anp—1 € Pl ( ) ao
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Donc dans ce cas on a le résultat.

Si maintenant ¥, n’a pas toutes ses racines dans K, alors d’apres votre cours d’algebre général,
il existe un corps L contenant K comme sous-corps et dans lequel ), a toutes ses racines.
Soit A la matrice de u dans une base de E et Soit v I’endomorphisme du

L-espace vectoriel L" de matrice A dans la base canonique de L". Alors :

xy =detXI—A) =y =X"+a, 1 X" '+ +a;X+ap

Or y, a toutes ses racines dans L donc d’apres le premier cas on a
trace(v) = —ay_; etdet(v) = (—1)"ag
D’otl le résultat, car trace(u) = trace(A) = trace(v) et det(u) = det(A) = det(v)

5.3.2 Endomorphismes nilpotents

Définition 5.3.2
Soient E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On dit que u est nilpotent, s’il
existe un entierm > 1 tel que u™ =0

Proposition 5.3.2
Soit u un endomorphisme nilpotent, alors il existe un entier g > 1 tel que u? =0 et ud~! # 0
q s’appelle I’indice de nilpotence de u.

Preuve 5.3.3
SoitA={meN : m>1etu™ =0}, alors par définition A est une partie non vide de N, donc
A admet un plus petit élément noté g etonag € Aetqg—1 ¢ A.

Théoreme 5.3.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n . Alors les propositions suivantes sont
equivalentes :

1) u est nilpotent

i) M, = X4, ot1 q est I’'indice de nilpotence de u

iii) Y = X", ot n = dimg (E)

Preuve 5.3.4
i) = ii) Supposons que u est nilpotent d’indice g, alors u? = 0 donc M,, divise X4 et par suite
M, = X" avec r < q. Puisque u¢~' # 0 alors r = g

i1) = iii) Supposons que M,, = X4, puisque M,, et ont les mémes racines, donc 0 est I’'unique
racine de Y, et puisque X, est unitaire de degré = n alors x, = X"

111) = 1) C’est une conséquence du théoreme de Cayley-Hammilton.

Remarque 5.3.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme nilpotent, non
nul, d’indice q. Alors, d’apres le théoreme précédent, on a toujours :

2<g<n oun=dimg(E)
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Notations 5.3.1

Dans la suite E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphosme
nilpotent non nul d’indice q.

Pour chaque i, i=0,1,2,...,q on pose E; = ker(u')

— Ey={0} et E,=E

Lemme 5.3.1
i) {0} =EyCEIC- CE,=E
11) Vi, i:0,1,2,...,q—1 5 M(EH_1) gE,’

Preuve 5.3.5
i) Pour tout endomorphisme u, on a toujours :

Vi e N, ker(u') C ker(u™™)

Donc on doit montrer que Vi, i=0,1,2,...,q—1, Ei+1 # E;
Pour cela , supposons par absurde qu’il existe i tel que E;y, = E; et montrons que u?~! =0
Pour toutx € Eonauf(x)=0
— it (w1 (x)) =0
— 471 ()C) ek
— (w1 (x)) =0
— u?"!(x) = 0 et ceci Vx € E
Ce qui est absurde.
ii)Trivial
Lemme 5.3.2
Soit F un sous-espace vectoriel de E. On suppose qu’il existe i , 1 <i < g tel que F NE; = {0},
alorsona:
i) u(F)NE;_; ={0}
ii) u|r : F — u(F) est un isomorphisme

Preuve 5.3.6

i) Soit x € F tel que u(x) € E;_y, a-t-onx=0?
u(x) €Ei 1 = u"(u(x)) =0

Donc u'(x) = 0 et par suite x € E;

OrFNE; ={0} doncx=0

i1l suffit de montrer que ker(u|r) = {0}.
On aker(u|r) = F Nker(u) avec F Nker(u) C F NE;, d’oll le résultat.

Lemme 5.3.3
II existe des sous-espaces vectoriels Fy,F,, ..., F, de E tels que :
)Vi,i=1,2,....,q,E;=E,_1DF;
i) Vi,i=1,2,...,q,u(F) CF_
iii) Vi, i=1,2,...,q, u|lp, : F; — F;_ est injective
V) E= ®F
i=1
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Preuve 5.3.7
On sait que E, 1 C E, donc on peut choisir un supplémentaire de E, | dans E, qu’on note F;

—E=E,=E, |®F,

On a donc E,_1 N F, = {0}, par suite, d’apres le lemme precedent , E, > Nu(F;) = {0}. Or
u(F;) Cu(E,) € E,;_1, donc on peut choisir un supplémentaire de E,_» dans E,_ qui contient
u(F,), ce supplémentaire sera noté F,_

—E,_ 1 =E;, 2®F,_1 avec u(F;) C F;_
Puis de la méme maniére on voit que
Eq—3Nu(Fy—1) ={0} et u(Fy—1) Cu(Eg—1) S Eg—

donc on peut choisir un supplémentaire de E,_» dans E,_ qui contient u(F,), ce supplémentaire
sera not€ Fy
— FE, 2 =E; 3B F; 2 avec M(Fq_l) CF, 2

Ainsi par récurrence on aura :

E=E,=E, &F,
E, 1 =E; 2>®F;_1 avec u(F;) C F,_
E, »=E;, 3®F; > avec u(Fy;_1) C F;»

Er,=E|DF avec M(F3) Ch
E|=Ey®F, avec u(F,) CF
D’ou Ie résultat.

Définition 5.3.3
On appelle matrice nilpotente de Jordan toute martice carrée qui s’écrit sous la forme :

N 0 0 ... 0
0 [\ 0 ... 0
N = 0 0 °, 0
0 0 ... 0 [N
Ou pour chaquei,i=1,2,...,r,ona:
0O 1 O .0
0 1 .0
N; = .0
|
0 O 0 O
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Théoreme 5.3.3

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme non nul de E ,
nilpotent d’indice q. Alors il existe une base de E, appelée base de Jordan de u, dans laquelle
la matrice de u est une matrice nilpotente de Jordan.

Preuve 5.3.8
Soient Fy,F3, ..., F, les sous-espaces du lemme précédent, alors on a :
)Vi,1<i<q,E=E_ OF
i) Vi, 1<i<q,u(F)CF
iii) Vi, 1 <i<gq, u|r,: F; — F_1 est injective
iv) E= ®F

i=1

Soit (x4,1,%42,- - -,Xg.m,) une base de F, . Puisque u|, : F; — Fy—1 est injective alors (u(xg,1),u(xg2),- .-

est une partie libre de F,_; et par suite on peut la compléter en une base de F,

Soit (Xg—1,1,Xg—1,2,--- »xq—lmqq) cette base , ou pour chaque i, i=1,2,...,mg x4—1; = u(xy;)
Ainsi par récurrence sur j , 2 < j < g, a partir d’une base (xj1,Xj2,...,Xjm;) de Fj on obtient
une base (Xjfl,l,xj;lg, ... 7xj*17mj—1) de Fj,I tel que :

Vi, 1<i< mj, Xj_1;= u(xj,,')

q
OrE = @F; , donc la réunion de toutes ces bases forme une base de E
j=1
Ecrivant les éléments de cette base dans un tableau de la maniére suivante :

F, Xg,1 Xg2 || Xgm,
Fq,1 Xq,L] xq,Lz e xqflqu e xqflqu_l
Fi X1,1 X12 || Ximg | oo | Ximgy |- | XLmy
G Gy, |... qu qu_l oo | Gy

Dans ce tableau, pour chaque i , 1 <i < mj , G; est le sous-espace de E engendré par les vec-
teurs de la i'“"® colonne qui forment un systeme libre, donc ce systéme constitue une base de G;
Ecrivons les éléments de cette base en commangant du bas vers le haut donc on aura (e; 1,€;2,...,¢€ir,),

ou :
uei1) =0
uleij)=eij1,Yj,2<j<r

Soit u; la restriction de u a G;, donc u; est un endomorphisme de G; et la matrice de u; dans la
base ci-dessus s’écrit :

01 0 - 0
0 1 - 0

A= 0
0 0 0 1

0 0 0 0
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mi
Oron a E = @G, donc la matrice A de u dans la base
i=1
(€1,1,€1,2- 51 r1svvseer€my1,€my 25+ --€m;>Tmy ) S Ecrit sous la forme :

o... 0
0... 0

o...o

A=

D’ou le résultat

Remarques 5.3.2
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E nilpotent
et non nul, d’ndice g

1. onatoujours2 < qg<n

2. Soient Fi,F,, ..., F; les sous-espaces associ€s a u alors on a toujours :
i) F; =ker(u)
ii) dimK(Fl) > dimK(Fz) > > dimK(Fq)

3. Si g =n = dimg(E), alors u" = 0 et u"~' # 0. Soit x € E tel que u"~'(x) # 0, alors

("1 (x),u"%(x),...,u(x),x) est une base de Jordan de u, dans laquelle la matrice A de
u s’écrit :
0 1 0 ... 0
0 0 1 ...0
A= ¢ 0o e
0O 0 ... 0 1
0 O 0 O

4. Sig=n—1oun=dimg(E), alors d’aprés ce qui précéde on aura :

{ dimg (Fy) =2
dimg(F,) = --- =dimg (F;) = 1

Soit x € E tel que u"~?(x) # 0 et soit y € ker(u) tel que (u"~%(x),y) forme une base
de ker(u), (ker(u) = Fy), alors (u"~?(x),...,u(x),x,y) est une base de Jordan de u dans
laquelle la matrice de A de u s’écrit :

0 1 ... 00

0o 0o 1 0 ...0
A= N

0 0 O 1 0

0 0 O 0 o0

0 0 O 0 O

5. Sig=n—2 oun=dimg(E), alors d’aprés ce qui précéde, deux cas sont possibles :
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— 1¢" Cas dimg (ker(u)) = 2, ottker(u) = Fj. Alors on aura :

{ dimg(F) =2
dimK(F3) == dimK(Fq) =1

Soit x € E tel que u"3(x) # 0 et soity € E tel que :

{ uz(ﬂ: 0etu(y)#0

u""*(x),y) forme un systéme libre

Alors (u"3(x),...,u(x),x,y,u(y)) est une base de Jordan de u dans laquelle la matrice
A deu s’ecrit :
o1 O --- 0
o o0 1 --- 0
A= 0 0 0 1
0 O 0 O
01
00
— dimg (ker(u)) = 3, alors necessairement, on a :
dimK(Fz) =...= dimK(Fn,Q) =1

Soit x € E tel que u"3(x) # 0 et soient y et z deux éléments de ker(u) tels que
(u"3(x),y,z) forme une base de ker(u).

Alors (u"3(x),--- ,u(x),x,y,z) est une base de Jordan de u dans laquelle la matrice A
de u s’écrit :

o1 0 --- 0
0O 0o 1 -+ 0
A= o 0 -~ 0 1
0O 0 -~ 0 0
00
00

Exemple 5.3.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme nilpotent non nul
d’indice g
1. dimg(E) =2 alors on aq =2 = dimg(E). Soit x € E tel que u(x) # 0, alors (u(x),x) est
une base de Jordan de u et on a :
0 1
+=(50)

116 Mohamed HOUIMDI



CHAPITRE 5. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES 117

2. dimg(E)=3,alorsonag=2ouq=3
Siq=3=dimg(E), soitx € E tel que u*(x) # 0, donc d’apreés ce qui précéde (u?(x),u(x),x)
est une base de Jordan de u eton a :

A=

o O O
S O =
o = O

Siq=2=dimg(E)—1, soit x € E tel que u(x) # 0 et soit y € ker(u) tel que (u(x),y)
forme une base de ker(u). Alors (u(x),x,y) est une base de Jordan de u et on a :

A=

o O O
S O =
o O O

3. dimg(E) =4, alorsonaq € {2,3,4}
Si ¢ = 4 = dimg(E), on choisit x € E tel que u?(x) # 0, alors d’aprés ce qui précéde,
(u? (x),u®(x),u(x),x) est une base de Jordan de u et on a :

0 0

S OO =
o - O O

0 1
0 0
0 0
Si g =3 = dimg(E) — 1, on choisit x € E tel que u?>(x) # 0 et on choisit y € ker(u) tel

que (u*(x),y) forme une base de ker(u). Alors d’aprés ce qui précéde, (u*(x),u(x),x,y)
est une base de Jordande u eton a :

S oo O
S o o=
oS o= O
S o oo

Siq =2 =dimg(E) — 2, alors d’aprés la remarque précédente, deux cas sont possibles :
— dimg (ker(u)) = 2, dans ce cas on choisit x € E ety € E tels que u(x) # 0, u(y) # 0 et
(x,y) libre. Alors (u(x),x,u(y),y) est une base de Jordan de u et on a :

0100
0 00O
A_0001
0 00O

— dimg (ker(u)) = 3, dans ce cas on choisit x € E tel que u(x) # 0 et on choisity , z €
ker(u) tels que (u(x),y,z) forme une base de ker(u). Alors (u(x),x,y,z) est une base de
Jordandeu etona:

o O OO
oo o
o O OO
o o OO
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5.3.3 Réduite de Jordan

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme quelconque
de E. On suppose que X, le polyndme caractéristique de u, a toutes ses racines dans K et soient
A,A2, ... A, les racines deux a deux distincts de %, de multiplicités respectives mi,ma, ..., m,

alorsona:
Xu = (X —=A)™" (X —hp)" - (X = 2,)™

Pour chaque j, j=1,2,...,r, posons N; = ker[(u — A;)"]

Définition 5.3.4
Vj,j=12,...,r,N; s’appelle le sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A ;.

Lemme 5.3.4
1) Vj,j=1,2,...,r,N;j est stable par u

;
i) E= @N,

j=1
i) Vj, j=1,2,...,r,dimg(N;) = m;

Preuve 5.3.9

i) Trivial

ii) D’apreés le théoréme de Cayley-Hammilton, X, (u) = 0, donc d’aprés le théoréme de
décomposition on a le résultat.

iii) Soit v; la restriction de u a N;, alors v; est un endomorphisme de N; , car N; est stable
paru,etona(v;—A;)" =0.
Posons nj = dimg (N;), alors X,; = (X —A;)™ Or on sait que X,; divise X, et par suite on
auran; < mj . D’autre part, on a:

my+my+---+m=n+ny+---+n=n
D’Ofl\V/j,nj:m]'
Remarque 5.3.2
1. Vj,j:1,2,...,r,ExjgNlj
2.Vj,j=12,....,r,(vj—A;j)™ =0, donc v; — A; est un endomorphisme nilpotent de N

3.Vj,j=1,2,...,r, soit q; I'indice de nilpotence de v; — A;, alors on a :
M,=X—-AM)T"X—-A)?---(X—A)% (Exercice)
4. u est diagonalisable, si et seulement si, Vj , j=1,2,....r, Ey, = Ny,

Théoréeme 5.3.4
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, ott K est un corps algebriquement clos. Alors
pour tout endomorphisme u de E, il existe deux endomorphismes de E, v et w, tels que :

i) v est diagonalisable

1) w est nilpotent

iii) vow = wov

iv) u=v+w
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Preuve 5.3.10
K est algébriquement clos, donc Y, a toutes ses racines dans K. Soient A1, A, ..., A, les racines
deux a deux distinctes de ), et soitent N1,N,,...,N, les sous-espaces caractéristiques associés

p
On sait que E = @N;, donc pour x € E, x = x| +x2 + - - -+ X, on pose :
i=1

v(x) =Axp+ x4+ Ay
w(x) =uy(x1) —x1 +up(xp) —x2+ - +up(xy) — xp

Ou pour touti ,i=1,2,...,r, u; est la restriction de u a N;
i) Par contruction, v est diagonalisable

ii) D’apres la remarque précédente, pour touti , i = 1,2,...,r, u; — A; est un endomorphisme

nilpotent de N;. Soit g; I’indice de nilpotence de u; — A; et soit g = sup q;, alors w? =0 donc w
1<i<r

est nilpotent

ii1) et iv) facile a vérifier

Corollaire 5.3.1
Soit K un corps algebriquement clos. alors pour toute matrice carrée A d’ordre n a coéfficients
dans K, il existe deux matrices carrées D et N d’ordre n a coéfficients dans K tels que :

i) D est diagonalisable

ii) N est nilpotente

iii) D.N =N.D

iv) A=D+N

Preuve 5.3.11
Exercice
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Théoreme 5.3.5

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E. On suppose
que X, a toutes ses racines dans K et que

Xu=X—NA)" (X —Ap)"™2--- (X —Ap)", 0l A1, A, ..., A, sont les racines deux a deux distinctes
de . Alors il existe une base de E, appelée base de Jordan de u, dans laquelle la matrice J de u

s’écrit :

J=
OouVvi,i=1,2,...r,ona:
Ji
Jin
J; =
Ji7ri
EtouVj, j=1,2,...,ri,ona:
Ao 10 0
0 A 1 0
Jl,J: . '.' ., ..
0O 0 -~ A 1
O 0 --- 0 N\
C’est a dire, la matrice J est de la forme :
7»1 €1 0o - 0
0 7\,2 €y coo 0
J= T :
0O 0 --- 0 €,
o o0 --- 0 A,

Ouvi,i=1,2,....n—1,¢&€{0,1}
EtouVj, 1< j<r,\;apparait m; fois sur la diagonale de la matrice J.

Preuve 5.3.12
Pour chaque i, i=1,2,...,r, soitv; la restriction de u au sous-espace caractéristique N; associé
a la valeur propre A;, alors v; — A; est un endomorphisme nilpotent de N;, donc il existe une base
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(€i1,€i2,...,¢ein;) de N; dans laquelle la matrice de v; — A; s écrit :

A1

Aip
A=

Ai>ri

Ou pour tout j , j=1,2,...,r;,A; j est de la forme :

o1 0 --- 0
o o 1 --- 0
Aij=1| + . 0 el
O 0 -~ 0 1
o o0 --- 0 O
Orv; = (vi — \j) + A;.Idg, donc la matrice de v; dans cette méme base s’écrit :
Jin
Jin
Ji=A+ NI = :
Jiari
Ou pour tout j , j=1,2,...,r;,J;j s’écrit sous la forme :
A 10 - 0
0o A 1 0
Jl,] = : ‘. . .. .. E
o 0 - N 1
o 0 -~ 0 N\

r
Puisque E = @N;, donc la matrice de u dans la base
i=1
(€1,1,€12,---s€1nys---5€r1,€r2,-..,€rpn,) s €crit sous la forme :

S,

D’ou Ie résultat.

Corollaire 5.3.2
Pour toute matrice carrée A a coéfficients dans C, il existe une matrice de Jordan J et il existe
une matrice inversible P tels que :

A=P P
Preuve 5.3.13
11 suffit d’appliquer le théoréme précedent a I’endomorphise u de C" de matrice A dans la base
canonique de C"
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5.3.4 Méthode pratique de jordanisation d’une matrice d’ordre 3

Soit A une matrice quelconque de M3(K). On désigne par (ej,ez,e3) la base canonique de K3
et on suppose que le polyndme caractéristique de A, x4 a toutes ses racines dans K qui sont tous
de dimension 1.
1¢" Cas XA = (X —7\.1)(X —7\.2)(X —7\,3) avec 7\,1 7§ 7\,2 7§ )\,3.

Dans ce cas, les trois valeurs propres de A sont deux a deux distinctes, donc A est dia-

gonalisable. Pour diagonaliser A on doit chercher les sous-espaces propres Ej , E;, et
Ey,.
2ieme Cas x4 = (X — A1) (X —A2), avec A # As.

Dans ce cas, on commence par chercher Ej et Ej,.

— Sidim(E;,) = 2 alors est A diagonalisable.

Donc si (v,v2) est une base de Ej, et v3 est un vecteur non nul de E; , alors (v,v2,v3)
est une base formée de vecteurs propres de A.

— Si dim(Ej,) = 1, alors A n’est pas diagonalisable. Pour jordaniser A, on cheche un
vecteur v tel que (A —A1)?(v) =0et (A —A;)(v) # 0, puis on prend v; = (A —A;)(v),
v2 = v et v3 un vecteur non nul de £, ;. Alors (vi,v2,v3) est une base de Jordan de A et
on aA(vl) = AV, A(Vz) =y +Av2 etA(V3) = AMv3.

3ieme Cas ya = (X — ).

Dans ce cas A est diagonalisable, si et seulement si, A = Al. Donc on suppose que A 7# Al.

— Si (A—AI)? #0, alors on peut choisir v € {e1,e;,e3} tel que
(A —AI)%(v) # 0, puis on pose

vi=A-A)2W), va=(A-M)(V)etvs=v
Donc (vq,v2,v3) est une base de Jordan pour A et on a
A(Vl) = 7\\/1, A(Vz) =y +An etA(V3) = vy +Avz

— Si (A—AI)? =0, alors dans ce cas dim(E)) = 2, (Pourquoi ?).
Pour jordaniser, on prend v € {e1,e2,e3} tel que (A —Al)(v) # 0 et on cherche y € Ej,
tel que (y, (A —Al)(v)) soit une base de Ej, puis on pose

vi=(A—=MN)(v), vy =vetvz=y
Alors (vy,v2,v3) est une base de Jordan et on a

A(vl) =Avi, A(Vz) =y +An etA(V3) = A\v3

5.3.5 Meéthode pratique de jordanisation d’une matrice d’ordre 4

Soit A une matrice quelconque de M4(K). On désigne par (ej,ez,e3,e4) la base canonique
de K* et on suppose que le polyndme caractéristique de A, 4 a toutes ses racines dans K.

1¢" Cas XA = (X —kl)(X —kz)(X—)vj)(X —7\,4) avec 7\,1 7& 7\,2 7& 7»3 7& 7\,4.
Dans ce cas, les valeurs propres de A sont deux a deux distinctes, donc A est diagonali-
sable. Pour diagonaliser A on doit chercher les sous-espaces propres E; , Ey,, Ey, et £y,
qui sont tous de dimension 1.
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2¢" Cas

3¢ Cas

4¢" Cas

5¢" Cas

XA = (X —7\,1)2(X —kz)(X—?@) avec k] 79 ?uz 7& X3.

Si dim(Ej, ) = 2 alors A est diagonalisable.

Donc si (v1,v;) est une base de E,,, v3 estun vecteur non nul de Ej, et v4 est un vecteur
non nul de £, alors (vi,v2,v3,v4) est une base formée de vecteurs propres de A.

Si dim(Ey,) = 1, alors A n’est pas diagonalisable. Pour jordaniser A, on cheche un
vecteur v tel que

(A—A1)2(v) = 0et (A—A)(v) £0

puis on prend v; = (A —A1)(v), v2 = v, v3 un vecteur non nul de Ej, et v4 un vecteur
non nul de Ej,. Alors (v1,v2,v3,v4) est une base de Jordan de A et on a
A(vl) = AV, A(Vz) =V +Ava, A(V3) = AV3 etA<V4) = A3v4.

XA = (X — KI)Z(X — 7»2)2 avec 7\,1 75 7\,2.

Si dim(Ey, ) = 2 et dim(E;,) = 2 alors A est diagonalisable.

Donc si (vq,v2) est une base de Ej, et (v3,v4) une base de E, , alors (vq,v2,v3,v4) est
une base formée de vecteurs propres de A.

Si dim(E),) = 1 et dim(Ej,) = 2 alors A n’est pas diagonalisable. Pour jordaniser
A, on cheche un vecteur v tel que (A —A1)?(v) =0 et (A —A1)(v) # O et on pose
vi = (A—\1)(v) et vp = v. Puis on cherche une base (v3,v4) de Ey,, ainsi (vi,v2,V3,v4)
est une base de Jordan de A et on a

A(vi) =Avi, A(m) =vi+Aivo, A(v3) =Mz et A(va) = Apva.

xa = (X —A)3(X —A2) avec Ay # Ag.

Si dim(Ej,) = 3, alors A est diagonalisable.

Donc si (vy,v2,v3) est une base de E,, et v4 est un vecteur non nul de Ej, alors
(vi,v2,v3,v4) est une base formée de vecteurs propres de A.

Si dim(Ej,) = 2, alors A n’est pas diagonalisable. Pour jordaniser A, on cherche un
vecteur v tel que

(A—=X)3(v)=0et (A—Ly)(v) #0

On pose vi = (A—Ap)(v) et v, = v, alors vi € Ey, (Pourquoi ?). Puis on choisit v3 € Ej,
tel que (v1,v3) soit une base de Ej, et v4 un vecteur non nul de Ej,. Alors (vi,v2,v3,v4)
est une base de Jordan de A et on a

A(vi) =Avi, A(va) = vi+Apvp, A(va) = Ava, et A(vg) = Apvy

Si dim(Ej,) = 1, alors A n’est pas diagonalisable. Pour jordaniser A, on cherche un
vecteur v tel que

(A=A)>(v)=0et (A—A)2(v) #£0

Puis on pose vi = (A —A1)2(v), v2 = (A —A1)(v), v3 = v et v4 un vecteur non nul de
Ey,. Alors (vi,v2,v3,v4) est une base de Jordan de A et on a

A(vl) = 7»1\/1, A(Vz) =V —1—7\.1\/2, A(V3) = 1/2—1—7u1\/’3,7 etA(V4) = Mva
= (X —1)%

Dans ce cas A est diagonalisable, si et seulement si, A = Al. Donc on suppose que A # Al.
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— Si (A—2A)3 # 0, alors on peut choisir v € {e1,e3,e3,e4} tel que
(A—AI)*(v) # 0, puis on pose

= (A—M)S(v)7 v=(A —7\,1)2(\/), vi=(A—-M)(v)etvg=v
Donc (vy,v2,v3,v4) est une base de Jordan et on a
A(vi) =Avi, A(m) =vi+Avy, A(v3) =va+AvzetA(va) =v3+Ang
— Si(A—L)*=0et (A—L)%#0, alors dim(E) ) = 2 (Pourquoi ?).
Pour jordaniser A, on choisit v € {e1,e2,e3,e4} tel que
(A —2X)?(v) # 0 et on choisit y € E)_tel que ((A —A)%(v),y) soit une base de E). Puis

on pose
vi=(A-2)v), mu=(A-N(), z=vetvg=y

Alors (v, v2,v3,v4) est une base de Jordan de A et on a
A(vi) =Avi, A(n2) =vi+Ava, A(v3) =va+Avz, et A(vq) = Ay
— Si (A—2X)? =0, alors on aura dim(E, ) = 2 ou dim(E) ) = 3 (Pourquoi ?)
Si dim(E;) = 2, on choisit x € {e],e2,e3,ea} ety € {e1,e2,e3,ea} tels (A—A)(x) #0
et (A—A)(y) # 0, puis on pose
vi=A-AN)x),vu=x,v=A-N)(y)etvw=y
Alors (vi,v2,v3,v4) est une base de Jordan et on a

A(Vl) =My, A(VQ) =y + Ay, A(V3) = A3 etA(V4) =v3+Avy

Si dim(E) ) = 3, on choisit x € {e1,e2,e3,e4} tel que (A —A)(x) # 0 et on choisit y,z €
E) tels que ((A —A)(x),y,z) soit une base de E;. Puis on pose

vi=(A—=A)(x),va=x,v3=yetvg =2
Alors (vi,v2,v3,v4) est une base de Jordan de A et on a

A(Vl) = Avi, A(Vz) = v +Avy, A(V3) =Avs etA(V4) = Ay

5.4 Application aux systemes différenciels

5.4.1 Notations

i) M,(C) désigne le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coéfficients dans le
corps des nombres complexes C

ii) Rappelons que si A est un élément de M, (C), alors A définit un unique endomorphisme
du C-espace vectoriel C", qu’on note encore A
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X1 Y1

X2 y2 L. .

iii) Pour X e C" , X = . Y =AX= . désigne I’'image de X par A. Et on
Xn Yn

sait que si A = (a; j)1<i,j<n alors :
n
Vi,i=1,2,....n,y;= Za,'JXj
J=1

iv) Pour X € C",

X|| dsigne I’une des normes usuelles de C" :

XN =S sl

IX1] = (£2 ()

1= sup b
1<i<n

5.4.2 Norme d’une matrice

Pour toute matrice A de M,,(C) on pose :

N(A) = sup({% Xl =1})

Proposition 5.4.1
i) L’application N : M,,(C) — R définit une norme sur C
ii) YA € M,(C) , VB € My(C) , N(A.B) = N(A)N(B)
iii) N(I) =1, (ot I est la matrice identité)

Preuve 5.4.1
Exercice

Remarque 5.4.1
1. (M,(C),N) est un espace normé

2. Rappelons qu’une suite (A,),>0 d’éléments de (M,(C),N) est dite de Cauchy si :
Ve>0,dpeN :Vn,Vm,nm>p=— N(A,—Ap) <€

Et qu’un espace normé E est dit complet, si toute suite de Cauchy d’éléments de E
converge vers un élément de E

3. Rappelons aussi que tout espace normé de dimension finie est complet et que toutes les
normes sur un tel espace sont equivalente (Voir Cours d’Analyse de MPII)

4. M,(C) est de dimension finie = n*, donc (M,,(C),N) est un espace normé complet
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5.4.3 Exponentiel d’une matrice

Rappelons que si x € R, exp(x) est défini comme étant la fonction inverse de log(x), puis
grace a la formule de Taylor on montre que :

)
Vx € R, exp(x) = Z%
n=0"""

Si maintenant z € C, par analogie et en utilisant les séries entieres , on définit 1’exponentiel de
Zpar:

(o)

exp(z Z i—

Dans la suite nous allons utiliser la méme analogie pour définir I’exponentiel d’une matrice A

Lemme 5.4.1
Pour toute matrice A de M,,(C), la suite (u,) >0 définie par :

P AN
\V/p, up - _'
= n!
possede une limite dans M,,(C), qu’on note :
Al’l
lim u), = —

Preuve 5.4.2
11 suffit de vérifier que (u,),>0 est une suite de Cauchy

Définition 5.4.1
Pour toute matrice A de M,,(C), on définit I’exponentiel de A par la formule :

Al’l
exp(A) = gglgoup =) —

|
n—o

Lemme 5.4.2
Si A et B sont deux matrices de M,,(C) qui commutent, alors :
exp(A+ B) = exp(A).exp(B)
Preuve 5.4.3
exp(A).exp(B) = (Y} —)-(} )
p=0 p: q=0 q:
C’est le produit de Cauchy de deux séries :

Z”P Z"q Z( Z Upvg) = Z Z”pvn p

n=0 p+qg=n n=0 p=0
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Puisque A.B = B.A alors on aura :

exp(A).exp(B) = ¥ (Y =

Or on sait que :

Z AP B(n—p)
n |
— i( Z n APB(”_P))

1
— —‘(A +B)" car A et Bcommutent
n!
> (A+B)"
= exp(A).exp(B) = Z Aa+B)"
n=0

o= exp(A+B)

D’ou Ie résultat.

5.4.4 Calcul pratique de ’exponentiel d’une matrice

1. Si D est une matrice diagonale :

M 0 - 0
0 A --- 0
p=| . =~ .
0 - 0 A,

Alors , en appliquant la définition, on voit facilement que :

exp(M) 0 e 0

0 ) - 0

pp)= | 0 TP
0 0 exp(A)

2. Si N est une matrice nilpotente d’indice ¢, alors en appliquant la définition on aura :

q—le
exp(N) =) —
=0 J:

3. SiJ est une matrice de Jordan, alors / = D+ N, ou D est une martice diagonale et N une
matrice nilpotente qui commute avec D, donc on aura

exp(J) =exp(D+N) = exp(D).exp(N)
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4. Simaintenant A est une matrice quelconque a coéfficients dans C, alors on sait qu’il existe
une matrice de Jordan J et il existe une matrice inversible P tels que A = P~'JP, donc il
est facile de vérifier que :

exp(A) = P 'exp(J)P

Remarque 5.4.2
Soit A une matrice complexe. Supposons que C" = E| $E, ® --- @ E,, ot pour chaque i , i =
1,2,...,r, E; est stable par A. Alors

-
VX €C", exp(A).X =) exp(A;).X;
i=1
AvecX =Y X;, Vi, X; € E; et A; est la restriction de A a E;.

5.4.5 Systemes différentiels

Définition 5.4.2
Un systeme différentiel est un systeme d’equations différenteilles qui s’écrivent sous la forme :

( dx; __ dxz dx,
ar — 4Ll dt taip. gt taiag

dx2 . dx; dx2 dxn
a 921 dt taxp +otan T

dx, __ dx; dxz dx
\ @ = Ynl-gp TAn2-Tgr T T nng

Ou pour chaque i, i=1,2,...,n,x; : R — C est une fonction inconnue de classe c!
Et ot A = (a; j)1<i j<n €St une matrice a coéfficients constants dans C

Remarque 5.4.3
Posons X (t) = (x1(t),x2(t),...,xa(t)), alors X (¢) est une fonction inconnue de R vers C" et le
systeme précédent est equivalent a I’equation différentielle suivante :

dX(t)
dt

=AX (1)
Par analogie au cas de dimension 1, ce systeme admet pour solution :

X(t) =exp(tA).Xo avec Xp € C"

5.4.6 Résolution pratique d’un systeme différentiel
Méthode utilisant les sous-espaces caractéristiques

Soient A une matrice complexe, Aj, A, ..., A, les valeurs propres deux a deux distinctes de A
, N1,Na,...,N, les sous-espaces caractéristiques associés , My = (X —A)?(X —Ap)%--- (X —
A,)?r le polyndme minimal de A et pour chaque i, i = 1,2,...,r, A; la restriction de A a N;
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Considerons le systeme d)flgt) = AX(t) et posons

X(t) =X1(t) +Xa(t) + - -+ X,(¢) alors on aura :

dx dx dx. X,
() _ dXi) | () | %0

AX(1) =A1X1 (1) + A2 Xo (1) + - + A X, (1)
Donc d’apres I'unicité de la décomposition on aura :

a’X,-(t)
dt
- Xi(l‘) = eXp(l‘A,’).XLO avec Xi70 €N,

Vi,i=1,2,...,r, :Ai.Xi(I)

On sait que A; — A; est nilpotent d’indice ¢g;, donc :
exp(tA;) = exp(Ait). exp(t(A; — A;))

gi—1 k
N , K (Ai —A)
— explea) = exp(ha) T A

Pour chaque k, i =1,2,...,q;— 1, posons Y} = %(A,- — \)F alors Vk , Y, € N; donc Pi(t) =
ZZ’;] t*Yy est un polyndme en ¢ a coéfficients dans N;

Conclusion

Les solutions du systeme différentiel :

dX (1)
dt

=AX(1)

s’écrivent sous la forme :

X(t) = gexp(Kit)Pi(t)

Ou pour tout i , i = 1,2,...,r, Pi(t) est un polyndme en ¢ de degré < g; — 1 et a coéfficients
dans N;
Les coéfficients de chaque polyndme P;(¢) sont déterminés par la relation :

d(exp(Ait) Pi(t))

o = A.(exp(Ait)Pi(t))

Méthode utilisant une base de Jordan
Soit A une matrice de M,,(C), on considere le systeme différentiel

PO _axw ()

Pour résoudre (S), on commence par la recherche d’une base de Jordan de A. Soit J la réduite
de Jordan de A par rapport a cette base, on considere le nouveau systéme
dyY ()
dt

=JY(t) ()
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qui s’écrit sous la forme

(dy(t)

o = }Mlyl(t) —{—81}72(1)
d
y2(t) = hoya(t) +€2y3(1)
dt
dy,—1(t
mi = M- 1Vn—1(t) +€n—1Yn(t)
dyn
w7 nyn(t)

ot pour tout i, 1 <i<n-—1, ¢ € {0,1} et A;,Ay,...,A, sont les valeurs propres de A, non
necessairement deux a deux distinctes.

Ce systeme est facile a résoudre, en commengant par la derniere équation. Soit Y (¢) la solution
générale de ce systeéme, alors la solution du systeme (§) est donnée par

X(t)=PY(t)

5.5 Exercices

Exercice 5.5.1
Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices suivantes :

13 0 0 4 1 0 1 123 4
4 2 0 0 2 —10 1 0107
1 -15 3 —12 6 3 1 0027
2 0 4 -2 2 1 0 -1 000 2
Exercice 5.5.2
AAA A
2 1 A0 O A
A:<12) @ B=14004
AAAA

Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de B

Exercice 5.5.3
Soient u,v,w les suites définies par

3u,+2

V>0, upyy = 2

Vil =3V + 2wy, et wyr1 = v+ 2wy,

On suppose que uy > 0, vo = ug et wo = 1.
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1. Montrer que Vn > 0, u, = 2.

_Wn

2. a) Trouver une matrice A, tel que

Wn1 Wp

b) Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D, telle que A = PDP~.
c¢) Calculer A" et en déduire v,, w,, et lim u,,.

n—oo

Exercice 5.5.4
Soit u I’endomorphisme de R* défini par sa matrice A dans la base canonique (e1,e2,e3,e4) :
1 1
0 0
1 0
1 1

—_—0 O =
—_ O = =

a) Trouver le polynéme caractéristique et les valeurs propres de u.

b) Montrer que u est diagonalisable.

c¢) Trouver une base de E, (v1,v2,v3,vs4), formée de vecteurs propres de u. Trouver la ma-
trice de passage de (e, e),e3,e4) a la base (vi,v2,v3,v4).

d) Soit D la matrice de u dans la base (vi,v,v3,v4). Quelle est la relation entre A et D ?

Exercice 5.5.5
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie, tel que :

u4:u2+u

a) Montrer que
E = Ker(u) @ Ker(u® —u—Idg)

b) Montrer que Im(u) C Ker(u® —u— Idg)
c¢) En déduire que Im(u) = Ker(u® —u — Idg)

Exercice 5.5.6
-1 1 1 3a
2 0 -2 =2 .
A= 5 1 o 3, | unmematrice de M4(R)
0 0 1 O

1. Montrer que 1 est valeur propre de A. Quelle est la dimension de 1’espace propre associé
a la valeur propre 1 ?

2. Pour quelles valeurs de a, A est diagonalisable ?

3. Soit H le sous-espace de R* d’équation 2x —y —3z—t =0
— Montrer que A(H) = H.
— Soit B la restriction de la matrice A a H. B est-elle diagonalisable ?
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Exercice 5.5.7
Soient A et B deux matrices non nulles de M, (R).

1. Montrer que rgr(A) = rgc(A).

2. Montrer que A et B sont R-semblables, si et seulement si, A et B sont C-semblables.
(On pourra étudier det(P; 4+ xP») avec Py + iP, matrice inversible).

3. Dans Ia suite, on suppose que A> +2A% +2A = 0. A est-elle diagonalisable dans R ?
dans C ?

4. Montrer que A est de rang pair.
Exercice 5.5.8

Soient E = M>(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 2 a coifficients dans R et
(J1,J2,J3,J4) la base canonique de E.

10 0 1 00 00
Rappelons que J1—<O 0), Jz—(o O)’ J3—(1 O) et J4—(0 1)

On considere I’endomorphisme u de E défini par :
u:£E—F

a b d —b
M= (c a’) — u(M) = (—c a)
a) Calculer u?.

b) Montrer que u est diagonalisable.

c¢) Ecrire la matrice A de u dans la base (J1,J2,J3,J4).
d) Déterminer le polynéme caractéristique de u.

e) Trouver une base formée de vecteurs propres de u.

Exercice 5.5.9
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E dont la
matrice dans une base de E s’écrit :

1 0 0 0
0 0 0 1
A=1 0 1 0
o1 0 ... 0

a) Vérifier que u> = Idg et en déduire que u est diagonalisable
b) Déterminer la dimension de ker(u — Idg)
(Discuter suivant les cas ol n est pair et n impair)
c) Quel est le polyndme caractéristique de u ?
d) Trouver une base de E formée de vecteurs propres de u

Exercice 5.5.10
Soit B la matrice de M, (C) définie par :

A 4A
(3 %)
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Ou A est une matrice quelconque de M, (C)
Exprimer ¥ p en fonction de Y4

Exercice 5.5.11
Soient u et v deux endomorphismes d’un K-espace vectoriel E de dimension finie = n. On
suppose que u et v admettent chacun n valeurs propres deux a deux distinctes. Montrer que les
PS.S.E:

i) uov=vou

ii) u etv ont mémes vecteurs propres

Exercice 5.5.12
Soient G un groupe fini, E un C-espace vectoriel de dimension finie et f : G — GLk(E) un
homomorphisme de groupes
Pour tout a € G, on pose ®(a) =trace(f(a))
i) f(a) est-il diagonalisable ?
ii) Montrer queVa € G, ®(a~') = ®(a)

Exercice 5.5.13
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomorphismes permutables
de E
a) Montrer que tout sous-espace propre de u est stable par v
b) Démontrer, par récurrence sur n = dimg (E), que u et v posséde un vecteur propre com-
mun

Exercice 5.5.14
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, u et v deux endomorphismes de E. Montrer
que :

a) uov etvou ont mémes valeurs propres

b) Sildg —uov estinversible, alors Idg — v ou est aussi inversible

c) Siu est inversible, alors uov etvou ont méme polyndéme caractéristique

d) Montrer qu’en général uov etvou ont méme polynéme caractéristique

e) uov etvou ont-ils le méme polyndme minimal ?

Exercice 5.5.15
Soit M € M,(R) une matrice de rang 1.
1. Montrer que si A est une valeur propre de M, alors A =0 ou A = Tr(M).
2. Si E est un sous-espace propre de M, déterminer la dimension de E.
3. Montrer que M est diagonalisable, si et seulement si, Tr(M) # 0
4. Soient A et B deux matrices de M, (R) et f I’endomorphisme de M, (R) d’efini par

VM € M,(R), f(M)=Tr(AM)B
Montrer que f est de rang 1 et que f est diagonalisable, si et seulement si, Tr(AB) # 0.

Exercice 5.5.16
Soient A une matrice de M, (K) et P € K[X].

1. Montrer que si A € K est une valeur propre de A alors P(\) est valeur propre de P(A).
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2. Montrer que si A est diagonalisable, alors P(A) est diagonalisable.

3. On considere les matrices de M,,11(K) définie par :

01 0 0 ao ay dy ... ay

00 1 0 ay ap dyp ... dp—1
A=|: + .. .. | etM=]a—1 a, ap ... ap—

00 O 1

1 0 0 0 a a az ... 4a

a) Motrer que A est diagonalisable.
b) Montrer que M = agl + a1A + arA% + - - - + a,A" et que M est diagonalisable.
¢) Quelles sont les valeurs propres de M ?

Exercice 5.5.17
Soit V un vecteur non nul de M,, 1 (R), de coposantes v, va,...,v,. On pose A = VvV,
1. Pour tout couple (i, j) € {1,2,...,n}?, exprimer a;; en fonction de vi,va, .. .,v,. Que vaut
la trace de A ?
Exprimer les vecteurs colonnes de A en fonction de vi,Vva,...,v, etV.
En déduire le rang de A.

Montrer que ker(A) = {X € M, 1 (R) : 'VX = 0}. Quel est la dimension de ker(u) ?

Calculer le produit AV et en déduire que 'VV est une valeur propre de A. Trouver le
sous-espace propre associé et donner sa dimension.

oA W N

6. En déduire que A est diagonalisable.

Exercice 5.5.18
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie > 2, H un hyperplan de E et u un endomor-
phisme de E qui laisse invariant tous les vecteurs de H.

a) Montrer qu’il existe o € K tel que :

Vx€E, ulx)—axeH

b) Caractériser u lorsque o0 = 0
¢) Discuter, suivant les valeurs de Q., la possibilité de diagonaliser u

Exercice 5.5.19
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, ot K est un corps algebriquement clos, et A
un ensemble d’endomorphismes de E deux a deux commutants
a) Soient u € A et A € K une valeur propre de u. Montrer que E,, le sous-espace propre
associé a A, est stable par A, (c.a.d : Yu € A, E),_ est stable par u)
b) Montrer que les éléments de A ont un vecteur propre commun
¢) Montrer que A est trigonalisable, c’est a dire, il existe une base de E dans laquelle la
matrice de tout élément de A est une matrice triangulaire
d) On suppose de plus que chaque u € A est diagonalisable. Montrer que A est diagonali-
sable
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Exercice 5.5.20
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, ou K est un corps de caractéristique nulle, u
et v deux endomorphismes de E tels que :

uov—vou=Idg

a) Montrer que pour tout entiern > 1, uov" —v' ou = m" !

b) Montrer que pour tout P € K[X], uo P(v) — P(v)ou = P (v)
c¢) En déduire, par un choix convenable de P € K[X| qu’il n’existe pas de couple d’endo-
morphismes (u,v) tel que uov—vou = Ildg

Exercice 5.5.21
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Montrer que u
est diagonalisable, si et seulement si :

VYA e C , ker(u—A) =ker((u—2A)?)
Exercice 5.5.22

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E.

a) On suppose que u® est diagonalisable. Montrer que u est diagonalisable, si et seulement
si ker(u) = ker(u?)
b) A quelle condition, la matrice A suivante est diagonalisable ?

0O 0 ... 0 «q
0O 0 ... o1 O
A=
0 (05 0 0
ap 0 ... O 0

Exercice 5.5.23
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Dans chacun
des cas suivants, etudier la diagonalisation de u
a)u—u—2=0
b) (u? —u+3)(u—2)>=0avecu’? —u+3#0et(u—2)>#0
c¢) Ici on suppose que le corps de base est C et que u™ =1 ol m est un
entier > 1

Exercice 5.5.24
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. montrer que
les PS.S.E :

i) u est diagonalisable

ii) Tout sous-espace vectoriel de E possede un supplémentaire stable par u

Exercice 5.5.25
Soit u I’endomorphisme de R® défini par sa matrice A dans Ia base canonique de R> :
1 0 1
A= —1 2 1 |, ottm estun réel quelconque

2—m m—2 m
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a) Calculer le polynéme caractéristique de u.
b) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles u est diagonalisable.
¢) On suppose que m = 2. Trouver une matrice inversible P et une matrice diagonale D tel
que :
A=pDP!

d) Pour tout entier n > 0, calculer A"
e) On suppose m = 1. Trouver une base de Jordan de u.

Exercice 5.5.26
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie = n, u et v deux endomorphismes de E tels
que u = V", ol m est un entier > 1. Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes :

i) u est diagonalisable

ii) v est diagonalisable

Exercice 5.5.27
Soient K un corps commutatif et G un sous-groupe fini de GL,(K) d’ordre p. Soit M la somme
de tous les éléments de G.

a) Calculer M>.

b) Montrer que n divise la trace de M.

¢) Que dire de M si sa trace est nulle ?

Exercice 5.5.28
Soient A une matrice quelconque de M, (C) et B la matrice de M»,(C) définie par :

0 A
=1 5)
Ou pour tout entier n > 1, I, est la matrice identité d’ordre n
Montrer que les P.S.S.E :

1) A est diagonalisable et inversible
ii) B est diagonalisable

Exercice 5.5.29
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E de polynéme
minuimal :

M, =ao+a1 X+ +an_1 X" +a,X"

On dit que u est irréductible, si les seuls sous-espaces vectoriels stables par u sont {0} et E. On
se propose de démontrer que u est irréductible, si et seulement si, le polynéme caractéristique
de u, 7y, est irréductible sur K
a) On suppose que u est irréductible
i) Montrer que u est inversible
i) Montrer que le polynébme minimal M,, est irréductible
i) Soit x € E avec x # 0. Montrer que (x,u(x),...,u" ! (x)) est un systéme générateur
de E
iii) En déduire que y,, = M,
b) On suppose que Y, est irréductible
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i) Montrer que M,, = X,
ii) Montrer que u est irréductible

Exercice 5.5.30
Soit u I’endomorphisme de R* défini par sa matrice A dans la base canonique (ey,ez,e3,e4) :

0 -1 1 3
0 3 0 —1
A=1_1 1 2 2
0 1 0 1

a) Trouver le polynéme caractéristique de u.

b) Trouver les sous-espaces propres de u.

c¢) Calculer (u—Idg)*(e;) et (u—2Idg)?*(e; —e>)
d) Trouver une base de Jordan (vi,v2,v3,v4) de u.
d) Ecrire la matrice de u dans la base (v,v2,Vv3,v4).

Probleme 5.5.1
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n > 1 et u un endomorphisme de E. Pour
x € E, on pose :

I,={Pe€K[X] : P(u)(x) =0}

1. a) Montrer que I, est un idéal de K[X]
b) En déduire qu’il existe un polynoéme unitaire Q, unique tel que
I = (Qx) , (ot (Qy) est I'idéal engendré par Qy)

2. Soit M, le polyn6me minimal de u. Montrer que :
M, = ppcm(Qy : x€E)
3. Montrer que si (e, ez, ...,e,) est une base de E, alors on a :
My = ppcm(Qe,, ey, - - -+ Qe,)

4. Montrer que si Q, et Q, sont premiers entre eux, alors Qx4 = Qx.Q)
5. Montrer qu’il existe x € E tel que M, = Q;,

6. On dit que E est u-monogene s’il existe x € E tel que :
E={P(u)(x) : P€K[X]}

Montrer que les conditions suivantes sont equivalentes :
1) E est u-monogene
i) M, = Xy, (ouy, est le polynéme caradtéristique de u)

7. On suppose que E est u-monogene. soient F un sous-espace vectoriel de E, stable par u,
et v la restriction de u a F'. Montrer que F est v-monogéne
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Probleme 5.5.2
Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie =n > 3, (ey,ez,...,e,) une base de E et u
I’endomorphisme de E défini par :

{ ulej))=ie, , 1<i<n—1
ule,) =Y ie;

Quelle est la matrice de u dans la base (ej, ez, ... e,) ?

Montrer que u est diagonalisable

Vérifier que (e, u(ey)) est une base de Im(u) et que Im(u) est stable par u

Quelle est la dimension de ker(u) ?

Sk BN =

Soit v la restriction de u a Im(u)
a) Trouver la matrice de v dans la base (e, u(ey))
b) Trouver le polynéme caractéristique de v

6. Soit P le polynéme caractéristique de u. Montrer que :
P=X"2(X>+aX +b)

Ota,beRavech #0

7. a) Déterminer a et b
b) Quel est le polynébme minimal de u ?

Probléme 5.5.3
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie = n et u un endomorphisme de E de poly-
néme minimal :

My=ao+ar X+ +an 1 X" +anX"

1. a) Montrer que u est inversible, si et seulement si, ay # 0
b) Dans le cas ol u est inversible, montrer qu’il existe un polynéme P € R[X] tel que

u ! =P(u)
2. On suppose que n > 2 et que la matrice A de u dans une base
(e1,e2,...,e,) de E s’écrit sous la forme

1 1 1

I 0 1 1

A = . . :

1 1 0 1

1 1 1 0

Posonsxg =ej+ex+---+ey,

a) Exprimer u(xy) et (u+Idg)(e;) pour i = 1,2,...,n, en fonction de xy, et en déduire
que u est diagonalisable

b) Trouver le polyn6me minimal et le polynéme caractéristique de u

¢) Montrer que u est inversible et déterminer la matrice de u~" dans la base (e1,€2,...,en)

d) Trouver une base de E formée de vecteurs propres de u
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Probleme 5.5.4
Soit B la matrice en blocs, a coéfficients dans un corps K de caractéristique nulle, définie par :

AlO
B—
AlA

Ol A est une matrice carrée d’ordre n a coéfficients dans K.
On convient de noter I, (resp. I,,) la matrice identité d’ordre 2n, (resp. n). On a alors :

I,| 0
12n =
0|1,

1. a) Exprimer Xp le polynéme caractéristique de B en fonction de Y4, le polynéme carac-
téristique de A

b) Déduire que les polyn6mes minimaux My et Mp de A et B respectivement, ont les
mémes racines

2. a) Montrer que pour tout entierm > 1, on a

A" |0
B" =
mA™ | A™

b) Montrer que pour tout polynéme P de K[X], on a :

ou Q est un polynéme de K[X| a déterminer, (Exprimer les coéfficients de Q en fonction
de ceux de P)

¢) En déduire que M4 divise Mp et M4 divise Q

3. Déduire de ce qui précede que B est diagonalisable, si et seulement si, A =0

Probleme 5.5.5

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u un endomorphisme non nul de E.
On dit que u est semi-simple si tout Sous-espace de E stable par u admet un supplémentaire
dans E qui est aussi stable par u. Un polyndéme P € R[X] est dit simple s’il s’écrit sous la forme
P=01.02.-- .0, oll lIes Q; sont des polynémes irréductibles sur R et deux a deux distinctes.
Une matrice A de M, (R) est dite semi-diagonale s’il s’écrit sous la forme :

D 0 0 0

0 A O 0
A . ..

0O 0 . A O

0 O 0 A,
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Ou D est une matrice diagonale et pour touti, i =1,2,...,r, A; est une matrice carrée d’ordre
2 de la forme :
a; _b
A' — l l
! ( bl' a; )
Oua; € Reth; € R\ {0}

1. Soit u un endomorphisme quelconque de E
a) Montrer I’existence d’un polynéme irréductible Q € R[X] tel que ker(Q(u)) # {0}
b) En déduire qu’il existe un sous-espace de E de dimension 1 ou 2 stable par u

2. Dans cette partie on se propose de démontrer Iéquivalence des trois propriétés suivantes :
i) u est semi-simple
ii) Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est semi-diagonale
iii) Il existe un polynéme simple P tel que P(u) =0
A) On suppose que la propriété i) est vérifiée
a) Montrer que la propriété ii) est vérifiée dans le cas n = 2
b) Dans le cas général, montrer que, pour tout sous-espace F' de E stable par u, la
restriction de u a F est un endomorphisme semi-simple de F
c) Montrer, dans le cas général, la proprieté ii)
B) Montrer que ii) implique iii)
C) On suppose que la proprieté iii) est vérifiée
a) Soit F un sous-espace de E stable par u, avec F # E, montrer qu’il existe x € E avec
x ¢ F et il existe un polynéme irréductible Q € R[X] tels que Q(u)(x) =0
b) Montrer que la propriété i) est vérifiée

3. Soit A la matrice de M,,(R) définie par :

1
A=

O = =

0
1

S O =

Trouver une matrice inversible T et une matrice semi-diagonale B telles que :
A=T7'BT

Probleme 5.5.6
Soient E un K-espace vectoriel de dimension 4 et u un endomorphisme de E . (K=R ou C)

1. On suppose que u* = 0 et u? # 0. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle Ia
matrice A de u s écrit :

o

I
cococo
coc o~
co~o
o~ oo

2. On suppose que u> =0 et u> # 0
a) Montrer que dim(Ker(u?)) =3
b) Montrer que dim(Ker(u)) =2
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¢) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la
forme :

S

I
cococo
co o~
cor~o
cococo

3. On suppose que u> =0 etu#0
a) Montrer que Im(u) C Ker(u)
b) On suppose que Im(u) = Ker(u)
i) Montrer que dim(Ker(u)) =2
i1) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la
forme :

[l el e
S oo
S oo O
o= O O

c) On suppose que Im(u) # Ker(u)
i) Montrer que dim(Ker(u)) =3
ii) Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice A de u s’écrit sous la

forme :
01 00
0 00O
A= 0 00O
00 0O
Probleme 5.5.7
Soient E un K -espace vectoriel de dimension finie =n, (e1, ez, ...,e,) une base de E et (e}, e5, ..., e})

sa base duale.
Pour x élément de E et ¢ élément de E*, x ® ¢ est I’endomorphisme de E défini par :

VzEE , (xx0)(z) =<z,0>x

1. Soient u un endomorphisme de E et E|,E», ..., E, des sous-espaces
vectoriels stables par u , tels que E = E| ®Ey & ... B E,. Pour chaque j, 1 < j <r, soit
X; le polynoéme caractéristique de Ia restriction de u a E;. Montrer que X, = X1.X2-** Xr

2. Montrer que :

a) VxEE ,VYEE ,YOEE", (x+y)0=xR0+yR0

b) Vxc E , YO E* YWEE" xR (0+VY) =xR0+xVy

) VXeE ,YOeE", (x®0)=0 < (x=0 ou ¢=0)

d) Déterminer Ker(x® ¢) et Im(x® ) ainsi que leurs dimensions
3. Soit u un endomorphisme quelconque de E

a) Montrer que :
VXEE ,VOEE", uo(x®0)=u(x)®0

b) Calculer (x®0)ou
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4. a) Pour tout entier m > 1, calculer (x ® )"

b) Quel est le polyndbme minimal de x ® ¢
c) (x® ) est-il diagonalisable ?
d) Déterminer sans calcul, le polyndme caractéristique de (x @ §)

. Soit® : E" — L(E) I'application définie par :
n
V(x1,X%2,...,Xn) EE" , ®(x1,x2,...,%,) = Zxk®e,t
k=1

Montrer que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels

. Soient F un sous-espace vectoriel de E de dimension = p et G la partie de L(E) définie
par:

n
G= {Zxk®e; DX, Xn) EF}
k=1

a) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E
b) Quelle est Ia dimension de G ?
¢) Montrer que :
VueL(E), ueG <= Im(u) CF
. Pour chaque k , 1 <k <n, soitAy ={x®e; : x€ E}
a) Vérifier que Ay est un sous-espace vectoriel de L(E)
b) Trouver une base de Ay,
c) Vérifierque L(E) =A| ®A,®--- DA,
. Soient f un endomorphisme de E et L celui de L(E) dfini par :

Vue L(E) , L(u)= fou

a) Montrer que :
VPeK[X]|,VueL(E), P(L)(u) =P(f)ou
b) En déduire que L et f ont méme polyn6me minimal
¢) Pour chaquek, 1 <k <n, trouver, en fonction de ) s, le polynome caractéristique de
la restriction de L a Ay,
d) En déduire que X1 = ()"
. Soit A une racine de Xy, E), le sous-espace propre de f associé a A et Gy, celui de L associé
an.
a) Montrer que :
VueL(E) , uc Gy < Im(u) CE)j

b) Quelle est la dimension de G, en fonction de celle de E),

Exercice 5.5.31

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 4, (e},e3,e3,e4) une base de E et uy I’endomor-

phisme de E défini par :

ug(e1) = e + 0y + tley
ug(ez) = —oey + ey — oles
ug(ez) = —0ep +e3 — Oy
ua(e4) =0e; —0e3z+ey
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a) Montrer que pour tout o, € R, (uq, —Idg)?> =0

b) Quel est le polyndme minimal de ug, ?

¢) Quel est le polynéme caractéristique de ue, ?

d) Trouver, pour chaque . € R, une base de Jordan de uy,

Exercice 5.5.32
Soit u I’endomorphisme de C* défini sur la base canonique (e1,e2,e3,e4) par:

ule)) = ez

u(ey) = e

ulej) =e;—er+aes+(1—a)es
ule;) =—ej+er+ (1 —a)ez+aeq

Ou a est un parametre complexe quelconque
a) Matrice et valeurs propres de u
b) Pour quelles valeurs de a, u est diagonalisable ?
¢) Dans le cas ol u est diagonalisable, trouver une base formée de vecteurs propres de u
d) Dans le cas ol u n’est pas diagonalisable, trouver une base de Jordan de u

Exercice 5.5.33
Soit u I’endomorphisme défini sur la base canonique de R* par :

(e1)

u(ez) — —€] — €3 —¢€4
(e3)

(e4) = —2e1— e

a) Trouver la matrice, le polynéme caractéristique et le polyndme minimal de u
b) Trouver les sous-espaces propres et les sous-espaces caractéristiques de u
¢) Trouver une base de Jordan de u

Exercice 5.5.34
En utilisant la réduite de Jordan, montrer que toute matrice de M,(C) est semblable a sa trans-
posée

Exercice 5.5.35
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie = n etu un endomorphisme de E. On suppose
que le polynéme caractéristique x,, de u a toutes sese racines dans K, c’est a dire :

= (X =)™ (X = Da)"™ (X =)™

Soient N1, N3, ..., N,, les sous-espaces caractéristiques associés, respectivement, aAi,Ay,. .., A,
et pour chaque j, j=1,2,...,r , soit u; la restriction de u a N;. Rappelons que Vj , j =
1,2,...,r,uj—A;.Idy; est un endomorphisme nilpotent de N;. Soit q; I'indice de nilpotence de
uj—A;j.Idy;. Montrer que le polynéme minimal M,, de u s’écrit sous la forme :

My=X - )T (X -X)P- (X — AT
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Probléme 5.5.8 (Théoréme de d’Alembert)

Dans ce devoir on se propose de montrer, en utisant uniquement les techniques d’Algebre li-
néaire, le théoréeme de d’Alembert appelé aussi théoreme fondamentale de I’ Algebge (Le théo-
reme fondamental de I’ Analyse est celui des accroissements finis) :

Définition 5.5.1
Un corps commutatif K est dit algébriquement clos, si tout polynéme non constant de K[X]
possede au moins une racine dans K.

Théoreme 5.5.1 (de d’Alembert)
Le corps C des nombres complexes est algebriquement clos.

Notations 5.5.1

Dans toute la suite, K désigne le corps R des nombres réels ou C celui des nombres complexes et
M, (K) I’algébre des matrices carrées a coefficients dans K. Pour chaque (k,1) € {1,2,...,n}2,
on désigne par Ey; = (a;j)1<i j<n la matrice de M,,(K) définie par :

1 sii=ketj=1
V(i,j) € {1,2,....n}*, a;jj =
(i) ed Vo {0 Siikouj#l
Ej, est donc la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui de la k'™ ligne et la 1"
colonne qui est égal a 1.
Rappelons que {Ey; : (k,1) € {1,2,...,n}?} forme une base de M,,(K), c’est la base canonique
de M, (K) : Si A = (ajj), A s écrit d’'une maniére unique sous la forme :

n
Z, ijEij = Z aijEij

1<i,j<n

||
I M:

Rappelons aussi que les matrices Ey; vérifient les regles de calcul suivantes :

Vi, j) € {1,2,....n}5 V(K1) € {1,2,...,n}2, E;jEy = {E” stj=k
0 sij#k
Donc en particulier, on a
i) Vie{l,2,...,n}, E = Ej;, donc pour tout i, E;; est une matrice de projection.
i) V(i,j) € {1,2,.. n}2 i # j = E;; =0, donc pouri # j, E;; est nilpotente d’indice de
nilpotence = 2.

Résultats préliminaires

1. a) Montrer que tout polynéme de R[X| de degré impair posséde au moins une racine
réelle. (On pourra utiliser le théoreme des valeurs intemidiaires).
b) En déduire que tout endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension impaire,
admet au moins une valeur propre.
c) Application : Existe-t-il une matrice A € M3(R), telle que A> +A+1=107?
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2. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et soient u et v deux endomorphismes
de E qui commutent.
a) Montrer que pour tout A € K, ker(u — A) et Im(u — A) sont stables par u et v.
b) Montrer que si K =R et n impair avec n # 1, alos E posséde au moins un sous-espace,
non trivial, de dimension impaire stable par u et v.

3. Montrer par récurrece sur la dimension de E que deux endomorphismes commutables
d’un R-espace vectoriel de dimension impaire, possédent au moins un vecteur propre
commun.

Endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension im-
paire

Pour chaque matrice M = (m;;)1<; j<n de M,,(C), la matrice M est définie par
M = (m;})1<i j<n- On définit la partie F de M, (C), par :

F={MeM,(C):'M=M}

On suppose de plus que n est impair.
1. Vérifier que F est un espace vectoriel réel.

2. Vérifier que la famille constituée des éléments E11,E, ... ,Eny, Exy + Ej, i(Ey — Eg)
avec (k,1) € {1,2,...,n} etk <, est une base de F . Quelle est alors la dimension de F ?
Quelle est sa parité ?

3. Soit A une matrice de M,,(C) ; on consideére les deux applcations u et v définies sur F
par:

VM e F, u(M) = %(AMJFM%) et v(M) = Zli(AM—M’Z)

a) Montrer que u et v sont des endomorphismes de E .

b) Vérifier que u et v commutent puis justifier qu’ils possedent au moins un vecteur
propre commun.

c) Soit My € F un vecteur propre commun aux endomorphismes u et v ; on suppose que
u(Mo) = MMy et v(My) = uMy avec (A, u) € R?.
Exprimer la matrice AM en fontion de M\ et montrer soigneusement que A+ iu est
une valeur propre de la matrice A.

4. a) Justifier que tout endomorphisme d’un espace vectoriel complexe de dimension im-
paire posseéde au moins une valeur propre.
b) Montrer par récurrence sur la dimension que deux endomorphismes commutables
d’un C-espace vectoriel de dimension impaire, posseédent au moins un vecteur propre
commun.

Etude du cas général

Rappelons que tout entier n € N, s’écrit d’une maniére unique sous la forme n = p2*, oi1 p € N
et m un entier impair.
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On considere la proprieté ‘P, suivante :
Pour tout entier naturel p et pour tout C-espace vectoriel E de dimension p2 :

i) Tout endomorphisme de E, posseéde au moins une valeur propre.

ii) Deux endomorphismes commutables de E posseédent au moins un vecteur propre com-

mun.

On se propose de démontrer la proprieté Py par récurrence sur I’entier k. Pour cela, on remarque
que la proprieté Py vient d’étre établie dans la section précédente.
H.R : Supposons donc que k € N* et que ‘B, est vraie pour tout entier naturel [ < k. Supposons
aussi que p € N et que E est un C-espace vectoriel de dimension p2*.

Etude de ’assertion i) de la propriéeté 7,

Soient f un endomorphisme de E et A sa matrice par rapport a une base quelconque de E. On
considére la partie G de M,,(C) définie par :

G={MeM,(C):'M=-M}

1. Vérifier que G est un sous-espace vectoriel et préciser sa dimension.

2. On considere les deux applications u et v définies sur G par :
VM € G, u(M) =AM +M'A et v(M) = AM'A

a) Vérifier que u et v sont des endomorphismes de G et que u et v commutent.
b) Justifier soigneusemennt que les endomorphismes u et v possédent un vecteur propre
commun.
c¢) Soit Ny € G un vecteur propre commun aux endomorphismes u et v. On suppose que
u(No) = ANy et v(Ny) = uNg avec (A, u) € C2,
i) Veérifier que (A> —AA +ul)Ny =0
Dans la suite, On note W un vecteur colonne non nul de la matrice Ny et on désigne
par o, et B les racines complexes du polynéme du second degré X*> —A\X + u
ii) Vérifier que (A —od)(A —BI)W = 0.
iii) Justifier que o et 3 sont valeurs propres de A et conclure.

Etude de I’assertion ii) de la proprieté 7

Soient f et g deux endomorphismes commutables de E, on cherche a montrer que f et g ont au
moins un vecteur propre commun.

1. f est une homothétie de E, justifier que f et g posseédent au moins un vecteur propre
commun.

2. On suppose que f n’est pas une homothétie et soit A € C une valeur propre de f. On note
Fy =ker(f —Aldg) et F, = Im(f — AMldg). Rappelons que F) et F, sont stables par f et g.
a) Si la dimension de I’un des sous-espaces F| ou F, s’écrit sous la forme q2l avecl <k
et g impair, comment peut-on conclure ?
b) Sinon, justifier que I’un de ces deux sous-espaces est de dimension q2* avec ¢ impair
et ’aure de dimension r2* avec r pair. Montrer que q < p et que f et g possédent au
moins un vecteur propre commun.
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Retour au théoreme fondamental de I’Algéebre

Soit P =ag+a1X + -+ a,_1 X"~ + X" un polyndme unitaire de degré n a coefficients com-
plexes. Soit f I’endomorphisme de C" de matrice A par rapport a la base canonique de C" :

0O 0 ... 0 —a
1 0 ... 0 —dai
A=10 - ' : :
.1 0 —a,_
0O ... 0 1 —au_

1. Calculer le polynéme caractéristique de f.
2. En déduire que le polynéme P possede au moins une racine complexe.

3. Déduire de ce qui précede le théoreme de d’Alembert.

Exercice 5.5.36
a) Soit A une matrice de M, (C) telle que ||A|| < 1. Montrer que I — A est une matrice
inversible
b) En déduire que GL,(C) est un ouvert de M, (C)
¢) Montrer que I’application de GL,(C) — GL,(C), qui a A fait
correspondre A~ 1 est continue

Soient A et B deux matrices diagonalisables réelles telles que
exp(A) = exp(B)
Montrer que A = B.

Exercice 5.5.37
Montrer que pour toute matrice A € M, (C), ona:

det(exp(A)) = exp(tr(A))

Exercice 5.5.38

Soit A € M,,(C). Montrer que les deux propriétés suivates sont équivalentes :
i) A est nilpotente
ii) Il existe une suite (B,),>0 de matrices semblables a A telles que :

lim||B,|| =0
Exercice 5.5.39
Soient a un nombre complexe non nul et J la matrice de Jordan :
O 1 0 ... 0
0O 0 1 ...0
J = : .. . . :
0O 0 ... 0 1
0O 0 ... 0 O

Résoudre XU — AX (1) , o0 A = I+ aJ +a2*+ -+ a1~
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Exercice 5.5.40
R" est muni de sa norme euclidienne. On considere le systeme différentiel :
dX(t
(S) : dﬁ ) =AX(t) on A € M,(R)

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) Pour toute solution X (t) de (S), la fonction t — ||X ()| est constante
ii) La matrice A est antisymétrique
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Annexe A

Lemme de Zorn - Axiome du choix

A.1 Elément maximum et élément minimum

Définition A.1.1
Soient (E, <) un ensemble ordonné et a un élément de E.
i) On dit que a est un élément maximum (ou un plus grand élément) de E, si :

Vx, xeE=x<a
ii) On dit que a est un élément minimum (ou un plus petit élément) de E, si :
Vx, xeE=a<x

Remarque A.1.1
1. a est un élément maximum de E, si et seulement si,

3. Sia est un élément maximum ou minimum de E, alors a est unique.
En effet, supposons que b est un autre élément maximum de E, alors on aura

a<bet b<a

Donc d’apres I’antisymétrie d’une relation d’ordre on ab = a.

Exemple A.1.1
1. Soient X un ensemble non vide et E = P(X) I’ensemble de toutes les parties de X ordonné
par inclusion :
VAeP(X),VBeP(X),A<B<—=ACB

Alors 0 est I’'unique élément minimum de E et X est I’'unique élément maximum de E
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2. Si on prend maintenant E = P(X) \ {0,X} alors E n’admet ni élément maximum, ni
élément minimum.

3. On pose E =N\ {0, 1} ordonné par la division :
VXEE ,VyeE x<y<=x/y
Alors E n’admet ni €lément maximum, ni €lément minimum.

Théoreme A.1.1
Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Preuve A.1.1
La démonstration de ce théoreme repose sur I’axiome suivant :
Soit A une partie de N telle que :
) 0e€A
ii) VneN , ncA=—n+1€A
Alors A = N.
Soit B une partie non vide de N et soit A I’ensemble de tous les minirants de B dans N :

xXEA<—=VbeB,x<b

Puisque B # 0, alors on peut choisirb € B, donc b+ 1 ¢ A, car b+ 1 ne peut pas étre un minirant
de B, et par suite A # N
Puisque 0 € A et A # N, alors A ne vérifie pas :

VneN  neA=—n+1cA

Donc il existe ng € N tel que ng € A etng+ 1 ¢ A. Ainsing+ 1 n’est pas un minirant de B et par
suite il existe b € B tel que b < ny+ 1. Donc on aurany < b <nog+1, c’estadire0 <b—ng <1,
donc ng = b et par conséquent ng est un minirant de B qui appartient a B, donc nq est un élément
minimum de B

Corollaire A.1.1

Soit a un élément quelconque de N et soit b un élément non nul de N. Alors il existe un couple
unique (¢,7) € Nx N, tel que :

‘a:qb—i—r et 0<r<b

C’est la division euclidienne de a par b. q s’appelle le quotient et r le reste de la division.

Preuve A.1.2
i) Existence de (q,r)
Sia < b, onprend g =0 et r = a, donc le couple (g, r) vérifie les conditions du corollaire.
Dans la suite on peut donc supposer que b > a et on considere I’ensemble B défini par :

B={peN" :a<(p+1)b}

Onaa<a+1letl <bdonca< (a+1)b et par suite a € B, donc B # 0. B est une partie
non vide de N, donc B admet un plus petit élément qu’on note q. Onag—1 < g et q est
le plus petit élément de B, donc g — 1 ¢ B et par suite on aura gb < a < (q+ 1)b, donc
0<a—qgb<b
Posonsr =a—gqgb alorson auraa=qgb+ret0<r<b

ii) Unicité de (q,r) (Exercice)
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A.2 Borne supérieure et borne inférieure

Définition A.2.1
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
i) On dit que x € E est un majorant de A si :

YVacA,a<x
i) On dit que x € E est un minirant de A si :
YVacA,x<a

On note M(A) I’ensemble des majorants de A et m(A) I’ensemble des minirants de A.

Définition A.2.2
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
i) Le plus petit élément de M(A), s’il existe, s’appelle la borne supérieure de A et se note
sup(A)
ii) Le plus grand élément de m(A), s’il existe, s appelle la borne inférieure de A et se note
inf(A)

Remarque A.2.1
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E

1. Un élément maximum appartient toujours a A, tandis qu’une borne supérieure peut ne pas
appartenir a A

2. Un élément minimum appartient toujours a A, tandis qu’une borne inférieure peut ne pas
appartenir a A

3. Une borne supérieure ou une borne inférieure, s’il existe, est toujours unique. (Exercice)

4. Si A possede un élément maximum (resp. minimum), alors cet élément coincide avec sa
borne supérieure (resp. inférieure)

Exemple A.2.1
Onprend E =R
a) A =0,1] alors 0 est un élément minimum de A donc aussi c’est la borne inférieure de A.
1 est un élément maximum de A donc aussi c’est une borne supérieure de A.
b) A =|0,1[ dans ce cas A n’admet ni élément maximum ni élément minimum. Par contre 0
est la borne supérieure de A et 1 est la borne inférieure de A.
c) A =| —o0,0]U[l,+oo[ alors A n’admet ni élément maximum, ni élément minimum, ni
borne supérieure, ni borne inférieure.

Définition A.2.3
Un treillis est un ensemble ordonné (E, <) tel que pour tout a € E et tout b € E, A = {a,b}
posséde une borne supérieure et une borne inférieure, notées respectivement sup(a, b) et inf(a, b)
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Exemple A.2.2
1. Soient X un ensemble quelconque et E = P(X) ordonné par inclusion. Alors (E,C) est
un treillis. En effet pour A € EetB€ E ona
sup(A,B) =AUB etinf(A,B) = ANB.

2. Soit E =N\ {0, 1} ordonné par la division :
VneE, VmeE, n<m<— ndivisem

Alors (E, <) est un treillis. En effet pourn € E etm € E, on a
inf(n,m) =nAmetsup(n,m) =nVm
OunAm= pged(n,m) et n\ m= ppcm(n,m)

Théoréeme A.2.1
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
1) x € E est la borne supérieure de A, si et seulement si :

(VacA,a<x) et (VWWEE, y<x = Ja€A: y<a<x)
ii) x € E est la borne inférieure de A, si et seulement si :
(VacA,x<a) et VyeE, x<y = JacA: x<a<y)

Preuve A.2.1

i) (=) Supposons que x est une borne supérieure de A, donc par définition on a Ya €
A, a <x. Soity € E tel que y < x, supposons par absurde que Va € E, a <y, donc
y € M(A) et par suite x <y, car x est, par définition, le plus petit é&lément de M(A), ce qui
est absurde car par hypothese y < x.
( <) Il suffit de montrer que x est le plus petit élément de M(A), pour cela on suppose
par absurde qu’il existe y € M(A) tel que y < x, donc par hypothése il existe a € A tel que
y<a<x.Oryé€ M(A) donca <y, ce qui est absurde.

ii) Se démontre de la méme maniére que 1).

A.3 Elément maximal et élément minimal

Définition A.3.1
Soit (E, <) un ensemble ordonné.
i) On dit que a € E est un élément maximal de E si :

VxeE,alx=—x=ua
ii) On dit que a € E est un élément minimal de A si :
VxeE, x<a=—x=ua

Remarque A.3.1
Soit (E, <) un ensemble ordonné.
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1. a € E est un un élément maximal de E, si et seulement si :
{x€E :a<x}={a}

C’est a dire qu’il n’existe pas d’élément de E qui est supérieur ou égal a a autre que a.

2. a € E est un un élément minimal de E, si et seulement si :
{x€E : x<a}={a}

C’est a dire qu’il n’existe pas d’élément de E qui est inférieur ou égal a a autre que a.
3. Un élément maximal (resp. minimal), s’il existe, n’est pas toujours unique

4. Si E possede un plus grand élément a, alors a est un élément maximal de E et c’est
I'unique élément maximal de E .

5. Si(E, <) est totalement ordonné et si E posséde un élément maximal a, alors a est unique.

Exemple A.3.1
1. E={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} muni de la relation d’ordre :

x <y<= xdivisey

Alors 2,3,5,7,11 sont tous des éléments minimaux de E
2. X ={a,b,c,d} etE="P(X)\{0,X}, doncona:

E ={{a},{b},{c},{d} {a,b},{a,c} {a,d} {b,c},{b,d} {c.d} {a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}}
Alors{a},{b},{c},{d} sont des éléments minimaux de E et {a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}
sont des éléments maximaux de E.

3. Soient X un ensemble quelconque non vide et E = P(X) \ {0,X } ordonné par inclusion.
Alors Vx € X, {x} est minimal et X \ {x} est maximal

4. E =N\ {0, 1} muni de la relation d’ordre :
x <y<= xdivisey

Alors tout nombre premier est un élément minimal.

A.4 Le Lemme de Zorn

Définition A.4.1
Soit (E, <) un ensemble ordonné.

A#0
(A, <) est totalement ordonné
ii) On dit que (E, <) est inductif, si toute chaine de E admet au moins un majorant dans E

i) On dit qu’une partie A de E est une chaine si, {

Lemme A.4.1 (de Zorn)
Tout ensemble inductif admet au moins un élément maximal.
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Preuve A.4.1 (a admettre)

En fait, on montre que le lemme de Zorn est équivalent a I’axiome suivant, dit axiome du
choix :

Soit X un ensemble non vide, alors il existe une application

f:PX)\{0} — X telleque: VA€ P(X)\0, f(A) €A

f s’appelle une fonction de choix sur X
Intuitivement, I’axiome du choix signifie qu’a chaque fois qu’on a un ensemble A non vide, on
peut toujours choisir un élément x qui appartient a cette ensemble.

Exemple A.4.1
1. Soit f: P(N)\ {0} — N I’application définie par :
VA € P(N)\ {0}, f(A) est le plus petit élément de A. Alors f est une fonction de choix
sur N.

2. Si maintenant on considere le corps des nombres réels R, alors d’apres I’axiome du choix,
il existe au moins une fonction de choix sur R :

f:P(R)\{0} - R

Cependant, personne n’a jamais pu construire une telle application

A.5 Exercices d’application

Exercices A.5.1
1. Soient E et F deux ensembles quelconques et g : E — F une application surjective. Mon-
trer qu’il existe une application injective telle que
gof=Idr
2. Soient E et F deux ensembles quelconques. Montrer qu’il existe une application injective
ou bien de E vers F ou bien de F vers E.

Preuve A.5.1 (solutions des exercices)
1. Considérons I’application G : F — P(E) qui ay € F fait correspondre g~ ({y}), I'image
réciproque par g du singleton {y}. D’ autre part, soit ¢ : P(E) — E une fonction de choix
sur E, cette fonction ¢ existe d’apres I’axiome du choix, donc on a :

F-SoE) - SHE-SF

Posons f = go®oG, donc poury € F on a f(y) = g((G(y))) = g(o(g ' ({y}))). or
d’aprés I’axiome du choix, on a (p(g_1 {y}) € g ! ({y}), donc par définition de I’'image
réciproque d’une partie on a

g(0(g7'({»}))) =y, doncVy € F, f(y) =y et par suite go f = Idp.

2. Considerons I’ensemble ‘E défini par :

E={(X,f) : XCE et f:E—F injective}
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On définit sur E une relation d’ordre par :

XCY

(X.1) < (V,g) = {g o

(g |x est la restriction de g a X). Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que < définit
bien une relation d’ordre sur E

Montrons que (‘E,<) est inductif, pour cela soit A4 une chaine de E. On doit montrer
donc que A possede un majorant dans ‘E. Pour simplifier nous allons d’abord écrire A4
sous forme d’une famille :

A={(X,f) iel}

Posons maintenant X = _U[Xi et f: X — F définie par :
1€

VxeX, f(x) = filx) sixeX;

Alors f est bien définie, car A est totalement ordonné, et f est injective, car pour tout
i €1, fi est injective. Donc (X, f) € E et par construction, (X, f) est un majorant de
A4 dans E. (‘E,<) est inductif, donc d’aprés le lemme de Zorn, ‘E admet au moins un
élément maximal qu’on note (M, ¢). Pour conclure nous allons montrer que M = E ou
f(M) = F. Fn effet, supposons par absurde le contraire, c’est 4 dire M # E et f(M) # F,
donc il existex € E tel que x ¢ M et il existey € F tel quey ¢ f(M). Posons W = M U {x}
et soit g : Y — F I’application définie par :

YweW, g(w)= {f(w) SI, weM,
y siw=x

Alors il est facile de vérifier que g est injective, donc (W,g) € E avec (M, f) < (W,g) et
(M, f) # (W,g), ce qui contredit le fait que (M, f) est un élément maximal de ‘E. Donc
onabienM =E ou f(M)=F.

1) SiM = E alors f : E — F est une injection, d’ou le résultat.

ii) Si f(M)=F, puisque f : M — F est injective et f(M) = F, alors f est bijective. Soit

h: F — E définie par :
VyeF, h(y)=5""'()

Alors h est une injection de F' vers E, d ot le résultat.
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Annexe

Maple et Algebre linéaire

Le logiciel Maple est un outil tres puissant de calcul numérique et formel. Il fournit un tres
grand nombre de commandes qui permettent d’une part d’effectuer des calculs avec des pré-
cisions quelconques, et d’autre part de manipuler, d’une maniere formelle, des expressions
mathématiques : développement, factorisation, simplification, dérivation, intégration, limites,
résolution d’équations algebriques et différentielles, etc... Sans oublier I’aspet graphique : tra-
cage de courbes et de surfaces

Dans cette section nous allons présenter les principales commandes concernant 1’ Algebre li-
néaire.

A.1 Matrices Carrées

A.1.1 Déclaration d’une matrice carrée

MAPLE offre plusieures possibilités pour déclarer une matrice carrée A d’ordre n :

Cas général

Dans le cas général,pour déclarer une matrice carrée A d’ordre n, on applique 1’'une des com-
mandes suivantes :
— > A:=matrix(n,n,[L1,Ly,...,Ly]);

- > A :=martrix([[L ] [Ly],.. ,[ nl])s

- >A:=array(l..n,1..n, [[Ll] (L2, [Lal]);

- >A:=array([[L1],[L2],--.,[La]]);
oulLy,Ly,...,L, sont les lignes de la matrice A
Remarque

La commande matrix est un cas particulier de la commande array qui a une utilisation plus
étendue et plus générale (Voir le Help de Maple pour plus d’informations sur le sujet)
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Matrice définie par une fonction de deux variables
Soit f une fonction de deux variables quelconque,alors la commande suivante :
> A :=matrix(n,n, f);
produit la matrice A = (a; j)1<i j<n 0U a; j = f (i, J)
A.1.2 Matrice définie par la commande band
> A :=band(|b1,by, ... ,by,a,ci,c2,...,cr],n);
Produit la matrice :
a ¢ © Ck—1 Ck o ... 0
bk a cl] C Ck—1 0.. 0
b1 by a c Ck—1
A= by b b, a cq c e
0 by by by, a C1 Ck—1
.. bk—l bk a C1 cen
0 . 0 bl b2 . bk a C1
0 0 0 b by b, a
ou k est un entier < n— 1
exemples
exemplel >A:=band([1],n); retourne la matrice identitig% d’ordre n
exemple2 >A:=band([b,a,c],5);
ac 000
b a c 00
A=10 b a ¢ O
0 0 b a c
0 00 b a
A.1.3 Matrice définie en blocs diagonaux
> A= diag(Al VAo, ... ,An);
Retourne la matrice :
0 0 ... 0
0 0 ...0
A= O
: : 0
0 0
oulesA;i=1,2,...,n sont des matrices carrées quelconques
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A.1.4 Matrice sous forme de bloc de Jordan

> A := JordanBlock(\,n);
Produit la matrice de Jordan d’ordre n suivante :

A1 0 0
0 A 1 0
A=1 0 0 A 1
. -
0 0 0 A
A.1.5 Matrice de Vandermonde
> A :=vandermonde([xy,x,...,xn]);
Retourne la matrice de Vandermonde d’ordre n :
1 x x% . x’ffi
A 1 x x% Xy
1 x, x2 ... x!

Exemple
A :=vandermonde([a,b, c,d]); produit la matrice suivante :

—
S
N
[
S
%)

A.1.6 Les caractéristiques d’une matrice carrée

a Déterminant , Trace et Inverse :
> det(A);
Retourne le déterminant de A
> trace(A);
Retourne la trace de A
> inverse(A);
Retourne la matrice inverse de A
b Polyndmes caractéristique et minimal :
> charpoly(A,x);
Retourne le polyndme caractéristique de A
> minpoly(A, x);
Retourne le polyndme minimal de A
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c Vecteurs propres et Valeurs propres :
> eigenvals(A);
Retourne les valeurs propres de A
> eigenvects(A);
Retourne une base pour chaque sous-espace propre
d Le rang, le noyau et la matrice transposée :
> rank(A);
Retourne le rang de A, c’est a dire la dimension de I'image de A
> kernel(A);
Retourne une base du noyau de A
> transpose(A);
Retourne la matrice transposée de A
e Jordanisation et exponentiel :
> jordan(A);
Retourne une réduite de Jordan de A
> jordan(A, P');
Retourne une rduite de jordan de A ainsi que la matrice de passage de la
premiere base a la base de Jordan
> exponential (A);
Retourne I’exponentiel de A

A.2 Opérations sur les matrices

— Addition
> evalm(A+ B); ou > matadd(A,B);
Retourne la somme des matrices A et B
— Multiplication
> evalm(A& x B); ou multiply(A, B);
Retourne la matrice produit de A et B

A.3 Systemes linéaires

— > linsolve(A,D);
Ou A = (a; j)1<i j<n €st une matrice carrée d’ordre n et b = [b1,b, ..., b,) est un vecteur
quelconque, retourne un vecteur x = [x1,x2,...,X,] tel que A.x =5

— > linsolve(A,B);
Ou A et B sont deux matrices carrée d’ordre n, retourne une matrice carrée X d’ordre n
telque A X =B
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A.4 Vecteurs

A.4.1 Déclaration d’un vecteur

— vi=vector([vi,va,...,v]);
Retourne le vecteur v = [vi,va,..., V]

— Soit f une fonction quelconque d’une variable quelconque, alors :
> v :=vector(n, f);
Retourne le vecteur v = [f(1), f(2),...,f(n)]

A.4.2 Base d’un sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Soit vi = [Vi1,V12,---,V1n), V2 = [V21,V22, s Van)s -3 Vin = [V, V2 - - -, Vi) une famille de
vecteurs de C”, alors la commande :

> basis({vi,va,...,vm}); ou > basis([vi,va,...,Vm]);

Retourne une base du sous-espace vectoriel, Vect({vi,va,...,v,}), engendré par I’ensemble de
vecteurs {vi,va,...,Vim}

Intersection de deux sous-espaces vectoriels

Soient F = Vect({vi,v2,...,vm}) et G = Vect({ui,uz,...,u,}) deux sous-espaces vectoriels
engendrés respectivement par les familles de vecteurs {vi,va,..., vy} et {uj,uz,...,u,}, alors
la commande :

> intbasis({vi,va,...,vm}, {ur,uz,...,up});
Retourne une base du sous-espace vectoriel F NG

Opérations sur les vecteurs

— Norme d’un vecteur

> norm(v);

Retourne la norme sup du vecteur v = [vy,vy,..., V]

Pour obtenir les autres normes , on doit ajouter un argument :
> norm(v, p);

Ou p est un nombre réel > 1, par exemple :
p=1donne ¥ | |v;|
p =2 donne (T, | vi |*)2
— Poduit scalaire et angle de deux vecteurs
Soit u = [x1,x2,...,x,] et v={[y1,y2,...,yn| deux vecteurs de C" alors la commande :
> dot prod(u,v);
Retourne le produit scalaire des vecteurs u et v
Tandis que la commande :
> angle(u,v);
Retourne I’angle déterminé par u et v
— Produit vectoriel
Soient u = [u1,up,u3] et v = [v1,v2,v3] deux vecteurs de R? alors la commande :
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> crossprod(u,v);
Retourne le produit vectoriel de u et v
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