PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

DATLTERMINANT D’UNE MATRICE DATPENDANT D’UN PARAMALTRE

Soit n € N*. Soit A = (a;;) € M,, (C) définie par

0 1 1
aij:—l si j<i
o -1
ai; = si j =1 clest-a-dire 4, = .
a;=1 si j>i ool
-1 -1

Notation :
e On note I,, la matrice identité d’ordre n.

e Pour tout o de C, on pose M, (a) = A, + al, et D,(a) = det (M, («)).

e On note f, Pendomorphisme de C" de matrice M, («) dans la base canonique.

Les parties I et I1 sont totalement indépendantes, et devront étre traitées comme telles.

Partie 1
On note u = (z1,- -+ ,x,) un vecteur quelconque de C”.
2k — 1) .
Pour tout k de {1,--- ,n}, on pose O = %, wi = €20 ot ay, = —icotandy,
n

(a—Dzp=(a+ a1 si 2<k<n

1. Montrer que I'égalité f,(u) = 0 équivaut au systéme
T+t Ty = 0Ty,

Vérifier que f; est un automorphisme de C™.

1
2. Pour tout « distinct de 1, on pose ¢, = a—+1
@ —
(a) Montrer que si ¢ # —1, alors f, est un automorphisme de C™.
(b) Veérifier que ¢/} = —1 = o € {aqyes, o}

(c) Dans cette question, on suppose que o = aravec 1 < k <om.
Montrer que Kerf,, est la droite engendrée par uy = (1, wy, w,i e ,wZﬁl).
(d) Préciser le rang de lapplication f,4 suivant les valeurs de a.
3. On reprend ici les notations de la question précédente, et a est queleonque dans C:
(a) Montrer que les vecteurs uy; ugs=sup-forment-une base-de-C"
(b) Préciser la matrice de f, dans cette base.
(a—1)"+ (a+1)"

(c) En déduire que le déterminant de f, est égal a 5

Partie I1

Dans cette partie, on voit deux méthodes distinctes de calcul de D, («).
1. (a) Calculer D;(a) et Da(a).
Montrer que si n > 3, alors D, (o) — 2aD,,_1(a) + (a? = 1)D,,_a(a) = 0.
(b) En déduire l'expression de D,,(a) pour tout n de N et tout o de C.
2. Pour tout n > 1, on note J,, la matrice de M,,(C) dont tous les coefficients valent 1.
Pour tous complexes « et z, on pose A, (o, x) = det(My(a) + xJp).
(a) Montrer que = — det(M,(a) + xJ,) est une fonction affine de la variable z.
(b) Retrouver I’expression de D, («) pour tout n de N et tout « de C.
3. (a) Montrer que si D, («) =0 alors D,,_1(a) # 0.
(b) En déduire le rang de la matrice M,,(«) quand elle n’est pas inversible.

4. Dans cette question, on fixe n > 1, et on définit les 6, et les a, comme au début de la partie I.
Montrer que les solutions de D,,(«) = 0 sont les o, = —icotanfy, avec 1 < k < n.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DATLTERMINANT D’UNE MATRICE DATPENDANT D’UN PARAMALTRE

Partie I

1. Soit U le vecteur-colonne représentant le vecteur u dans la base canonique de C™.
Il s’agit de résoudre la systéme M, (a)U = 0.
On applique les opérations L; ¢— L; — L;41,dei=14ai=n—1.

axri1+x0+ -+ xp, 0
—Ttazs AT, = 0

My(a)U =0 <—
Ty — T3 —Tp_1+azr, = 0

(a+ 1Dz +(1—a)z2=0
(a+ Dz +(1—a)xs=0
(a+Dzp1+(1—)z,=0
(721 — T2 =@+ oz, =0

(a—Dzp=(a+Dap_1 si 2<k<n
T1 4 T Tp—1 = ATy,
2xp—1 =0 si 2<k<
T+ FTpa1 = Ty
Autrement dit, ’endomorphisme f; est un automorphisme de C".
2. (a) On sait que si a« =1 alors Ker f, = {0}.
Pour trouver les « tels que Kerf, # {0}, on peut donc supposer a # 1.
Les égalités (a — 1)ag = (a4 Dazgp—1 (2 < k < n) s’écrivent alors xp = goTp-1.
Ces égalités donnent immédiatement : Yk € [1,n], x1 = ¢* 'a;.
L’équation z1 + o3 + -+ + Tpo1 = @, s'éerit alors v1(1 + g + - +¢% %) = aqg” 'z,.
Go + 1
Qo = 1.

On a donc I'équivalence f,(u) =0 <= {

Si a =1, le systéme précédent donne {

!
On note que g, = il # 1'et que réciproquement o =
ot

Dans ces conditions :

n—1 __ 1 "+ 1 n—1
1 (1 49 - ) = aqlibmy, sy Tyl o ot Dia™
Qo 1 Qo — 1

— gy 1)z =0

En résumé, fo(u) =0 <= u = 21(1,qqa,...,q7 ') avec (¢" + 1)x; = 0.

On constate que si g} # —1, alors 1 = 0, puis x3 = ... = x,, = 0 et donc f, est un automorphisme de C".

. R  (2k—1)m .
(b) Les racines n-iémes de —1 sont les e’— = = e?% = wy,, avec 1 < k < n.

Ainsi ¢7 = —1 <= 3k € [1,n], ¢a = Wi

Go+1 wp+1 ek 4 1 _ 2cos b
Go—1 wrp—1 €2% —1  2isin6,
On obtient ainsi les ap = —icotanf, pour 1 < k < n. Ces solutions sont distinctes deux & deux car
0<O<--- <0, <.

Mais g = wi <= a = = —jcotandy.

(¢) On suppose a = ay, avec 1 < k < n. On a donc g, = wy, et ¢} = —1.
La question (a) donne alors : f,(u) = —wy <= u = 1 (1, ws, ...7w;€’71) avec x1 € C.
Ainsi Kerf,, = Cuy, ott uy = (1,wg, w?, ...,wp ™).

(d) Si « n’est pas dans Uensemble {aq, s, ...,y } alors f, est un automorphisme de C" et est donc une
application de rang n.
Sia € {ai,...,an}, on sait que dimKerf, =1 : le théoréme de la dimension permet donc d’affirmer que f,

est de rang n — 1.

1 1 1
w1 w2 Wn
3. (a) La matrice de uq,...,u, dans la base canonique est P = .
n—1 n—1 n—1
Wy Wy Wn,

Mais det P est un déterminant de Van der Monde.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DATLTERMINANT D’UNE MATRICE DATPENDANT D’UN PARAMALTRE

Plus précisément, det P = H (Wi — wj).

1<j<k<n
Mais wy,wa, -+ ,w, sont distincts deux a deux (ce sont les racines n-iémes de —1.)
On en déduit det P # 0 : les vecteurs uy,- -+ ,u, forment donc une base de C".

(b) Pour tout k de {1,---,n}, on sait que fq, (ug) = 0.
Pour tout « de C, on peut écrire : f, = fo, + (@ — a)Id.
On en déduit fa(ux) = (o — ag)uk. Il en résulte que la matrice de f, dans la base uy,us, - ,u, est une
matrice diagonale, de coefficients diagonaux successifs « — a1, a — g, - ,a — .

(¢) Le déterminant de 'endomorphisme f, est le déterminant de la matrice de f, dans n’importe quelle base

de C™. Il est bien sfir avantageux d’utiliser la base u1,--- ,u, dans laquelle la matrice de f, est diagonale.
. - = wrp+1 Sa+l—(a— 1w
On en déduit det f, = a—aqp) = o — = .
o Ml en =TT (o= 555 = L5

n
Les wy, sont les racines n-emes de —1, donc 2™ 4+ 1 = H(m — Wg)-

k=1
n

On en déduit d’abord H(Jj — wg) = 2. De.méme, pour. tout « distinct de 1, on trouve, toujours avec
k=1
a+l

QQ:a_1~

Remarquons que ce résultat est encore vrai si v = 1 car H(a +1)=2"

k=1
- 1—(a—1 " 1)
Ainsi pour tout a de C, det fo = H ot 7 (&= Dok = (2+1) —; )
k=1 —
Partie IT
@

1. (a) Ona Aj(a) = (@) et As(a) = (_1 ;) donc Di(a) = a et Dy(a) = a? + 1.

On se donne maintenant un indice n > 3. Dans le déterminant D, (), on retranche la deuxiéme ligne a la
premiére puis la deuxiéme colonne & la premiére. On obtient :

« 1 | 20 1 —«
-1 a | | —1 a | |
-1 -1 o« . -1 -1 «
: : . o 1 a 1
-1 =1 - v -1 «a -1 -1 T
a+1l 1—-«
—1—a a 1 e e 1

0 -1 «

: : . a 1

0 -1 R
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DATLTERMINANT D’UNE MATRICE DATPENDANT D’UN PARAMALTRE

On développe maintenant par rapport a la premiére ligne. On obtient :

—a—1 1 - 1
0 o 1
Dy(a) =2aDp_1(a)+(ax—1)| 0 -1
a 1
0 -1 -1 «

Il reste a développer le dernier déterminant par rapport a la premiére colonne.
On trouve finalement : D, (a) = 2aD,,_1(a) — (a? — 1)D,,_2(a).
En conclusion : Vn > 3, Va € C, D,(a) —2aD,_1(a) + (a® = 1)D,,_2(a) = 0.

(b) Fixons a dans C, et notons u,, = D, («), pour tout n de N". La suite (uy,),>1 vérifie la récurrence linéaire :
Vn >3, uy, — 2au, 1 + (o — 1u, = 0.
On peut donner un sens a ug en écrivant ugauy + (a? — 1)ug = 0.
Il en résulte a® + 1 — 2a? + (a2 — 1)ug = 0 et on voit que ug = 1 convient. L’équation caractéristique est
t2 — 2at + a? — 1 = 0 admet deux solutions distinctes a 4=l.et o — 1. Il existe donc A et p dans C tels que :
Yn =0, u,=ANa+1)"+ pla—1)"

Enfin
o = y — e = A=u=-
U =« Ma—1)+plat+ )=« —A+p=0 2

(a+1)" 4+ (a—1)"
5 .

2. (a) Notons C1,Cy,...,Cy les colonnes de M, (), considérées comme vecteurs de C,,.
Notons U le vecteur de C,, de composantes toutes égales a 1.
Avec ces notations, A, (a,x) = det Cy + 2U, Cs + 2U, ...,C;, + 2U. On sait que Papplication déterminant
(ici dans la base canonique de Cj,) est multilinéaire alternée. On peut done développer cette expression de
A, (o, x), en ne conservant que les déterminants ou le vecteur U apparait au plus une fois (tous les autres
déterminants obtenus dans le développement étant nuls.) On trouve

Ainsi, pour tout n > 1 et tout @ de C : Dy(a0) =

An(a, z)=det(CysCa, ..., Crot © Ddet Gy Cmal, Ciga oo Crn
j=1

La fonction = + A, (a, z) s’écrit donc Ay, (a,z) =X, avec (A, p) € C2.
C’est effectivement une fonction affine. On remarque bien stir que p = A, (e, 0) = D, ().

(b) Avec z = —1 la matrice M, («) est triangulaire inférieure, et ses coefficients diagonaux sont tous égaux a
a—1. Il en résulte A, (o, —1) = (a — 1)™.
De méme, avec © = 1 on trouve A, (a,1) = (a4 1)". En ayant posé A, («,z) = Ax + p cela donne les
conliiae JH A= (@=1)7
égalités
p+A=(a+1)"
(@+ D"+ (a-1)"
2

11 en résulte D, (a) = p

Dy (1) = 271!

Dy(=1) = (=1)"2" !

Supposons par l'absurde que D,(a) = D,_1(a) = 0. Nécessairement o # =+1. La relation D,(a) =
Di(a) =0
Dy(a) =0

3. (a) En utilisant expression déja obtenue pour D, (), on trouve {

2aD,,_1(a) — (a®> — 1)D,,_2(a) donne alors D,,_s(a) = 0. De proche en proche, { donc

a=20 .
ce qui est absurde.
a?+1=0

On en déduit que si D, («) = 0, alors D,,_1(«) # 0.

(b) On suppose que M, («) n’est pas inversible, c’est-a-dire que D,,(«) est nul. On sait qu’alors le déterminant
D, _1(@) est non nul. Mais D,,_1(«) n’est autre que le déterminant extrait de la matrice M, («) formé
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DAETERMINANT D’UNE MATRICE DA]ZPENDANT D’UN PARAMAT..TRE

par l'intersection des n — 1 premiéres lignes et des n — 1 premiéres colonnes. Cela implique que les n — 1
premiéres colonnes de M, («) sont indépendantes. Il en résulte que si M,,(«) n’est pas de rang n, alors elle

est de rang n — 1.

Qk—1)m i
w = e?0r =y, avec 1 < k < n.

4. Les racines n-iémes de —1 sont les e
Ainsi ¢" = —1 <= Jk € [1,n] , qo = Wi-

G+l wp+1 €41  2cosb

go—1 wip—1  e2% —1  2isin6,

On obtient ainsi les o = —icotanfy pour 1 < k < n.

= —jcotandy.

Mais ¢ = wg <= a =
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