PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

DETERMINANTS DE VANDERMONDE ET DE CAUCHY

Partie I: Déterminant de Vandermonde

Soit n > 2 et ay, ..., a, des nombres complexes distincts. On se propose de calculer le déterminant suivant :
1 1 cee e 1
(&3] (%) .o .o Ay,
2 2 2
V(al, ,an) = ag Q3 an
n—1 n—1 n—1
Q; Q Qn

1. Calculer V (a1, a2) et V(ai, a2, as). On les donnera sous forme factorisée.

2. Démontrer que  — V(aq,...,a,—1,2) est une fonction polynomiale de x dont on précisera le degré.
n—1

3. En déduire que V(ay,...,an—1,2) = V(ag,...,an_1) H(m — ;).
i=1

4. En déduire 'expression générale de V(aq, ..., ay).

i‘—l)
J 1<i,5<n

<

5. Déduire une condition suffisante et nécessaire pour que la matrice M = (a soit inversible

Partie II: Matrice circulante

2km

Soient ay,...,a, des nombres complexes, wy = e" = , et A et M les matrices suivantes :
ay a2 - Gp
an aj e an—1
A =

az az -
1 . 1

1w w2 Wn_1

M = .
—1 n—1 n—1
L wy Wy Wn_1

On pose P = Z apXF!
k=1
6. En calculant la k-iéme colonne de AM, justifier I'égalité A.M = M.diag (P(1), P(w1),--- , P(wn—1))

7. En déduire det(A)

Partie ITI: Déterminant de CAUCHY et déterminant de HILBERT

Soit A,, la matrice définie par

1 1 1

a1 +by ar+bs T a;+0b,
11h 1] b 1

A, = | a+tb ax+b T ag+ by
1 1 1

Gn+b1 an+bs T an,+0b,

Ou aq,..., Gn, b1,...,b, sont 2n réels tels que toutes les sommes a; 4 b; soient non nulles.
8. Que vaut det A si deux des b; sont égaux.

9. On suppose dorénavant que les b; sont deux & deux distincts. Soit R, la fraction rationnelle définie par

1 (X — @i)
Rn(X) = T

[T +0)

=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

DETERMINANTS DE VANDERMONDE ET DE CAUCHY

n
(a) Justifier que R,, s’ecrit d’une fagon unique de la forme R,, = Z
i=1

Aq
X +b;

Ou Aq,..., A, sont des nombres complexes
(b) Déterminer A, et vérifier qu'il est non nul

(¢) Notons C, -+ ,Cy, les colonnes de A,,, montrer que

n

1 - 1
det (4,) = —det(C1, ..., Co 1, D> NG = = Fn (an) det (An1)
j:1 n

(d) En déduire que

1
147
En utilisant ce qui précéde, montrer que

10. Soit H,, = ( ) la matrice de Hilbert d’ordre n.
1<i,j<n

det (H,) = o
n12 x [ &
k=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DETERMINANTS DE VANDERMONDE ET DE CAUCHY

1. Un calcul immédiat montrer que V(aq,as) = as — a1. On a ensuite :

1 1 1
V(ag,ag,a3) = a1 g s

ai of a3

1 0 0

= Q] Qg — Q1 Q3 — Q1

2 2 2 2 2
of oz —af af—aj

o g — (X1 a3 — (1 ‘
(g —a1)(az + 1) (a3 —aq)(as +ai1)
1 1

= (a2 —ag)(az — )

a9 + Oég+0[1

= (Oéz - al)((X3 - 041)(043 - 042)-

2. On pose
1 1 1
(6751 (%) PN An—1 T
2 2 2 2
P(z)=V(at,...,0np_1,2)=| A ay .. Qpyp T
n—1 n—1 n—1 n—1
o fa%s .oarT]

Alors si on développe ce déterminant par rapport & la derniére colonne, on trouve que P est un polynéme de
degré au plus n — 1, et de coefficient de 2"~ égale & V(ay, ..., 1)

3. On remarque que oy, .. ., a,_1 sont n racines distinctes de P (puisque dans ce cas le déterminant comporte deux
colonnes identiques). On en déduit donc, d’apreés la question précédente, que

n—1
V(e ...,an—1,2) = V(ag,...,an-1) H(x — ;).
i=1
n—1
4. On évalue la formule précédente en x = av,, on obtient V(aq,...,an-1,0) = V(aq,...,@n-1) H (n, — ).
i=1
On démontre par récurrence que
V(a17--~7an): H (Oéj—Oéi).
1<i<j<n
— Base de récurrence : Pour n = 2, c¢’est fait.
— Heéridité : Soit n > 2et ay,- - , a;, des nombres complexes. Supposons que V(ay, ..., q,) = H (o — ).
1<i<j<n
Soit aq, -+, ap, g1 des nombres complexes. D’aprés la question précédente , on a
n
Viar,...,an,ang1) = V(ag,...,ap) H (Cng1 — )
i=1
n
S TR | (e
1<i<j<n i=1
= I (-a
1<i<jsn+1

Récurrence achevée.

5. La matrice M est inversible si, et seulement si,

Partie I: Matrice circulante
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

DETERMINANTS DE VANDERMONDE ET DE CAUCHY

Effectuons le calcul demandé. On obtient que la k-iéme colonne de AM est égale & AC, (M) ou Cr(M) est la k-iéme
colonne de M, alors

1
al a2 PR a’TL
Wg—1
an ax Gn—1 9
AOk(M) = . Wg—1
az as - ai n—1
k—1
n—1
a1 + aowk—1 + -+ apwy_y

-1
an + a1wi_1 + agw,%_l +dap_1wp

-1
as + agwp—1 + -+ awp

P (wk_l)

- P(wk’f)wk’l — P (1) Ci(M)

P (wp—1) wp—y

la k-iéme colonne de M multipliée par aq + agw® =1 + -+ - + ap,w®= D=1 En notant

Pz)=a1+ax+ -+ anz" 1,

on a donc d’une part
det(AM) = P(1)P(w) ... P(w" 1) det(M)

et d’autre part
det(AM) = det(A) det(M).

Puisque le déterminant de M est non nul (c’est un déterminant de Vandermonde), on a :
det(A) = P(1)P(w) ... P(w™™).

e Soit (k,1) € [1,n]?. Le coefficient ligne k, colonne [ de P? est

n n n—1
= Zw(k—l)(u—l)w(u—l)(l—l) _ Zw(k+l—2)(u—1) _ Z(wk+l—2)u.
u=1 u=1 u=0

Or, w2 =1 k+l-2€nZ Mais, 0 < k+1—-2<2n—-2<2netdonc, k+1-2€nZ < k+1-2c{0,n} =
k+1l=2ouk+!=n+2. Dans ce cas, a,; = n. Sinon,

1— (WHH2)n 1-1
Akl = T k=2 ] _ k-2 0.
10 ... 0
0 1
Ainsi, P2 =n | 0 1 0 |- eSoit (k1) € [1,n]2. Le coefficient ligne k, colonne I de PP est
o1 0 ... 0
B, = Zw(k*”(“*”w*(u*l)(l%) - Z(wkfl)ufl.
u=1 u=1

Or,w =1 k—1€nZ Mais, n< —(n—1)<k—1<n—-1<mnetdonc k—1 € nZ < k = I. Dans ce cas,
Br.1 = n. Sinon, B, = 0. Ainsi, PP = nl, (ce qui montre que P € GL,(C) et P71 = %P) Calculons enfin PA. 11
faut d’abord écrire proprement les coefficients de A. Le coefficient ligne k, colonne [ de A peut s’écrire a;_j1 si l'on
adopte la convention commode a,4+1 = a1, @12 = as et plus généralement pour tout entier relatif k, a,,+r = ai. Avec
cette convention d’écriture, le coefficient ligne k, colonne [ de PA vaut
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l

z:w(kf1)(u71)al_u+1 _ Z w(kfl)(lfv)av'
u=1

v=l—-n+1

Puis on réordonne cette somme pour qu’elle commence par a;.

l l 0

Z w(kfl)(lfv)av:Zw(kfl)(lfv)av+ Z WD)

v=l—-n+1 v=1 v=l-n+1

= Zw (k=D(=v)g, + Z wk=Dl=wtn)g o (en posant w = v + n)

w=Il+1
_Zw(k 1)(1— v)a + Z w(k 1)(1— w)
w=I[+1
— Zw(k’—l)(l—v)av — W(k—l)(l—l) Zw(k—l)(l—v)av
v=1 v=1

(le point clé du calcul précédent est que les suites (ap) et (w*) ont la malme période n ce qui s’est traduit par
wk=Dl=win)g = wk=DU=vq ) Pour k élément de [1,n], posons alors Sj, = oo, wk=DA=v)g On a montré
que PA = (w*k=DE=D8G) op 1<n.

Par linéarité par rapport aa chaque colonne, on a alors

det(PA) = det(w(k_l)(l_l)Sk)lgk’lgn = (HZ:l Sk) X det(w(k_l)(l_l))lgk’lgn = (HZ:l Sk) x detP.

Donc (detP)(detA) = ([],_; Sk)detP et finalement, puisque detP # 0,

detA = szl (ZZ=1 w(kfl)(lﬂ’)av) .

Par exemple, pour n = 3, detA = (a3 + az + a3)(a1 + jas + j2az)(a1 + j%az + jaz).

Le coefficient ligne j, colonne k, (4, k) € [1,n]?, de la matrice A vaut ay_; avec la convention : si —(n—1) < u < —1,
Ay = Ap4y-

Le coefficient ligne j, colonne k, (4, k) € [1,n]?, de la matrice AQ vaut

n n—j —1 n—j
S gy e DED = ST kD) o g D) S (e ()
u=1 v:—u—l) v=—(j~1) v=0
n—j

wvtnti—Dk—1) 4 Z AT DED (Car a0 = ay et W = 1)
—1) u=0

n—j n—1

Z
— Z u+j 1)(k— 1)+Za uJ(qu] 1)(k—1) Za w(qu] 1)(k—1)

n—1
= WD) § g k),
u=0

Pour k € [1,n], posons S = S"_) ayw"* 1. Le coefficient ligne j, colonne k de AQ vaut donc w(~DkE-1)g,
Par passage au détereminant, on en déduit que :

det(AQ) = det (WU~ DE=VS), o = (TTio; Sk) det(wl D)1 gjpc

(S est en facteur de la colonne k) ou encore (detA)(detd) = ([[,_, Sk) (det2). Enfin,  est la matrice de
VANDERMONDE des racines n-émes de I'unité et est donc inversible puisque celles-ci sont deux aa deux distinctes. Par
suite detf) # 0 et aprés simplification on obtient
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detA = szl Sy ol Sy = Zz;é Q=1

b
Par exemple, a =5155;=(a+b+c)(a —i—jb—i—jzc)(a +j2b+jc) ol j = e2im/3 .
c

> 0 9
Q0O

Un calcul bien plus simple sera fourni dans la planche

Partie II: Déterminant de Cauchy

1. Si deux des b; sont égaux, det(A) est nul car deux de ses colonnes sont égales.

2. On suppose dorénavant que les b; sont deux a deux distincts. Soient Ai,..., A,,, » nombres complexes tels que
An 0. On a

detA = )\—det (Cyyevns O 172)\ C;) = detB,

n

ott la derniére colonne de B est de la forme (R(a;))1<i<n avec R =377, ﬁﬂbj On prend R = ()(();-7-}))1)()(();—?5;)1)

R ainsi définie est irréductible (car V(i,j) € [1,n]?, a; # —b;). Les patles de R sont simples et la partie entiére
de R est nulle. La décomposition en éléments simples de R a bien la forme espérée. Pour ce choix de R, puisque
R(a1) = ... = R(an—1) = 0, on obtient en développant suivant la derniére colonne

1
An = TR(an)Anfla

n

avec
s (—bn — al) (—bn — an,l) . (a1 + bn>...(an,1 + bn)
Ao = tm EHORE) = o o S T T T o)~ (on —b1) (b — b1
Donc
Vn > 2, A, = (an - al)m(an - an—l)(bn - b1)~--(bn - bn—l) A, 1.

(an + b1)(an + b2)...(an + by)..(az + by) (a1 + by)

En réitérant et compte tenu de A; = 1, on obtient

A :H1S1,<_]§Tl,(aj7ai)H1S1/<_]§Tl,(bj7bi) Van(al, ,an)Van(bl, o)
n ngi,‘jgn(ai+b]‘) H1<1, _]<71( it+bj) ’

Dans le cas particulier ou Vi € [1,n], a; = b; = i, en notant H,, le déterminant (de HILBERT) a& calculer :

_ Van(,2,....n)? .
Hy, = Il j<n(i+5) " Mais,

L i i) an gl
II G+h=I1{1IG+ =H(”ZZ) =
1<i,j<n 1 J 1 =1 )

et d’autre part,

n—1 n n—1 n
. 1
Van( ;n) = H (J—1)= H (j—1) ZH(n—z)' EHH
1<i<j<n =1 j=i+1 1=1 k=1
Donc,
(I, +)°

Yn>1, H, =

nI2xT3m k!

elamdaoui@gmail.com 6 www.elamdaoui.com



