PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

UN SYSTEME TRIDIAGONAL SYMETRIQUE

1 si|j—1i=1
Pour tout n > 1, on note A,, la matrice carrée d’ordre n de terme général a;; = { =l .

0 sinon
01 01 0
Ainsi Al = (0), A2 = <1 0) 5 A3 = 1 0 1
010
Pour tout = de R, P,(x) = det(A, + «I,) pour n > 1. Par convention, on pose Py(xz) = 1. Ainsi Pi(z) = |z| =
1
1 v 10 1 (1) 8
vPy@) =[] [ B@=[1 o 1 P@=| |
1
0L 00 1
1. Montrer que pour tout z de R, et tout n > 2, on a P,(z) — xP,_1(x) + Pp_2(z) = 0.

2. Montrer que pour tout n de N, 'application P, est une fonction polynomiale unitaire de degré n, et qu’elle a la
méme parité que n.
3. On fixe dans R la valeur de z, et on pose u,, = P,(x) pour tout n de N.
(a) Montrer que si z = 2¢ (ot e = £1) u,, = (n+1)e"
an+1 _ ﬁn-‘,—l

a—p

(b) Montrer que si x n’est pas dans {—2,2}, alors u,, = , en notant « et [ les racines distinctes

de 'équation A\ —zA+1=0

i 1)0
(¢) On suppose |z| < 2. Avec § = arccosg , montrer que Vn € N, P, (z) = w
sin
4. Calculer I, / V4 —22P,( x)d z, pour tous n,m dans N
5. (a) Montrer que pour tout n > 1, le polyndome P, posséde n zéros distincts, tous réels, et donnés par :
kmw
VEe{l,--- ,n}, anr = 2cosb, , avec O, , = o

(b) Montrer alors que Py,_1(an ) = (—1)F?

6. On se donne un réel A et on considére le systéme (5, ) défini par
)\1‘1 + T = 0

1+ Aras +23=0

Tpn_2 + Alp_1+Tp =0
Tp—1+ Ax, =0

(a) Résoudre (Sp, ») quand A & {an1, " ,ann}

(b) On suppose que A = ay i = 2co8 6y, k.
Montrer alors que le systéme est de rang n — 1, et que I’ensemble des solutions est la droite engendrée par
vp = (sinfy, —sin 20, - -+, (=1)" "L sinndy).
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

UN SYSTEME TRIDIAGONAL SYMETRIQUE

1. Pour n > 3, on développe le déterminant égal & P, (x) par rapport & sa premiére ligne.

z 1 0 - - 0
z 1 0 ol |1 1 o 0
1 =z
1 =z 0 = 1
0
Py (z) = =z ol—lo 1 0
0
. 1
E Lo 0 1 =z |0 0 1 =z
0 0O 1 =z

=P,_1(x)

On constate (aprés développement par rapport a la premiére colonne) que ce dernier déterminant, d’ordre n — 1,
est en fait égal & P,,_a(z). Pour tout n > 3 et tout = de R, on a ainsi obtenu : P,(z) = 2P,_1(z) — P,_2(z). On
voit que cette relation est encore vraie si n = 2, par définition de Py, Py, P>
2. Py et Py sont polynomiales unitaires, avec deg Py = 0 et deg P, = 1. S’il en est ainsi de P,,_5 et P,_1, avec
n > 2, alors P, : © — xP,_1(x) — P,—2(x) est encore une application polynomiale unitaire, et elle est de degré
n. La fonction Py est paire, et la fonction P; est impaire. On se donne un entier n > 2 et on suppose que P, _1 a
la parité de n — 1 et que P,_5 a celle de n — 2 (donc celle de n.) L’application x — zP,_; a la parité contraire
de celle de P,,_; donc a la parité de n.
Ainsi P, : x — zP,_1(z) — P,—2(x) a la parité de n, ce qui achéve la récurrence
. . up =1
3. (a) La suite (uy)n>0 vérifie u, — .2eu,—1 + up—2 = 0 pour tout n > 2, et {u e
1=
L’équation caractéristique est 2 — 2et +1 = 0 donc (t —€)? = 0. € étant racine double, il existe \, u dans R
tels que; Vn € N, u, = (An+ p)e™. Les valeurs initiales ug = 1 et uy = 2¢ donne : Vn € N, u, = (n+1)e"
(b) La suite (uy)n>0 vérifie u, — 2,1 +u,—2 = 0 pour tout n > 2. L’équation caractéristique est t> —zt+1 = 0.
Le discriminant A = 22 — 4 est non nul puisque z ¢ {—2,2}. Notons alors «, 3 les racines (réelles ou
complexes) distinctes de cette équation. On sait qu’il existe A, (dans R ou C) tels que : Vn € N, w,, =

=1 A =1
Aa™ + pp™. Les conditions initiales o donne Ll On en déduit A = a
Uy = ax+uf=zxz=a+p a—p3
an+1 _ Bn—l

et u= i donc u,, = pour tout n = 0

p—a a—p

T
(c) Si |z| < 2, alors on peut poser § = arccos B etonal<f<metx=2cosb.

i0
a=e
Avec les notations précédentes, on a A = —4sin®# donc { 0 Dans ces conditions, pour tout
= 671
n>0: _ _
elnt0 _ e=in+1)0  gin(n + 1)
et — e—if sin 6
4. Sur le segment | — 2, 2[, on peut poser x = 2cosé, avec 0 < 6 < w. On obtient :
T si 1)0 si 1)6 i
Lnm = / (4sin? g) S0t DO sin(m +1)6 / sin(n + 1)0. sin(m + 1)0d 0
0 sin 6 sin 6 0

Ainsi . .
Inm = 2/ (cos(m —n)f + cos(m +n+2)0)do = 2/ cos(m —n)0d 6
0 0

Si m # n, on trouve I, , = 0. Si m = n, In7n:2/ do =27
0

sin(n + 1)0

- . Dans ces conditions :
sin 0

5. (a) Sur]—2,2[ on pose x = 2cosf, avec 0 < § < 7. On a alors P, (z) =

km

P,(2) =0<=sin(n+1)0 =0 <3k € {1,--- ,n}, 9:n+1

Ainsi les z,, ; = cos b, j, avec 1 < k < n, sont des racines (distinctes deux a deux) de P,,. On a donc obtenu
n racines de P,, toutes réelles, distinctes, et éléments de | — 2,2[. Comme ce polynome est de degré n, on a
obtenu toutes les racines de P,
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

UN SYSTEME TRIDIAGONAL SYMETRIQUE

6.

(b)
(a)

(b)

sinn@,r  sin(km — 6, k)

Ona P,_ = P,_1(2cosb, ) = = == (-1)*F+1

natn 1(an’k) n-1(2cos n’k) sin 0,, 1 sin 0y, 1 (=1)*+
Le déterminant du systéme, égal a P, (), est non nul si A & {a,1, - ,ann} Ce systéme homogene est
donc "de Cramer" : sa seule solution est (0,0,--- ,0)

Avec A = an i, le systéme n’est plus de Cramer car le déterminant est nul. On voit que le déterminant
extrait des n — 1 premiéres lignes et colonnes est P,_1(\). Icei P,_1(A) = Poo1(ank) = (—1)*+1 est non
nul. La matrice du systéme est donc de rang n — 1 (les lignes Ly, -+, L,_1 sont libres.) Résoudre (S ),
c’est trouver le noyau d’un endomorphisme de R™ de rang n — 1. D’aprés le théoréme de la dimension, les
solutions forment une droite vectorielle. Pour conclure, il suffit de vérifier que le vecteur v, # 0 est sur
cette droite. Notons v, ; = (—1)7~!sin(j6, ), pour j € {1, - ,n}, les composantes de v,. On pose aussi
Uno = 0 et vy i1 = (—1)"sin((n+1)0,%) = (—1)"sin(km) = 0. Avec cette définition étendue des v, ;
, vérifier que v, est solution de (S, ) consiste a établir les n égalités v, ;_1 + Avy; + vy j41 = 0 pour
1 £ j < n. Effectivement, pour tout indice j de {1,--- ,n}, on trouve :

Unj—1+Unj+1 = (=1)77(sin(j — 1)0,. 1 +sin(j + 1)6,, 1)
= 2(=1)""sin(j0,,) cos(20,,1)
= —(=1)A sin(j0,, k) = — vy,

Conclusion : I’ensemble des solutions de (S, x) est la droite engendrée par vy,.

elamdaoui@gmail.com 3 www.elamdaoui.com



