PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

PoLYNOMES DE HILBERT

Notations :
— n désigne un entier naturel

— C,[X] I’espace des polynoémes complexes de degré inférieur ou égal a n.

— Pour P dans C[X], soit T'(P) le polynéme P(X+1). L’application T ainsi définie est clairement un endomorphisme
de C[X]. De plus, sin € N, C,,[X] est stable par T et on note T, ’endomorphisme de C,,[X] induit par T.

— Soit (H;);cy la suite des polynémes de Hilbert, définie par :

il!f[(x_k).

k=0

Hozl et ViEN*,Hi:

Partie I: Inversion d’une matrice

1. Soit n dans N.
(a) Ecrire la matrice M,, de T}, dans la base (1, X,...,X") de C,[X].
(b) Vérifier que M,, est inversible
(c) Expliciter M, .
2. (a)
)

a) Montrer que (H;)ogign st une base de C,,[X].

(
(b) Sij €Z et i € N*, donner une expression simple de H;(j) montrant que H;(j) est dans Z.
(On distinguera les trois cas : j < 0,0< j<i—1etj>1i.)

Partie II: Polynémes de C[X] tels que P(N) C Z

n
Soit P dans C,[X]. On décompose P sur (H;)ogign en P = ZaiHi.
i=0
P(O) ap
3. Vérifier ’égalité suivante : =t'M, - |, ou tM,, est la transposée de la matrice M,,.
P(n) an,
4. Btablir : Vi € [0,n], a; =) (=1)"7C{P(j).
§=0

i
5. Sii>=n+1, que vaut Z (=1)"ICI P(5) ?
j=0
6. Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Vi€ {0,...,n},P(i) €Z
(b) Vi€ {0,...,n},a; €Z
(c) PZ)cz
En particulier les polynomes P de C[X] tels que P(N) C Z sont les combinaisons linéaires a coeflicients dans Z
des polynémes de Hilbert.
7. Soit (uj)jen une suite complexe. Démontrer que les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(a) il existe P € C,,[X] tel que : Vj € N,u; = P(j)

(b) VieN,izn+1=Y (-1)"7Clu; =0.
j=0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

PoLYNOMES DE HILBERT

Partie I: Inversion d’une matrice

. , Joo .
L (a) To(X?) = (X + 1) = > CjX", donc le terme d’indice (i,j) de M, est égal a C; pour i < j, et 0 pour
i=0
1> 7,1 et j variant de 0 & n.
(b) M, est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux valent 1, donc son déterminant vaut 1 et elle

est inversible.

. J o
(c) T,;1(P) = P(X — 1), doa T, (X7) = ;(fl)J*ZC;XZ, donc le terme d’indice (i,7) de M, ! est égal &
(=1)77*C} pour i < j, et 0 pour i > j, i et j variant de 0 a n.

2. (a) H; étant de degré 4, la famille (H;)ogi<n est échelonnée en degrés, elle forme donc une base de C,,[X].
() 0<j<i-1 — H()=0
jzi = Hi(j)=Cj o
j<0 = H;(j)= (—I)ZCinfl.

Partie II: Polynomes de C[X] tels que P(N) C Z

n k n P(O) a0
3. Pour 0 < k< n, P(k)= ZaiHi(k) = ZaiC,i = Z(tMn)ki.ai soit = 'M,. | :
=0 1=0 =0 P(TL) an
@o P(O) n n A
4 s =M | dota = (M) PG) = (M0 P(G) = > (1) CIP().
an, P(n) =0 =0 =0

5. Soit ¢ = n+ 1. On se place dans C;[X], i.e on remplace Uentier n par 'entier i.
On applique ce qui précéde a P = Z apHy,. La composante de P suivant H; est nulle, donc 0 = Z(—l)i_j C{P(j).
k=0 j=0
6. (a) = (b) : La question 4 donne le résultat.

(b) = (¢) : La question 2(b) montre que H,;(Z) C Z, or P = ZaiHi, d’on P(Z) C Z.
=0
(¢) = (a) : évident
i . . . 7” . . .
7. (a) = (b) : Pour i > n+1, Z(—l)lfjc'fuj = Z(—I)Z*JC’Z.JP(J') = 0 d’aprés la question 5.
=0 =0
(b) = (a) : On pose pour i € [0,n], a; = z:(—l)i_jC{uj7 puis P = Z%‘Hi-
=0 i=0
P(O) Qg (270}

=Mt ¢ |, donc P(j) = u; pour 0 < j < n.

2
|
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