PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

POLYNOMES DE LEGENDRE

Pour tout n € N, on note P, la fonction polynéme de la variable réelle x définie par :

Puw) = st (@2 1))

= 2npl dzn
1. Donner une expression explicite des fonctions polynémes Py, Py, P> et P
2. Exprimer P, (—z) en fonction de P,(z).

3. Calculer P,(0) et P/ (0).

n+2
d + I:(.'I:Q

i —1)"*1], montrer que I'on a :
T

4. En effectuant de deux fagons différentes le calcul de
(1 —2?)P)(z) — 22P.(z) + n(n +1)P,(x) =0

5. Soit k un nombre entier compris au sens large entre 0 et k — 1. Préciser 'ordre de multiplicité de 1 et —1 en tant
que racines de la dérivée d’ordre k de (mQ — l)n.

En appliquant le théoréme de Rolle aux dérivées successives de (x2 — 1)” , montrer que P, admet n racines

réelles distinctes, toutes comprises strictement entre —1 et 1.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI

CORRECTION

POLYNOMES DE LEGENDRE

On notera pour tout n € N, f,, la fonction polynomiale f,,

On notera également pour k € N, indifféeremment, D*((2? — 1)") =
1. Py(z) =1

P(z) ==z

Py(x) = %xQ — %

Ps(z) = gx?’ - %x

(fn)(k)(x) =T

s a (22— 1)n.

d

2. Pour tout n € N, la fonction f,, est paire. Par conséquent sa dérivée niéme est une fonction paire si n est pair,

impaire si n est impair.
Donc, pour tout n € N et pour tout z € R,
P,(—z) = (=1)" P,(x).

3. On déduit de ce qui précéde que P,(0) = 0 si n est impair et que si n est pair, P est impaire d’ou P}, (0) = 0.

Reste a déterminer pour tout p € N, Py, (0) et P;,,1(0).

(z —IQP*ZC'QP

1)2P=k 22% Comme D?P(2?

k) = 0si k < p, on obtient en dérivant 2p fois :

2p
1 k 2p—k 12p(,.2k
P = — C5 (—=1)"P=% DP .
l2) = g o 2Ol (1) (=)
D?(2%%) est nul en x = 0 sauf si k = p auquel cas 11 vaut (2p)!. On en déduit aprés simplifications :
_(2p!
Py, (0) = (—1)P
217( ) ( ) 22p (p')
De la méme maniére,
1 2p+1
Pipp(z) = i —— C§ +1 (_1)2p+1_k D2p+2(952k)
P 22r+l (2p—|— 1)! ,;J P
2p+1
_ pz 02 +1 2p+1 k (2k)' 2k—2p—2
2 +1 P _ —92)1 ’
92p 2p +1 Wi (2k — 2p — 2)!
D’ot 'on déduit :
(2p+ 1)
Py (0) = (—1)p 2
fpia(0) = (1
Soit finalement pour tout p € N,
(2p)! ,
Pul0) = (1P s B0 =0
(2p+1)!
/ _
Py, 1(0) =0 Py,1(0) = (=1)P W
. . U (L 5 5 n .
4. Soit n € N, en appliquant la formule de Leibnitz & e [(z? — 1)(2? — 1)"], on obtient
x
dnt? SRS k
FpCE) (> 1) = Z Cr oD*(a® — 1) D"P7F((2® — 1)™)
k=0
2
— 3 ChLDE @ - 1) DR (e - 1))
k=0
= (@ =1)D""2((2® = 1)") + 2(n +2)zD" " ((2* = 1)") + (n +2)(n + 1)D"((2* - 1)")
= 2"nl[(2® = 1)P)(z) +2(n +2)zP,(z) + (n+ 2)(n + 1) P, ()]

D’autre part, f, 4 (z) = 2(n + 1)z (2?
(n + 1)iéme de ce produit , on obtient :

—1)"

. En appliquant de nouveau la formule de Leibnitz a la dérivée
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

POLYNOMES DE LEGENDRE

n+2 n+1
% (2 —1)""] = 2(n+1) Z Ck, DF(z) D"k ((2% — 1))
k=0

= 2(n+1)[zD"((z* - 1)") + (n+1)D"((z* — 1)")]
= 2(n+1)2"n! (2P, (z) + (n+ 1)P,(z))

En identifiant, on obtient ’égalité voulue

(1 —2*)P!(x) — 2zP.(x) + n(n +1)P,(z) =0
5. Soit n € N* et k € [0,n — 1]. 1 et -1 sont racines d’ordre n de f,, donc racines d’ordre n — k de fék) = D*(f,).

Montrons par récurrence sur k € [0,n] la propriété Py : " £ gannule au moins k fois sur ]-1,1[."

o Py est vraie.

e f, s’annule en —1 et en 1, est continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[, donc f} s’annule au moins une fois
sur |—1, 1[ d’apres le théoréme de Rolle : P; est établie.

e Supposons Py, vraie pour un certain k € [1,n — 1]. Notons ay, ...,y les zéros de fr(Lk) dans |—1,1[ avec
—l<a;<ay<---<ap <l Commen—k2>=1, fflk)(—l) = fﬁk)(l) = 0. Notons ag = —1 et a1 = 1.

Pour tout 7 € [0, k], fék)(ai) = ékﬂ)(ai“) =0, £\ est continue sur [avi, viy1], dérivable sur Joy, a;q 1] - d’aprés
le théoréme de Rolle, il existe 3; € Jay, i 1| tel que fA+H1(B;) = 0.

Ona-l=a<fy<a < - <a <P <app1 <- < Pr <ar=1, on obtient donc ainsi k£ + 1 racines
distinctes de f7(1k+1) dans ]—1, 1] ce qui prouve Ppy;.

La récurrence est établie : Py est vraie pour tout k € [[0,n].
1

n

En particulier, P, assure que P, = f,(L") admet n racines distinctes dans |—1,1[. Comme de plus P, est

n!
une fonction polynéme de degré n en tant que dérivée niéme d’une fonction polyndéme de degré 2n, P, admet

au plus n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité.

Ce sont donc les seules racines de P, et elles sont simples.
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