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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#*

ENONCE

GROUPE DES INVERSIBLES DE Z/nZ

Dans tout ce probléme on désigne par:

e 7 un entier naturel supérieur ou égal a 1.

e 7 la classe de 'entier a modulo n.

(U, %) le groupe des éléments inversibles de ’anneau ( ZAZ, +, ><) .

e N, lensemble des éléments non inversibles de I’anneau ( Z /n 7 +, x)

e m,:Z— Z/ _ arsale morphisme d’anneaux surjectif.
nZ

e ©(n) = Card{k € [1,n] /k An = 1}, 'indicateur d’Euler.

T

Il résulte du théoréme chinois que si n € N*, n > 2 s’écrit n = Hmi ou m; = p;* avec les p; premiers distincts et

i=1

les a; dans N*, les anneaux Z / ot Z / X x L / sont isomorphes. Il s’en suit I’isomorphisme entre les
nZ m17Z m, 7.

groupes multiplicatifs U,, et Uy,,, x -+ x Uy, ou Uy = U(

“ha

entier naturel premier et o € N*

Partie I: Cas ou o = 1.

1. Montrer que tout sous-groupe de ( Z /n 7 +> est cyclique.

). Nous allons étudier la structure de Upe pour p

2. Montrer que pour tout diviseur d de n, il existe un unique sous-groupe Cy de ( Z A 7 +> de cardinal d.

3. Soit (G,.) un groupe d’ordre n vérifiant: si d | n alors le cardinal de {z € G , % = eg} est inférieur ou égal a d.
Montrer que G est cyclique

4. Déduire que si (K, 4+, x) est un corps fini de cardinal n, alors (K*, x) est un groupe cyclique isomorphe a

(Z%n—lﬂ?+>

5. Que dire de Uy, si p est un nombre premier ?

Partie II: Cas ou p est premier et impair

6. Montrer que: Vk € N, (1 —|—p)pk =1+phtt  [pt?]
7. Déterminer 'ordre de 1+ p dans Upa ol o € N*

8. Soient a et b deux éléments d’ordre p et ¢ d’un groupe (G, .).
Montrer que si ab = ba et p A ¢ = 1, alors ab est d’ordre pq

9. Montrer que (Upe,.) est un groupe cyclique

10. Montrer que: Vk € N,
11. Quel 'ordre de 5 dans Usa oil «r est entier et o

12. Montrer que (Usa,.) n’est pas cyclique pour «

Partie III: Cas ou p =2

2k _ k+2 k+3
52 =1+2 [2FF3]
3.

>
>3

Partie I'V: Cas général

13. Soit (H,.) et (K, .) deux groupes finis h € H, k € K. Montrer que l'ordre de (h, k) dans le groupe (H x K,.) est

ppcm (o(h),o(k)).

14. Montrer que le groupe produit de deux groupes cycliques H et K est cyclique si, et seulement si, leurs ordres

sont premiers entre eux

15. Déterminer n > 2 tel que (U,,.) soit cyclique
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Partie I: Cas ou o = 1.

1. L’ensemble A = {k eEN* ke H} est non vide car il contient n, donc il admet un plus petit élément p.
L’inclusion Gr(p) C H, car p € H. Inversement soit h € H, avec h € Z, on effectue la division euclidienne de h
par 4, il existe (g,7) € Z? tel que h = q.0 +7 avec 0 < r < §. Par passage aux classes on obtient h = q.0 +7, soit
F=h—qdc€ H.Sir#0,alors r € A, donc r > 6. Absurde

2. On écrit n = dé. Le groupe Gr (5) est un sous-groupe de (Z/nZ, —1—) d’ordre o (5) = # = % =d.
soit Cy un sous-groupe de (Z A 7 +> d’ordre d. D’aprés la question précédente Cy est cyclique, alors il existe

x € 7Z tel que Cq = Gr(T). Par le théoréme de Lagrange dT = 0, donc n | dz, puis § | x. On tire donc
Gr(z) C Gr (3) et par égalité des cardinaux, on obtient 1’égalité des sous-groupes

3. Pour d € N* divisant n, on pose Hy ’ensemble des éléments de G d’ordre d.
— 8l n’existe pas d’éléments de G tel que o(x) = d, alors Hy = ();

— Sinon il existe z € G d’ordre d, alors d'une part Gr(z) C {x € G , 2% = eg} et par égalité des cardinaux
Gr(z) C {x € G, 2¢ = eg}, par conséquent H, est 'ensemble des générateurs de Gr(z), donc il est de
cardinal ¢(d)

Bref Card (Hy) < ¢(d). Mais G = U H, est une union disjointe, on obtient alors
d|n

Z Card (Hy) =n
d|n

On sait aussi que

> p(d)=n
d|n

Alors Z(g@ (d) — Card (Hy)) = 0, donc pour tout d diviseur de n, on a Card (Hy) = ¢(d). En particulier
d|

Card (H,) = ¢(n) > 1, donc G est cyclique
4. Quel que soit d un diviseur de n — 1, ’ensemble des = de K* tels que 2¢ = 1x admet au plus d solutions; d’aprés

la question précédente K* est cyclique d’ordre n — 1, donc il est isomorphe a < Z /(n 1)z +)

5. Si p est premier (Z /p 7 +, > est un corps de cardinal p. Donc Ie groupe (U,,.) est cyclique et isomorphe au

groupe ( Z/(p _n +>

Partie II: Cas ou p est premier et impair

6. Faisons un raisonnement par récurrence sur k € N.
— Pour k = 0, 'égalité est vérifiée
— Soit k£ € N, on fait appel a ’hypothése de récurrence puis a la formule de binéme de Newton

k41

a+p)” = | +p)pk]p
= (14pt! +)\pk+2)P
= (1+p" 1 +a)°

p
= 14+ 1+ ap) + ) Clp I 1+ ap)f
(=2

p
- 1 +pk+1 + )\pk)+2 4 Zcﬁp(kﬂ*l)f (1 + )\p)z
(=2

=pph+?
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10.

11.

12.

13.
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p
Avec B =X+ Z C’f;;l7(]€'~'1)z_k_2 1+ )\p)z. Récurrence achevée
=2

a—1
Comme (1+p)’ =1+4p* [p*™], I'ordre de T+ p dans Uye divise p®~! et donc de la forme p* ou k €
a—2
[1,a — 1]. Mais comme (1 +p)’ =1+4+p*2 [p*]£1 [p*], alors I'ordre de 1+ p est p*~!
Comme ab = ba, alors (ab)P? = aP?bP? = e, donc ab est d’ordre fini d divisant pq. Inversement si n € Z tel que
(ab)™ = e, alors b"? = (ab)"? = e, donc q | np et par le théoréme de Gauss, puisque p A ¢ = 1, on conlut que
q | n. De méme p | n et par suite pq | n. Ceci permet I’égalité Uordre de ab est pg

L’ordre de Upa est évidement ¢ (p*) = p*~! (p — 1). D’autre part on sait que U, est cyclique et on fixe alors
a € Z un représentant d’'un générateur de Uy, alors a Ap = 1 et par conséquent a A p* = 1. On tire que @ est

inversible dans Z/pO‘Z et soit k son ordre , alors a* =1 [p®] et donc aussi a* =1 [p]. Or p — 1 est I'ordre de

la classe de a dans Z/pZ’ donc p — 1 divise k, donc on peut écrire k = m(p — 1). Soit b = @™ dans Z/pO‘Z et

Z = b(1 + p). Cet élément est d’ordre p®~!(p — 1), car b et 1 + p commutent et ils sont d’ordres premiers entre
eux & savoir p — 1 et p®~1. On conclut donc 2. est cyclique

Partie III: Cas ou p =2

Faisons un raisonnement par récurrence sur k£ € N.
— Pour k = 0, ’égalité est vérifiée

— Soit k € N. Par hypothése de récurrence il existe A € Z tel que 52° = 1 + 2k+2 4 \2k+3 alors

1 N 2
2 = (37) =+ 24’
= 142831 4 2)) + 224 (1 4 2))?
= 14288 4 2R (A4 27(1 4 2)0)%)

Récurrence achevée

Pour @ > 3. Comme 52%2 =1+2¢ [2‘”1], Pordre de 5 dans Usa divise 272 et donc de la forme 2% on
k€ [1,a — 2]. Mais comme 52" ° =1+20"1 [20]#£1 [29], alors Pordre de 5 est 202

Soit o > 3. Remarquons d’abord que —1 ¢ Gr(5), car sinon il existera j € N tel que 5/ = —1  [2%] et puisque
a > 2, alors 5/ = —1 [4], ce qui est impossible. Soit G le groupe engendré par —1 et 5. Vu que —1 et 5
commutent, alors G = Gr({-1,5}) = {55k ,e==1 et ke [[0,297% — 1]]} Avec Gr(5) & G C Usa, alors
2072 < Card(G) < Card (Uz.) = 2%~ 1. En outre Card(G) divise 2~ !, donc forcément Card(G) = 2*~1, puis
G = Use. Mais pour tout z € G = Usa, on a 227 = 1, donc (Usge, .) n’est pas cyclique

Partie I'V: Cas général

Posons m = ppcm(p, q), avec p = o(h) et ¢ = o(k) alors il existe a,b € N tels que m = ap et m = bq. Par
définition du groupe produit
(h7 k)m = (hm7 km) = (eHa 6K)

donc (h, k) est d’ordre fini.
Soit k € Z, on a:

(h, k)" = (em,ex) <= (k%) = (em,eK)

€K

!

!

!

On conclut donc que o ((h,k)) =m
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14. Soit h et k respectivement les générateurs de H et K et p et g sont respectivement leurs ordres
<) SipAg=1, alors (h, k) est d’ordre pq, avec (h,k) € H x K et Card (H x K) = pq, on conclut que H x K
est cyclique de générateur (h, k)
=) Par contraposée, si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux, alors tout élément de H x K est d’ordre inférieur
au ppem(p, q) < pq = Card (H x K) = pq. Le groupe H x K n’est pas cyclique
15. On discute d’abord selon le nombre premier p
— Si p = 2. On vérifie aisément que Uy = {1} et Uy = {1, 3} sont cycliques et pour tout o > 3 le groupe Uza
n’est pas cyclique
— Si p est premier supérieur a 3, alors U,e est cyclique d’aprés (9)
— Si p est premier supérieur & 3, alors Usgye est cyclique d’apres (14)
En utilisant les notations du deébut du probléme, U,, est cyclique si, et seulement si, les U,,, le sont les m;
sont deux a? deux premiers entre eux et compte tenu de (14). Ceci impose que n admet au plus un diviseur
premier impair puisque ¢ (p*) = p*~! (p — 1) est pair si p > 3. Si de plus n admet deux diviseurs premiers, 'un
d’eux doit étre égal a 2 et d’exposant 1 dans la décomposition de n en facteurs premiers car (Qﬁ ) = 26-1,
p(P*) =p*tp—Det (p—1) A2~ =1
Bref (U,, .) est cyclique si, et seulement, si n € {2,4,p*, 2p®} ou p est premier impair
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