PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

ro . ’
Les mathemathues en prépas COMMUTANT D’UN ENDOMORPHISME

Préliminaires (définitions et rappels).
— Dans tout le probléme E désigne un espace vectoriel de dimension finie sur le corps C des nombres complexes.
On note n sa dimension et on suppose n>2. On note L(E) son algébre d’endomorphismes.
— Soit w € L(E). Si B est une base de E, on note Mat(u, B) la matrice de u sur la base B.

— Soit u € L(E). Pour tout entier naturel p non nul. on note u”? = yo...owu. On pose u’ = Id.
——
p fois
— Soit P € C[X] et u € L(F); on notera P(u) 'application linéaire définie par :

Vg € N, P(u) = Z apuf si P(X) = Z apX"”.
0<h<q 0<k<q

— Soit u € L(E). On appelle commutant de u ensemble C(u) des endomorphismes qui commutent avec u; on a :
Clu)={veL(E),uov=vou}.

On rappelle que C(u) est un sous-espace vectoriel de L(E).

— On dit qu’un endomorphisme u € L(F) est nilpotent si et seulement si il existe un entier naturel non nul p tel
que u? = 0. Dans ce cas, le plus petit entier p vérifiant u? = 0 est appelé indice de nilpotence de wu.

— On note M,,(C) Palgébre des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans le corps des nombres
complexes C.

Partie I: Un exemple

Dans cette partie, on considére la matrice M de M,,(C) telle que : M est diagonale et ses coefficients diagonaux
sont les n entiers consécutifs 1, 2, .... n. Ainsi, on a :

1 0 0

M = diag(1,2,--- ,n) = 0 2
0
0 0 n

On note C(M) le sous-espace vectoriel formé par les matrices de M,,(C) qui commutent avec M.
1. Démontrer que C(M) est I’ensemble des matrices diagonales.
2. En déduire la dimension de C(M).

Dans toute la suite du probléme, u désigne un endomorphisme de F.

Partie II: Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

Si A € C est une valeur propre de u, on note E)(u) le sous-espace propre associé :
Ey(u) = Ker(u — AId).

Dans cette partie, on suppose '’endomorphisme u diagonalisable.
Soient p € N* et (A1, A2, ..., Ap) € CP ses valeurs propres. On a :

E= @ Ex(u).

I<isp

On pose n; = dim Ej, (u) pour 1 < i < p.
Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite adaptée a la somme directe £ = @ Ey, (u) 'l

1<i<p
existe pour chaque entier i compris entre 1 et p, une base (ef,...,e;, ) du sous-espace vectoriel Ey, (u) telle que
_ (.1 1.2 2 p
B = (el,...7en1,el7...7en2,...,el,...,eﬁp)

1. Montrer que si v € C(u) alors les sous-espaces Fy,(u) sont stables par v.
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2. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, on note u; I’endomorphisme de Ej,(u) induit par u. Que peut-on dire

de u; ?
3. En déduire que v € C(u) si et seulement si, sur une base B adaptée a la somme directe E = @ E, (u) :
1<i<p
Vi 0 0 . 0
0 Vo 0 0
Mat(v,B) = 8 0
0
0 0V

avec V; € M,,,(C) pour 1 <14 < p.
4. Montrer que dimC(u) = Z n.

1<i<p
5. Montrer que si u est diagonalisable, alors dim C(u)>n.

6. Montrer qu’il existe v € L(E) diagonalisable tel que dimC(u) = n.

Partie III: Commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice 2.

On suppose dans cette partie que u est nilpotent d’indice 2 et que n>2. On note 7 le rang de u. On pose s = n —2r.

n
1. Montrer que Imu C Keru. En déduire que r < 5"

2. Soit G un supplémentaire de Keru dans F muni de la base (e, €5, . . ., e..), montrer que la famille (u(e}), u(e}), . .., u(el))

est une base de Imu.

3. En utilisant un sous-espace vectoriel H de E tel que Keru = Imu @® H, montrer qu’il existe une base B’ de E

telle que :
00 L\1r
0 0 0|1s
Mats(u)=\g o o)1,
— o &

I, désigne la matrice identité d’ordre r.

4. Soit v € L(E); la matrice de v dans la base B’ est définie par blocs en posant :

Al A2 A3 i T
A4 A5 AG i S

Matsr(0)=\ar ag a5/ 1
& o &

Montrer que v € C(u) si et seulement si

A4 = Os,r
A? = Or,r L. . N .
0p,q désignant la matrice nulle & p lignes et g colonnes.
A8 = Or,s
Ag =4y

n2

5. En déduire la dimension de C(u) en fonction de n et de r. Montrer que : dimC(u)>—.
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Partie IV: Commutant d’un endomorphisme u vérifiant la relation (1) :

(1) (u—Id) o (u— 2Id)* = 0.
Id désigne I'application identique de E. On rappelle que :
(u —2Id)* = (u— 2Id) o (u — 2Id).

On pose E; = Ker(u — Id) et Ey = Ker(u — 2Id)?, n; = dim E; et ny = dim Ey ; on suppose de plus n;>1, ng>1
et n>2.

1. Montrer en rappelant le théoréme utilisé que :
FE=F & E-.

On note p; le projecteur sur F; parallélement & Fsy et ps le projecteur sur Ey parallélement & Fy.

2. Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle

En déduire deux polynémes U et V tels que :
1=UX)(X-1)+V(X)(X —-2)2 degU < 2et degV < 1.
Montrer que p1 = V(u) o (u — 2Id)? et po = U(u) o (u — Id).

On note d = p; + 2p- ; montrer que d est diagonalisable.

Soit w = u — d. Calculer w?, en déduire que w = 0 ou w est nilpotent d’indice 2.

S o W

Détermination de dim C(u).
(a) Montrer que : v € C(u) si et seulement si v € C(d) et v € C(w).

(b) Déterminer les restrictions de w & Ey et Eo respectivement. En déduire qu’il existe une base B de E telle

que
Matp (w) = (8 2)% Z;

— &

ni no
ot N est la matrice de 'endomorphisme induit par (u — 2/d) sur Es sur une base de Es.
(¢) Montrer que le rang de la matrice N est égal & ny — dim (Ker(u — 21d)).

(d) Montrer que v € C(u) si et seulement si

R V)

—
ni no

et
VoN = NV.

(e) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si N = 0.

(f) On suppose u non diagonalisable. déterminer dim C(U) en fonction de ny, ng et dim (Ker(u — 21d)).
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Partie I: Un exemple

1. M a pour terme général m; ; = id; ;. Soit A € M, (C) de terme général a; ;.

AeC(M) = AM=MA < Y(i,k) €[L;n]*, Y ai;mje =Y mijax
j=1 =1

—  V(i,k) € [1;n]? ZjaiJ Gk = Zi§i,j aj ks
j=1

j=1
— VY(i,k) € [1;n]? kai,=1a;
— V(i,k)€[;n]? (i#k= a;x =0) <= A est diagonale

2. En notant (E; ;)i<ij<n la base canonique de M, (C), on a :
A GC(M) < 3(&1,...,0@,) eCcn / A= ZaiEi,i~
i=1
Une base de C(M) est donc : (E11,E29,...,E,,), doncdimC(M) = n.

Partie II: Commutant d’un endomorphisme diagonalisable

1. Soit v € C(u) et = € Ey,(u). Ainsi u(x) = \;.2.
D’une part, v(u(z)) = v(\;.z) = A;.v(x), dautre part, v(u(z)) = u(v(z)).
Donc u(v(z)) = A.v(z), ce qui montre que v(z) € Ey, (u).
Donc tous les sous-espaces propres E}y, (u) sont stables par v.

2. On sait d’autre part que chaque E),(u) est stable par u, ce qui autorise & considérer I’endomorphisme u; induit
par u sur Ej,(u). u; n’est autre que I'homothétie de rapport A; de Ej, (u).

P
3. Soit B une base adaptée a la somme directe £ = @ Ey, (u).
i=1

e Si v € C(u), comme chaque FEy,(u) est stable par v, on sait que B = Matg(v) est diagonale par blocs de la forme

Vi 0 ... 0

B= 0 V2 avec V; € M,,,(C)
: . .0
0 ... 0V

e Réciproquement, supposons que B = Mat(v) soit de la forme

i 0 ... 0
0 V
B= 2 avec V; € M,,,(C)
: . -0
o ... 0V,
B étant en particulier une base de vecteurs propres de u, alors A = Matu est diagonale et on peut la décomposer
Dy 0 ... 0
0 Do . .
en blocs sous la forme A = avec D; = \;.I,, (puisque u; est une homothétie).
: . -0
0 ... 0 D,

Comme Vi € [1;p], D; Vi = (N\i.1y,) Vi = V; (\iI,) = Vi Dy, alors AB = B A, donc uov =vou, d’ou v € C(u).
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4. Par l'isomorphisme v — Matv de L£(E) dans M, (C), on obtient que C(v) a la méme dimension que le sous-
espace vectoriel de M, (C) constitué des matrices ayant la forme de B.

P
Ces matrices dépendent de z:(nl)2 coefficients arbitraires, donc peuvent s’écrire comme combinaison linéaire
i=1
P P
de Z(ni)Q matrices Ejj de la base canonique de M, (C). Donc | dimC(u) = Z(ni)Q.
i=1 i=1
P
5. Comme Vi € [1;p], (n;)? = n;, alors dimC(u Z n; = dim E = n (en effet u étant diagonalisable, n est égal

=1
a la somme des dimensions des sous-espaces propres de u).

6. Soit B une base quelconque de E. L’endomorphisme u de F représenté dans la base B par la matrice M de la
partie O est tel que dimC(u) = dimC(M) = n.

Partie III: Commutant d’un endomorphisme nilpotent d’indice 2

1. Supposons que uou = 0. Soit y € Imu. Alors 3z € E / y = u(z). Donc u(y) = u(u(z)) = u?(z) = 0, d’ou
y € Keru.

n
Ainsi Imu C Keru. De plus, rgu = dim(Imu) > dim(Keru) = n — rgu, donc 2rgu < n, dou r > 5

2. On remarque d’abord que puisque G est un supplémentaire de Keru, alors dim G = n — dim(Keru) = rgu = r,
donc il est légitime de noter (ef,...,e}) une base de G
On sait que u induit un isomorphisme @ de G sur Imu. Ainsi 'image de la base (e],...,e}) de G est une base
de Imu.

Redémontrons le théoréme d’isomorphisme utilisé ci-dessus. Considérons 1 : 1
mu

qui est linéaire.

. Kerts = Keru NG = {0}, donc 4 est injective.
. Imu = u(E) = (G + Keru) = u(G) + u(Keru) = u(G) = a(G), donc @ est surjective, donc bijective.
3. E=Keru® G=Imu® H® G. On adoncdim(Imu)=dimG=r et dmH =n—2r=s.
Soit (€}.41,-..,€.,,) une base de H. Considérons la famille B’ = (u(e}),... u(eL),elpq,. .. €nyg €], . €L).

Il s’agit d’une base de E adaptée & la somme directe £ = Imu & H ¢

G.
00 L\Tr
, , , , 00 0]%s
Alors u(B') = (0,...0,0,...,0,u(e}),...,u(e.)), donc Mat(u,B’) 00 0/1r
< = =
0 0 I\ /A Ay A3 Ay Ay A3\ /0 0 I,
4.UEC(U) <~ 0 0 O Ay As Ag| = | Ay As Ag 0 0 O
0 0 0 A; As Ay A Ag Ag) \0 0 O
A4:03,r
0 0 A A7 AS A9
Ar =0,,
velClu) <= |0 0 A4 ]|=]10 0 0] < ’
00 A 0 0 0 As = Ors
Ag = A4
Ay Ay As
Ainsi v € C(u) si et seulement si Mat(v,B’) de la forme | 0 A5 Ag
0 0 A

5. Le nombre de coefficient arbitraires de cette matrice est égal a7 n+s (s+1) = nr+(n—2r) (n—r) = n?+2r2-27rn.
Ainsi dimC(u) = (n —r)? + r2.

En posant f,(z) = 22% — 2nx + n?, alors f/(z) = 2(2x — n), donc f, admet un minimum pour x = g égal a
n? n?
5 Ainsi dim C(u) > =
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Partie IV: Commutant d’un endomorphisme vérifiant la relation (1)

1. Les polynomes P = X —1 et P, = (X — 2)? sont premiers entre eux.
De plus (P, P)(u) = Py(u) o Py(u) = (u —Id) o (u — 2 Id)? = 0.
Le théoréme de décomposition des noyaux donne : Ker((Py P»)(u)) = Ker(P1(u)) @ Ker(P2(u)), c’est a dire :
E = Ker(u — Id) @ Ker(u — 2 1d)? = E; @ E».

Remarquons tout de suite que E; et Ey étant des noyaux de polynémes en u sont stables par u.

b
2. La décomposition en éléments simples dans C(X) de F(X) est de la forme : F(z) = Xa_ T + X —2)p + XC_ 5
1
. On multiplie par X — 1, puis on remplace X par 1, ce qui donne : e =a+bx0+4+¢x0, donc a=1.
1
. On multiplie par (X — 2)2, puis on remplace X par 2, ce qui donne : o1 ax0+b+cx0, donc b=1.
. Pour X := 0, on trouve que c = —1.
1 1 1 1 3—X
Donc F(X) = +

X-1 (Xx—2? X-2 X-1 (x—2°%
Aimsi 1= (X = 1) (X —2)? F(X) = (X =2)?+ (X = 1) (3= X), done | V(X) =1 et U(X)=3-X.|
3. On en déduit que : Id = U(u) o (u — Id) + V(u) o (u — 2 1d)2.
Donc Vz € E, z = [U(u)o (u—1d)](z) + [V(u) o (u — 2 Id)?](x).
Posons @1 = [V(u) o (u—21d)?|(z) et 23 = [U(u) o (u —Id)|(x). Ainsi z = z1 + 5.

Vérifions par exemple que z; € E; = Ker(P1 (u)) = Ker(u — Id).  On rappelle que des polynémes en u
commutent.

Ona: (u—TId)(z;) = [(u—Id) o V(u) o (u— 2 1d)?] () = V (u) (((u “Td)o (u—2 Id)Z)(x)) =V (u)(0) = 0.
On montre de méme que x2 € Es.

On a donc décomposé = en 1 + x4 avec 1 € Ey et 9 € Es. On en déduit que z1 = p1(x) et xo = pa(z).
Ainsi Vz € E, pi(z) = [V(u) o (u—21d)?](x), donc py =V (u)o(u—21d)? = (u—21d)? =u? —4u+41d.
De méme py = U(u) o (u—1d) = (3 Id —u) o (u — Id) = —u? + 4u — 3 Id.

L’intérét de ces égalités est que p; et po s’expriment comme des polynémes en u.
4. Montrons que d = p; + 2 ps est diagonalisable.

I, 0 .
Solution matricielle Dans une base B adaptée a la somme directe £ = E; ® FEy; Matd = < 01 97 ) ce qui
no

montre que d = p; + 2 po est diagonalisable.

Autre solution p; et py sont des projecteurs associés, donc p; o ps = ps o p; = 0.

Ona:Id=p;+p2, d=p1 +2p2 et d> =p?+2p1opy+2prop; +4p3 =p1 +4ps.
. 5 2 — 2 3d .,
On tire py =2d — d° et p2=—5—, donc Id:p1+p2:75+?, d’ou d°—3d+21d=0.

Ainsi d annule le polynome X? —3X +2 = (X — 1) (X — 2) scindé a racines simples, donc d est diagonalisable.
5. w=u—d avec d=p; +2py=(u?—4u+41d)+2(—v?+4u—31d) = —u?+4u—21d

Donc w=u?—-3u+2Id= (u—1d)o (u—21d).

On en déduit que w? = (u —Id) o (u—1Id) o (u—2 1d)? = (u—1Id) 0 0 = 0.

Ainsi, ou bien w = 0, ou bien w # 0 et w? = 0, c’est & dire w est nilpotent d’indice 2.
6. Détermination de C(u).

(a) * Siv € C(u), alors v commute avec tout polynéme en u, donc en particulier avec d = —u? +4u — 2 Id et
w=u?—-3u+2Id.

x Si v commute avec d et avec w, alors v commute avec © = d + w.

Ainsi: v € C(u) < v e€C(d) et veC(w).
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w est un polynoéme en u, donc F; = Ker(u —Id) et Fy = Ker(u — 2 Id) sont stables par w.
De plus w = (u — 2 Id) o (u — Id), d’ou E; = Ker(u — Id) C Kerw, donc la restriction de w & F; est nulle.

En outre, V2 € Ey = Ker(u?—4u+4 1d), w(z) = (u®* -3 u+2 1d)(z) = (u>—4u+4 1d)(2)+(u—2 Id)(z) =
(u—21d)(x), donc w et u— 2 Id) coincident sur Es.

En se plagant sur une base B = “B; U BY adaptée a la somme directe E = F; & Es, alors w admet dans
0 0) i ny

cette base une représentation matricielle diagonale par blocs de la forme W = (0 N/ T n2 oulon sait
«— <«

ni no
que N est la matrice dans la base By de 'endomorphisme ws induit sur Fo par w, donc aussi par u — 2 Id.

I
Puisque u = d + w, il en résulte que Matu = ( 81 L. ?F N)'

Remarque : puisque w? = 0, on a N2 = 0.

On a Kerwy = Ey NKer(u — 2 Id) = Ker(u — 2 Id) car Ker(u — 2 Id) C Ker(u — 2 Id)? = FEs.

Donc rgN = rgw, = dim B, — dim(Kerws) = ny — dim (Ker(u — 2 Id)).

* Si v commute avec u, alors v stabilise £y = Ker(u — Id) et Ey = Ker(u — 2 Id), alors Matv est diagonale

par blocs de la forme (V 0

01 v > En traduisant que Matu et Matv commutent, on trouve que Vo N = N V5.
2

. . i 0 . .
* Réciproquement si Matu est de la forme ( 01 V) avec Vo N = N V5, on constate immédiatement que
2

Matu et Matv commutent, donc v et v commutent, d’ott v € C(u).

* S1 u est diagonalisable, alors u — 2 Id l'est aussi et on sait ’endomorphisme ws induit sur Fy par u —2 Id
est diagonalisable. Donc N = Mat(ws, B2) est diagonalisable. Or N est nilpotente, donc ses valeurs propres
sont toutes nulles (car si NX = \.X et X # 0, alors 0 = N2.X = \2.X, donc A = 0).

Ainsi N est semblable a la matrice diagonale nulle, donc N = 0.

* 31 N =0, alors w = 0, donc u = d est diagonalisable.

On suppose v non diagonalisable, donc N # 0, donc N est nilpotente d’indice égal a 2.
Posons p = dim (Ker(u — 2 Id)). Ainsi le rang de N est 75 = ny — p.

Puisque N est nilpotente d’indice 2, d’aprés le IL.5, le commutant de N a pour dimension (ng —1r3)? + 72 =

p* + (n2 — p)°.

De la caractérisation obtenue au (d), on déduit que dimC(u) = n? + p? + (ny — p)*.
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