PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas DECOMPOSITION DE FROBENIUS

Notations et définitions

— Dauns tout le probléme, K désigne R ou C, N désigne I’ensemble des entiers naturels et n est un entier naturel.

— On note K, [X] le sous-espace vectoriel de K[X] des polynomes de degré inférieur ou égal a n a coefficients dans
K et, pour n > 1, M,, (K) la K-algébre des matrices carrées de taille n a coefficients dans K. La matrice unité
est notée I,, et on désigne par GL,(K) le groupe des matrices inversibles de M,, (K).

— Pour toute matrice A de M, (K), on note A la transposée de la matrice A, rg(A) son rang, tr(A) sa trace,
xa = det(X1I, — A) son polynéme caractéristique, 74 son polynoéme minimal et sp(A4) 'ensemble de ses valeurs
propres dans K.

— Dans tout le probléme, E désigne un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n supérieure ou égale a
2, et L(E) est algebre des endomorphismes de E. On note f un endomorphisme de E.

— Onnote fO=1Idg et Vk € N, fktl = fko f.
— SiQ eK[X]avec Q(X) =ag+ a1 X + -+ anX™, Q(f) désigne 'endomorphisme agldg + a1 f + -+ + am f™.
On note K[f] la sous-algébre commutative de L(E) constituée des endomorphismes Q(f) quand @ décrit K[X].

— De méme, on utilise les notations suivantes, similaires & celles des matrices, pour un endomorphisme f de F :
rg(f), e (f), Xz, ms et sp(f).

— Enfin, on dit que f est cyclique si et seulement sil existe un vecteur x¢ dans E tel que (xo, f(20), ..., f* 1 (x0))
soit une base de E.

Partie I: Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

1. Soit M € M,, (K).
(a) Montrer que M et “M ont méme spectre.
(b) Montrer que *M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable.

2. Matrices compagnons: Soit (ag,ai,...,a,-1) € K" et Q(X) = X"+ a, 1 X" ' +---+ag. On considére la

matrice
‘e ce ce 0 —ap
1 0 ... ... O —aq
0 1 —as
Co =
. ]. 0 —Aan—2
0o ... ... 0 1 —ap_1

(a) Déterminer en fonction de @ le polynéme caractéristique de Coq.
(b) Soit A une valeur propre de tCQ. Déterminer la dimension et une base du sous-espace propre associé.
3. Endomorphismes cycliques

(a) Montrer que f est cyclique si et seulement s’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est de
la forme Cg, ol () est un polynéme unitaire de degré n.

b) Soit f un endomorphisme cyclique. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si est scindé sur K
y g Xf
et a toutes ses racines simples.

(c) Montrer que si f est cyclique, alors (Id, f, f2,..., f*~1) est libre dans £(E) et le polynéme minimal de f
est de degré n.

4. Application & une démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton

(a) Soit x un vecteur non nul de E. Montrer qu’il existe un entier p strictement positif tel que la famille
(z, f(z), f2(x),..., fP~1(x)) soit libre et qu’il existe (ag,a1,...,ap—1) € KP tel que :

T + a1 f(z) + -+ ap_1 fP7Hz) + fP(z) =0

(b) Justifier que Vect(x, f(x), f2(z),..., fP~1(z)) est stable par f.
(c) Montrer que X? + a1 XP~1 + ... + ap divise le polynome x .
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(d) Démontrer que x7(f) est 'endomorphisme nul.

Partie II: Etude des endomorphismes cycliques

5. On suppose que f est un endomorphisme nilpotent de E. On note r le plus petit entier naturel tel que f" = 0.
Montrer que f est cyclique si et seulement si 7 = n. Préciser alors la matrice compagnon.

Dans la suite de cette partie, on suppose K = C et que (Id, f, f2,..., f*!) est libre et on se
propose de montrer que f est cyclique.

On factorise le polynéme caractéristique de f sous la forme

xs(X) =TT =)™
k=1

ol les A\ sont les p valeurs propres deux a deux distinctes de f et les my de N* leurs ordres de multiplicité
respectifs. Pour k € [[1, p], on pose Fj, = Ker((f — A\xIdg)™*).

6. Montrer que les sous-espaces vectoriels Fj, sont stables et que &/ = Fy @ --- @ F,.

7. Pour k € [[1, p], on note ¢y 'endomorphisme induit par f — AgId sur le sous-espace vectoriel Fy,

) Fi — Fy
ok x = f(x) — Mgz

Justifier que ¢ est un endomorphisme nilpotent de F.
8. On note v}, le plus petit entier naturel tel que ;* =
(a) Pourquoi a-t-on vy < dim(Fy)?
(b) Montrer, avec I'hypothése proposée, que pour tout k € [[1,p], on a v = my.

(c¢) Expliciter la dimension de Fj, pour k € [1,p]], puis en déduire I’existence d’une base B = (uq,...,uy) de E
dans laquelle f a une matrice diagonale par blocs, ces blocs appartenant & M,,, (C) et étant de la forme

e O ... ... ... 0
1 A

0 1 Ak

: . D VAN
0o ... ... 0 1 A

9. On pose xg = U1 + U, 41+ + Uy 4 dmy_q +1-
(a) Déterminer les polynomes @ € C[X] tels que Q(f)(xo) = 0.
(b) Justifier que f est cyclique.

Partie I1I: Endomorphismes commutants

On appelle commutant de f ensemble C(f) ={g € L(E)/ fog=go f}.
10. Montrer que C(f) est une sous-algébre de L(E).

11. On suppose que f est cyclique et on choisit un vecteur x¢ dans E tel que (zo, f(0), ..., f" 1(x0)) est une base
de E. Soit g € C(f), un endomorphisme qui commute avec f.

(a) Justifier I'existence de Mg, A1, ..., A\p—1 de K tels que
n—1
g9(x0) = > _ e f* (o)
k=0

(b) Montrer alors que g € K[f].
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(c) Etablir que g € C(f) si et seulement s’il existe un polynéme R € K,,_1[X] tel que g = R(f).

Partie I'V: Décomposition de Frobenius

On se propose de démontrer le théoréme de décomposition de Frobenius : toute matrice est semblable & une matrice
diagonale par blocs, ces blocs étant des matrices compagnons.

12. Montrer que si la réunion d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels F1, ..., F,. de E est un sous-espace vectoriel,
alors 'un des sous-espaces F; contient tous les autres.

13. On note d le degré de ;. Justifier Uexistence d'un vecteur ;1 de E tel que (21, f(z1),..., f21(x1)) est libre.
Indication: Pour tout x non nul de E, on pourra remarquer que I, = {P € K[X]/ P(f)(z) = 0} est un idéal de
K[X] engendré par un polynéme unitaire s , diviseur de wy et considérer les sous-espaces vectoriels Ker(ms »(f)).

14. On pose e; = z1, e3 = f(x1), ..., ea = f¥7 1 (x1) et E; = Vect(ey,ea,...,eq).

Montrer que E; est stable par f et que E1 = {P(f)(x1)/ P € K[X]}.

15. On note ¥ 'endomorphisme induit par f sur le sous-espace vectoriel E1,

El — E1
(I
x> f(x)
Justifier que 17 est cyclique.
16. On compléte, si nécessaire, (e1,es,...,eq) en une base (e1,ea,...,e,) de E. Soit @ la d-iéme forme coordonnée

qui & tout vecteur z de E associe sa coordonnée suivant eq. On note F = {zx € E/ Vi € N, ®(f(z)) = 0}.
(a) Montrer que F est stable par f et que E; et F' sont en somme directe.

Soit W P’application linéaire de F dans K¢ définie, pour tout = € E, par
V() = (D(f'(2)))ogica—1 = (®(2), D(f()), .., (f9" (2)))

(b) Montrer que ¥ induit un isomorphisme entre E; et K9.

Montrer que EF = F1 @ F.

—
o
~

(d) En déduire qu’il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés Ey, ..., F,, tous stables par f, tels que :
— E=FE®-- -0k,
— pour tout 1 <4 < 7, 'endomorphisme 1; induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est cyclique;
— si on note P; le polynéme minimal de v;, alors P;;1 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <4< r —1.
17. (a) Montrer que la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n.

(b) On suppose que f est un endomorphisme tel que I’algébre C(f) est égale a K[f]. Montrer que f est cyclique.

Partie V: Endomorphismes orthocycliques pour les 5/2

Dans cette partie, on suppose que K = R et que E est un espace euclidien. Le produit scalaire de deux vecteurs z,y
de E est noté (z|y) et on désigne par O(FE) le groupe des isométries vectorielles de E.

On dit qu'un endomorphisme est orthocyclique s’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de
f est de la forme Cg (matrice compagnon).

18. Soit f € O(E).
(a) Soit f' € O(F) ayant le méme polynome caractéristique que f. Montrer qu’il existe des bases orthonormales
B et B’ de E pour lesquelles la matrice de f dans B est égale a la matrice de f’ dans B’.
(b) En déduire que f est orthocyclique si et seulement si xy = X" —1ou xy = X" + 1.
19. Soit f un endomorphisme nilpotent de F.
(a) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure.

(b) En déduire que f est orthocyclique si et seulement si

festderangn-l et Va,y € (Kerf)*, (f(2)|f(y)) = (z]y)
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Partie I: Matrices compagnons et endomorphismes cycliques

(a) On a xar = det(XI, — M) = det (t(XIn - M)) = det(X 1, — 'M) = x5, donc
YA EK, A€sp(M) e xar(\) =0 you(A) =0 A €sp ("M)

Ainsi sp(M) = sp (tM) et donc M et ‘M ont méme spectre

(b) < : On suppose que M est diagonalisable. ce qui nous fournit P € GL,, (K) et D € M,, (K) diagonale
telles que M = PDP~!
donc 'M =" (P~1)'D'P = (*P)
d’ott M est diagonalisable

~'ptp
= : On suppose que ‘M est diagonalisable.
Pour montrer que M est diagonalisable, on utilise I'implication précédente en remarquant que M =
"(*M).

On a bien montré que *M est diagonalisable si et seulement si M est diagonalisable

(a) Voir le cours

0 1 0 0
0 0 1 :
(b) On a *(Cq) = - 0 -On a xic, = xXcp = Q ainsi Q(\) = 0.
0 0 1
—ap —ai ... —Qp—1
T
T2
Soit X = | | e Moy (K),
L
To = A1y To = A1y
3 = \To x3 = N1y
HCo)X = AX << —
Tn = A\lp_1 Tp = A"l
—Q0T] —... — Gy 1Ty = ATp (—ap — a1\ — ... — an_ A" Yz = A"y

Vi e [2,n], z; = A"ty

Notez bien que le "ainsi" concerne toute I’équivalence !

Ainsi {(Co) X = A\X < {

1
A
Comme ) est racine de ), alors dim (EA (tCQ)) =1, E\ (tCQ) = vect(X)) ot X, =
)\n-—l
(a) = : On suppose que f est cyclique.
Ceci nous fournit z¢ € E tel que B = (xo, flxo)y. .., f”fl(xo)) soit une base de E
n—1
11 existe alors (Ao, A1,y ..., A1) € K™ tel que f™(xg) = Z )\ifi(xo)
i=0
n—1
On pose alors Q = X" + Z(—)\i)Xi € K[X] de sorte que @ est unitaire de degré n et MBat (f)=Cq
i=0

< : On suppose qu’il existe une base B = (eg, e1,...e,—1) de E dans laquelle la matrice de f est de la
forme Cgq, ol () est un polyndéme unitaire de degré n
Ainsi Vi € [[0,n — 2], f(e;) = eit1, donc (e, f(eo), f2(€o),---, f"1(eg)) est une base de E et donc f
est cyclique
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(b) <= : On suppose que Xy est scindé sur K et a toutes ses racines simples.
Ainsi Card (Sp (f)) = deg(xy) = dim E, donc f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres
distinctes
< : On suppose que f est diagonalisable. Comme f est cyclique,
ceci nous fournit B une base de E et ) € K[X] unitaire de degré n tel que MBat (f) = Cg d’aprés 5.

Ainsi Cg est diagonalisable et il en est de méme pour tCQ d’aprés 2

Ainsi K" = @5 Ex('Cq) doun= > dim(E\('Cq))

Aesp(f) Aesp(*Cq)
or on a VA € sp(‘Cq), dim (E\ (‘Cg)) = 1 donc Card (sp (‘Cq)) = n. Or daprés : sp (‘Cq) =
sp (Cq) = sp(f), donc f admet n valeurs propres distinctes dans K, donc x est scindé sur K et a
toutes ses racines simples

Ainsi f est diagonalisable si et seulement si x; est scindé sur K et a toutes ses racines simples

(¢) On suppose que f est cyclique.

Soit (Ao, .-+ An—1) € K™ tel que Y Xif* = 0(g). Montrons Vi € [0,n — 1], A =0

i=0
Comme f est cyclique, ceci nous fournit x € E tel que B = (z, f(z),..., f* !(z)) soit une base de E, donc
Z)\ fi(x) = = 0g(p)(z) =0p , ainsi Vi € [0,n — 1], A; = 0 car B est libre.

Alors (Id, f, f2,..., " 1) est libre dans L(E)

On note d le degré de ms. D’apreés le cours on a d = dim (K[f]). Or (Id, f, f2,..., f*~!) est libre dans K[f]
donc d > n, de plus d’aprés Cayley-Hamilton, on a x; est annulateur de f, d’ott 7y | xy or ce sont des
polynomes non nuls ainsi on a d = deg (75) < deg (xs) = n, ainsi n = d d’ott le polynéme minimal de f est
de degré n

4. (a) On note N, = {m € N* | (fi(m))0<i<m—l libre }
On sait que 1 € N, car  # 0 et que Vm 2 n+ 1, m € N, car dim E = n. Ainsi N, est une partie de N*
non vide majorée par n , donc, par la propriété fondamentale, N, admet un plus grand élément p € N*.

Ainsi la famille (f(z)) est libre et la famille (f(z)) _._ est lice

0<i<p—1 0<i<p

On a bien lexistence de p € N* et de (ag,a1,...,0p-1) € KP tels que la famille
(z, f(z), f2(z),..., fP71(2)) est libre et apx + a1 f(x) + -+ + cp_1 fPH(x) + fP(x) =0

(b) On a f (Vect(z, f(z), f2(2),..., P~ (x))) = Vect(f(z), f*(x), f*(z),..., fP(z)) car [ linéaire
or f7(2) = —a0z — arf(z) + -« — a1 [P (&) € Vect(z, £(@), (&), -, P ()
dou f (Vect(z, f(z), f2(2),..., [P~ (x))) C Vect(z, f(x), f*(z),..., [P (z))
Ainsi Vect(z, f(z), f2(x),..., fP~1(x)) est stable par f
(¢) On note alors f 'endomorphisme induit par f sur Vect(z, f(z), f2(z), ..., fP~(z))
D’aprés ce qui précede B = (z, f(x), f2(z),..., fP~ (x)) est une base de Vect(z, f(z), f2(z),..., [P~ (z))
On remarque que MBat (f) =Cg ennotant Q = g+ a1 X + -+ + a1 XP~1 + XP

d’ou x; = Q or Xf|Xf car f induit par f. On a montré que X? + ap_1 XP71 -+ + «p divise le polynoéme
Xf
(d) En reprenant les notations précédentes, on a Q(f)(z) = 0 et il existe P € K[X] tel que PQ = x
x)

)
Ainsi x¢(f) = P(f) o Q(f) donc x(f)(z) = P(f) [Q(f)(x)] = P(f)(0) = 0 car P(f) lin¢aire
On a ainsi montré que : Vo € E, x(f)(z) =0

or x(f) € L(E) d’ou xf(f) est Pendomorphisme nul

Partie 1I: Etude des endomorphismes cycliques
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5. = : On suppose f cyclique alors deg () = n d’aprés 7

8.

De plus d’aprés le cours, x5 = X" car f nilpotente

or m¢|xs selon Cayley-Hamilton et ¢ est unitaire par définition

donc 7y = X"
ainsi f" =0et Vi € [0,n—1], f£#0
dour=n

< : On suppose que r =n donc f* =0et f*~1#£0
Ceci nous fournit = € E tel que f*~!(z) # 0

Soit Ag, ..., An—1 € K tels que nil)\ifi(:c) =0.

On suppose, par ’absurde, que I:Sropriété est fausse, on note alors j le minimum de {¢ € [0,n — 1] | \; #0 }.
Ainsi 0 = [ <§ W'(z)) =1 () | = a4 )

Or Vi > p, fi(z) = z):((;onc NP Hz)=0et )ij;é 0, d’ott f*1(x) =0 ce qZu:iJest absurde.

Ainsi (z, f(z),..., f" () est une famille libre composée de n vecteurs de E et dimE = n, donc

(2, f(z),..., f"1(z)) est une base de E, soit f est cyclique.
On a montré que f est cyclique si et seulement si r =n

On remarque que la matrice compagnon associée est unique car les coefficients de cette matrices sont donnés par
ceux du polynoéme caractéristique.

On sait que si f est cyclique et nilpotente, alors xr = X"

. 0 0
1 0 0 0
0 1 . 0
ainsi la matrice compagnon de f dans ce casest | | ] ] ol eM, (R)
: 1 0 0
0o ... ... 0 1 0

Pour k € [1,p], (f — Agldg)™" et f commutent, donc F), = Ker((f — ApIdg)™*) est stable par f
Ona x,(X) = ﬁ(X — ;)™ et les polyndmes (X — Ap)™* sont deux a deux premiers entre eux
Alors selon le I:I;line de décomposition des noyaux, on a

Ker (x(f)) = Ker((f = \ldg)™) @ - @ Ker((f = Apldp)™) = F1© - & F

de plus selon Cayley-Hamilton, x(f) =0 et donc Ker (x(f)) =E,dou E=F &---& F,

Soit © € Fy. On a (f — ApId)™*(x) = 0. Pour tout y € Fy, on a (f — \Id)(y) = ¢r(y) € Fy , ainsi pour tout
peN, (f = \Id)?(z) = ¢ (x) par récurrence immédiate sur p, donc ¢ (z) = 0, comme c’est vrai pour tout
x € Fy, on conclut que ¢y, est un endomorphisme nilpotent de Fj,

(a) L’indice de nilpotence de @y, endomorphisme de Fj, est majoré par dim Fy,

(b) On note P = ﬁ (X — X)), alors pour k € [[1,p] on écrit P(f) = ﬁ (X = X)) ()] o (f = ApId)7™.
Soit x € F}, on a 7
P(f)(@) = | TT (X =" (D] (e @) = | TT(X =27 ()| (0) =0
b 7k

L’endomorphisme P(f) coincide avec ’endomorphisme nul sur chaque Fy et E = F} & --- & F),, donc
P(f) = 0. On note d le degré de P comme P est unitaire alors (Id, f, f2,..., f%) est liée , donc d > n car
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p p
(Id, f, f2,..., f* 1) est libre . Or d = Zui d’ot n < v;. Mais v < my, pour tout k € [1,p], donc
i=0 i=0
P p
n < Z v < Z my = n , ainsi les inégalités sont des égalités et pour tout k € [1,p], on a vy = my
k=0 i=0

P P

Comme E=F1®---® F, et Vk € [1,p], v, < dim Fy, alors n = Zuk < Zdim(Fk) = n, puis Vk € [1,p],
k=1 k=1

Vi = Mg = dim (Fk)

@k est un endomorphisme nilpotent de F) d’indice v, = my, = dim (F}), ¢r est nilpotent et cyclique. Ceci
nous fournit une base By de F}, telle que

0 O 0
1 O
o 1 o0 . :
I\/éat (or) = € M, (C)
: . . 0 O
0o ... ... 0 1 0

En notant fj; ’endomorphisme induit par f sur Fj,

A, O ... ... ... 0
1 A
1 A
on a alors hgat (fx) = 0 F € My, (C)
" :

: . A 0

0 ... ... 0 1 A
En concaténant les bases By pour k allant de 1 & p , on obtient une base B adaptée & la décomposition en
somme directe E = F; & --- @ F), ainsi B = (u1,...,uy) est une base de E dans laquelle f a une matrice

diagonale par blocs de formes voulues
Pour k € [[1,p], on & w4 tmy_+1 € Fi
ainsi Vi € N, f* (U, ... tmy_,+1) € F) car Fy, stable par f

puis pour tout P € C[X], on a P(f)(tmy+-tmy_,+1) € Fi car F}, est stable par combinaison linéaire.
p
Et ainsi P(f)(zg) = ZP(f)(umlJr...erkle) est la décomposition de P(f)(zo) sur F1 & --- ® F,
k=1

Soit @ € C[X]. On a donc Q(f)(xo) =0<=Vk € [1,p], Q(f)(ex) =0
On note ex = Uy 4 +m,_,+1 €t on a By = (eg, pr(er), ..., gpzn"‘fl(ek)) est une base de Fj
On a vu que la matrice de ¢ dans cette base est Cxmy,
donc m,, = X™* car ¢y est cyclique et nilpotent et dim(Fy) = my, selon 12
VE e [1,p], (f — AeId)™ (U4 tmp_i+1) =0
puis
Vk e [1,p], Vi€ [1,mi], Umyttmp_r+i € Fk

Par ailleurs on montre facilement que
VP € C[X], P(px) = 0 <= P(px)(ex) =0

car P(p),) commute avec tout ¢ et que (pf(ex)) est une base de F},.

0<i<my,
Par ailleurs on a Q(¢x) = 0 <= X™*|Q (nilpotent et cyclique)

donc Q(f)(ex) =0 <= Q(pk + M\eIdp, ) (ex) = 0 <= X" |Q(X + A\x)
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ainsi Q(f)(ex) =0 <= (X — A\p)™*|Q(X)
donc comme les (X — A\g)™* sont deux & deux premiers entre eux,

P
on a finalement Q(f)(zo) = 0 < H (X — )™ |Q

k=1
n—1 ) n—1 )
(b) Soit (Ai)ocicn_1 € K™ tel que Z Xif*(x20) = 0. On note Q = Z AiX* de sorte que Q(f)(xo) =0,
i=0 1=0

P P
ainsi H (X — )™ |@Q d’aprés la question précédente or deg(Q) < n—1 < n = deg <H (X — Ag)™*
k=1 k=1

donc @ est le polyndéme nul et ainsi Vi € [0,n — 1], A; =0, donc (fi(:vo)) est une famille libre de

0<i<n—1

n vecteurs de F et n = dim F, d’ou ( f (Jco)) est une base de F ce qui justifie que f est cyclique

o<i<n—1

Partie I1I: Endomorphismes commutants

10. L’application g — fog— go f est un endomorphisme de £(E) dont le noyau est C(f)

11.

Ainsi C(f) est un sous-espace vectoriel de L(E)

De plus, soit get h € C(f). Ona (goh)of=gofoh= fo(goh)
ainsi C(f) est stable par o et il est clair que Id € C(f)
Ainsi C(f) est une sous-algebre de L(E)

(a) On a g(wg) € E et (xo, f(z0),..., f" *(z0)) est une base de E.

n—1
d’ou Vexistence de Ag, A1, ..., A\,—1 de K tels que g(xg) = Z )\kfk(xo)
k=0

n—1

(b) 1l suffit d’établir que les applications linéaires g et Z M\ f¥ coincident sur la base (zg, f(x0), - .., f* (x0)).

k=0
On montre par récurrence immédiate que Vi € N, g € C ( fi)
Soit ¢ € [0,n — 1]. En utilisant 21 et le fait que l'algébre K[f] est commutative

9 (f'(x0)) = [ (g(x0)) = f* (Z )\kfk(l“o)> = i e (F(0))
k=0 k=0

n—1

donc g = Z)\kfk et g € K[f]
k=0
(¢) On vient d’établir le sens direct (avec un polynome de degré < n — 1)
La réciproque vient du fait que K[f] est une algébre commutative et que K,,_1[X] C K[X] et f € K[f].

On conclut que
g € C(f) si et seulement s’il existe un polynome R € K,,_1[X] tel que g = R(f)

Partie I'V: Décomposition de Frobenius

12. On suppose que G = Fy U --- U Fj. est un sous espace de E.

Par I’absurde, On suppose qu’aucun des sous-espaces F; ne contient tous les autres.
Ainsi r > 2 et G # {0}.

Quitte a réduire le nombre, on peut supposer qu'aucun F; n’est inclus dans la réunion des autres. Cela nous

fournit x; € F; qui n’est dans aucun des F; pour i > 2.

Sinon, F; # G et on peut aussi trouver y € G \ F.

Pour tout scalaire A, on a y + Az € F; (car sinon y € Fy) et ainsi y + Azy € FoU--- U F,.

La droite affine y + Kz est donc incluse dans F, U - - - U F). et contient une infinité d’éléments
car K est infini et ¢t € K — y + tx1 est injective car x; # 0

Ceci nous fournit j € [2,7] et A # X dans K tel que y + Ax; € Fj et y+ Ny € F;

donc z1 € F; (par combinaison linéaire) ce qui est absurde
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14.

15.
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EamdaouiPrépas
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* CORRECTION

DECOMPOSITION DE FROBENIUS

Soit x € E. On considére 'application ¢, : P € K[X] — P(f)(z) € E.

Comme I, = {P € K[X]/ P(f)(x) = 0} est le noyau de I’application linéaire ¢,,

I, est un idéal de K[X] tel que 7y € I, cet idéal est non réduit a {0}

ce qui nous fournit 75, € K[X]| unitaire (donc non nul) tel que I, = (7f,) = {7y, P | P € K[X]}

On remarque que : Vo € E, 7y |my

N
Si on écrit 7y = H P décomposition en facteurs irréductibles, ot N € N*, les P; sont irréductibles unitaires
k=1
et distincts deux & deux et enfin les «; € N*.
N

Alors le nombre de diviseurs unitaires de 7y est H (a; +1)
k=1

N
Ainsi Pensemble {7y, | x € E'} est fini de cardinal noté r ou 1 < r < H (a; +1)

i:e[[l,r]]}

On peut donc choisir uy,...u, € E, tel que {7y, |z € E} = {7y,

T
Ainsi F = U Ker(mysu, (f)) car Vz € E, x € Ker(ny.(f))
i=1
Ce qui nous fournit ig € [1,7] tel que Ker(rs, (f)) =FE

On note z1 = u;, et on a Ker(mys o, (f)) = E
On remarque que 7y ., (f) = 0z(g) donc mp|my o,
or Tf o, |Tf et ce sont des polyndomes unitaires

donc 7y ., = 7y Finalement

VP e K[X], P(f)(z1) =0 < 7s|P

E, est stable par f. De plus, on a By = {P(f)(z1)/ P € Kq_1[X]} C {P(f)(z1)/ P € K[X]}

Soit P € K[X]. Comme 7 # 0,

P=Qn;+R

deg(R) < d = deg(my)
On a alors P(f)(z1) = [Q(f) o w (/)] (w1) + R(f)(z1) = R(f)(w1) € {T(f)(w1)/ T € Kaa[X]}

On conclut que By = {P(f)(z1)/ P € K[X]}

D’aprés ce qui précede B = (eq, ea, ..., eq) est une base de Ey. De plus on a MBat (¥1) = Cx, matrice compagnon

le théoréme de la division euclidienne nous fournit @ et R € K[X] tels que {

du 7 polynome unitaire de degré d = dim(E, ), alors ¢ est cyclique

(a) Pour i € N, on note F; = Ker (® o f*) ainsi F = m F; est bien un sous-espace de F
ieN
De plus, on a pour i > 1, f(F;) C F;_; donc

1EN* 1EN* 1EN*

d’ou F est stable par f

Soit u e E1NFE.
d

Comme u € E1, cela nous fournit Ay,..., Ay € K tels que u = Z Ar€k

k=1

d—1

or ®(z) = A\g et ®(f(z)) =0caru e F, donc \y =0 d’ott u = Z)\kek
k=1

d—1

d—2

puis f(u) = Z Ak€r+1 et done A\g_; =0 et f(u) = Z Ak€kt1
k=1 k=1

En réitérant le procédé, on trouve A\g_o = ... = A1 =0

donc u =0

L’autre inclusion étant évidente, on a Fy N F = {0} d’on E; et F sont en somme directe
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(b)

PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* CORRECTION

DECOMPOSITION DE FROBENIUS

On note ¥, 'application linéaire induite par ¥ entre E; et K.
Soit x € Ker(¥1). On a x € Ey et ®(z) = ®(f(x)) =--- = &(f11(x)) = 0.
En faisant comme a la question précédente, on obtient x = 0
L’autre inclusion étant évidente, on a Ker(¥;) = {0}
Ainsi ¥, est une application linéaire injective entre F; et K¢ or dim(E;) = d = dim(K%)
En utilisant le théoréme du rang, on obtient que ¥, est surjective puis bijective
Ainsi ¥ induit un isomorphisme entre E; et K¢
De la question précédente, on montre que ¥ est surjective de E vers K% et que Ker(¥) (N E; = {0}.
Ainsi dim (Eq) = d =rg (V) et dim(F) = dim (Ker(¥)) 4+ rg(¥) = dim (Ker(¥)) + dim (E)
donc E = E; @ Ker(P)
d—1
On a Ker¥ = ﬂ F;, donc F' C Ker¥
i=0
Soit « € Ker(¥). Montrons que = € F
Soit 4 € N. 11 suffit d’établir que ®(fi(x)) =0
Le théoréme de la division euclidienne nous fournit @ et R € K[X] tel que deg(R) < d et X' = Qms + R.

d—1
On peut écrire R = Z apX*. On a comme en 26 et car ® est linéaire
k=0
_ d—1
O(f(x) =@ (0) + @ (R(f) () =0+ Y ar® (fF(x)) =0
k=0

ainsi F' O KerV¥ d’ou F = Ker¥
on conclut que £ = E{ & F

Avant de commencer la construction par récurrence, on remarque que dans ce qui précéde le polyndéme
minimal de f est celui de ¢ et donc que Vz € F,my, (f)(z) =0

Initialisation : On prend F;, F et 17 comme ci dessus.
On a FE; stable par F' et ¥ cyclique.
On pose P, = 7y = my,, G1 = F de sorte que B, @ G1 = E
OnaVe e Gy, Pi(f)(z)=0
Hérédité : Soit k € N*.
On suppose avoir l'existence de k sous-espaces vectoriels de E, notés E1, ..., Ey et Gy tous stables par
f, tels que
— E=E® O FE;,®Gy;
— pour tout 1 < i < k, 'endomorphisme ¢, induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est cyclique;
— si on note P; le polyndéme minimal de 1);, alors P;; divise P; pour tout entier i tel que 1 <i < k—1
— Vz € Gy, Pk(f)(l') =0
Si dim Gy = 0, on s’arréte et on pose r = k
Sinon, on applique 24 & 30 a ’endomorphisme induit par f sur Gy

On obtient alors Fi11, Giy1 sous espaces stables par f et le polyndéme Py tels que
— E=FE1® - ®Epy1 D Gry;
— lendomorphisme ;1 induit par f sur le sous-espace vectoriel Ex,1 est cyclique;

— si on note Py41 le polyndéme minimal de 941, alors Priq divise P
— V& € Grq1, P (f)(z) =0

On a ainsi la construction voulue au rang k.

Conclusion : Cette construction algorithmique s’arréte car a chaque étape dim(Ey) < 1 et donc r <
dim(E). car (dim Gy),, est une suite a valeurs dans N strictement décroissante.
On obtient ainsi le résultat voulu.
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On en déduit qu’il existe r sous-espaces vectoriels de E, notés F, ..., E,., tous stables par f, tels que :
— F=E & - -®FE;
— pour tout 1 <4 < 7, 'endomorphisme 1; induit par f sur le sous-espace vectoriel F; est cyclique;
— si on note P; le polynome minimal de v;, alors P;;1 divise P; pour tout entier ¢ tel que 1 <7< r —1.
17. (a) On reprends les notations de la questions précédente pour la décomposition de Frobenius de f.
On note A l'application telle que pour (g1,...,9-)L((, E)1) X --- X L((, E),), on a A(g1,...,g,) défini sur
r
E par A(g1,...,9-)(x) =gi1(x1) + - gr(zr) oW & = Zxk et les zp € Ey,

=1
Ainsi définie, A est linéaire de L((, E)1) x -+ X L((,kE)T) a valeurs dans L (F)
De plus on montre facilement que A est injective et que A (C'(¢1) x -+ x C(¢,-)) € C(f)
Ainsi dim (C(f)) 2 dim (C(¢1) x -+ x C(tpr)) = dim (C(¢1)) + - - - + dim (C ()
or pour i € [1,r], en notant n; = dimEi on a C(1;) = Vect(y?, 4}, . .. ,7,/1;”_1) d’aprés 23 du IIT.A
Comme 1); est cyclique alors (2,91, ... ,w?i_l) est libre d’apreés 7
donc dim (C(¢;)) = n; = dim (E;) d’ou

dim (C'(¢1)) + -+ -+ dim (C(¢p,)) = dim (Ey) + - - + dim (E,) = dim (E1 @ --- @ E,) = dim(E) = n

Ainsi la dimension de C(f) est supérieure ou égale a n

(b) On note d = deg (7f). D’apreés le cours, on a dim (K[f]) = d
or K[f] =C(f) et dimC(f) > n doncd > n
Or on a m¢|xs comme conséquence de Cayley-Hamilton ainsi d < n
doncd=n
Or en reprenant les notations précédentes, on a dim(E;) =d=n
Donc Fy = FE et 17 = f or ¥ est cyclique

ainsi f est cyclique

Partie V: IV. Endomorphismes orthocycliques

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(6)
échangeant les deux vecteurs de la base orthonormée ce qui change l'orientation du plan).

18. (a) Pour 0 € R, la matrice R(f) = ( ) est semblable a la matrice R(—0) (géométriquement en

Si 6 =0 [27], alors R(0) = Is.
Si 0 =7 [27], alors R(0) = —1Is.
Si @ # 0 [n], alors il existe 8" €]0, 7] tel que R(6') soit semblable a R(6").

D’apreés le cours sur la réduction des automorphismes orthogonaux, il existe une base orthonormale B,
p,qgetr € Net 6y,...,0, €]0,7[ tels que la matrice de f dans B soit diagonale par blocs de la forme :
diag (I,,—14, R(01),...,R(6,)).

On remarque que p+ ¢+ 2r = n = dim(E)

et xr() = X2 — Tr (() R(9)) + det (R(0)) = X2 — 2cos(d) +1 = ( —e?) (X - *19)

r

on a ainsi Xy = X1, X X(=1,) X XR(6,) X """ X XR(6,) = (X = 1)P(X +1 qH(X —e_iei)
=1
Quitte a réordonner les vecteurs de la base, on peut supposer que 0 < ;1 <0 < --- <0, <7
ainsi p est la multiplicité de 1, ¢ est la multiplicité de —1 dans x et les 61,...,0, sont donnés dans ’ordre

par les racines non réelles de x

Ainsi comme xy = Xy, on pourra trouver B’ base orthonormée telle que l\/llgt (f') ait la méme forme
diagonale par blocs.

ainsi il existe des bases orthonormales B et B’ de E telles que MBat (f) = Nl[gz}t ("
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DECOMPOSITION DE FROBENIUS

(b) = : On suppose que f est orthocyclique.

Ceci nous fournit Q = X +a, 1 X" '+ -+ a1 X + ag € R[X] et B une base orthonormée de E tels
que

0 —ap
10 ... ... 0 —-a
0 1 —as
Mat(f)=Co=|. . . . . . |=@l-Ic
. 1 0 —Qp—2
0 ... ... 0 1 —an_

ou (1, ...,C, désigne les colonnes de la matrice.
Comme f € O(E), B est orthonormeée, alors MBat (f) € O(n)

d’ou (Cy,...,Cy) est une base orthonormée de R™ muni du produit scalaire usuel noté (-, -)
donc pour 1 <i<n—1,onaC; LC,etdonc0=(C;,C,)=—a; et 1 =(C,,C,) = a3

0 ... . ce 0 —ao

1 0 0 0

0 1 0

ainsi ag € {—1,1} et MBat (f)=Cqo =

o ... ... 0 1 0
Ainsi d’aprés 3, on a x5y € {X" —1,X" + 1}

<= : On suppose que xy = X" —1ou xr=X"+1.

Premier cas : x; = X" — 1 et n pair On adonc x; = H (X — z) scindé a racines simples dans C[X].
z€U,

2k
On pose m € N* tel que 2m =n et sz—ﬁ pour k € Z.
n

m m—1
) 2km
0 _ ( _ 21k7r/n> _ _ 2 N i
n a donc xf H X —e (X 1)(X—|—1)H X* — cos - X+1
k=—m+1 k=1
D’aprés la question précédente, on peut trouver une base orthonormée : B = (eg, e1,€),...€m—1,€,,_1,€m)
telle que Matg f = diag (1, R(01),...,R(0m_1),—1).

Dans la question 34, la base aurait été (eg, €m,€1,€}, ... em—1,€n_1)

On note Py = Ei(f) = Vect(ey) ; P = E_1(f) = Vect(e,) et P, = Vect (e, €},).
1

Ces sous espaces sont tous stables par f et £ = @ P (%)

0<k<m
Ainsi pour u; € Pj et ug € Pp, on a (uj|f (ug)) =0 ou j # £ dans [0,m] et i € N
Soit k € [1,m — 1J.
f induit sur le plan Py, orienté par sa base orthonormée By = (eg, €},) une rotation d’angle 6.
Ainsi pour j € N, f7 induit sur P}, orienté par By, une rotation d’angle ;0.
donc (f7(ex)|exr) = cos (jbi) = cos (j_) car ey est un vecteur unitaire du plan et cos est paire
Pour £ =0, on a (fj(eo)|eo) = (1jeo|eo) =|leo||? = 1 = cos (jb)
Pour k =m, on a (fj(em)|em) = (=1 emlem) = (—1) e ||* = cos (jm) = cos (jbn,)
Ainsi Vk € [0,m], (f7(ex)|ex) = cos (jOk)  (%*)

m—1
2
m-1 124> V2 4 (-1)?
1 —
On pose zg = % (eo +em+V2 Z ek> de sorte que ||| = k=1 =1.

n
k=1
Comme f € O(E),on aVj €N, ||fi(zo)| =1
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Soit j € [1,n — 1]. D’aprés () et (xx), on a :

m—1 m
) 1 . 1
J —— J i —— ;
(zolf? (o)) = ((60 | £ (e0)) + (em | £ (em)) + D 2 (ex | f(ex) )) =D cos(jok)
k=1 k=—m+1
. ]]{1127T = ji2mw /n k
Or Z cos (j0y) = Z Re | exp =Re Z (eJ )
k=—m+1 k=—m+1 k=0
Comme 0 < 1 <j<n—1<n,alors eli27/» # 1 et on reconnal t une somme géométrique.
n—1 k 1— (63127T/n)
[ ji2m /n _ _
D'ou : Z (eJ ) - l_eji27r/n =0
k=0
ainsi (zo|f7 (7)) =0
Pour0<j<f<n—-—1l,onaalors1 </—j<n—1
et donc comme f € O(E), on a (f7(x0)|f*(0))) = (zo|f*7(20)) =0
ainsi (zo, f(z0),-.., f" *(zo)) est une base orthonormée de E ce qui permet de conclure.

Deuxiéme cas : xy = X™ — 1 et n impair

Alors les calculs sont analogues au cas précédent ce qui change est que —1 n’est pas valeur propre de

f mais on a encore Re <Z 27 | =0 pour tout j € [1,n—1]
z€eU,

Troisiéme cas : xy = X" +1: On remarque que Vz € C,2" +1 =0 <= (z” —1#0Qet 22" -1 :O)

Ainsi pour k € [1,n — 1], on a Z 2k = sz—szzO—OzO
zeC z€Uay, zeU,
2" 4+1=0

Ce qui permet de conclure de maniére analogue aux cas précédents.

On en déduit que : f est orthocyclique si et seulement si xf = X" —1ou xy =X"+1

Comme f est nilpotent, le cours nous fournit une base B; = (ej, ..., e’) telle que Mat (f) soit triangulaire
supérieure.
On applique le procédé de Gram-Schmidt & B, pour obtenir une base orthonormale B, = (e1,€9,...,&,) et

en notant la matrice de passage P de B, a B, est triangulaire supérieure ainsi que P~!.

Comme le sous-espace des matrices triangulaires supérieures est stable par produit ;

alors la matrice I\/éat (f)= P_ll\/éat (f) P est triangulaire supérieure.
Alors en notant B; = (gy,,...,€2,€1), on a B; base orthonormale de E et 1\/llgat (f) triangulaire inférieure

ainsi il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire inférieure

(b) <= : On suppose que f est de rang n — 1 et que Yo,y € (Kerf)*, (f(z)|f(y)) = (z|y).

La question précédente nous fournit une base orthonormée B = (eq,...,e,) tel que A = Matgf soit
triangulaire inférieure.
On note A = (C1]...|Cy) en colonnes.
Comme f est nilpotente, alors xy = X™ d’aprés le cours
donc la matrice est triangulaire strictement inférieure (diagonale nulle)
ainsi e,, € Kerf \ {0} et comme dim (Kerf) =n —rg(f) =1,
on a Kerf = Vect(e,) et Ker(f)* = {e,}*+ = Vect(ey,...,e,_1) car B est orthonormée
Ainsi pour tout i,j € [[1,n — 1], par calcul dans une base orthonormée on a :
(Cs,C5) = (f(ei)|f(ej)) = (eilej) = d;; (symbole de Kronecker)
doncsil<i<j<n—1,ona(C;,C;)=0et (C;,C;) =(C;,C;) =1
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0
0
Onadonc Cp, = | : | et Cpoy = avec a,_1 € {—1,1} car a2_; = (C,_1,Cp_1) =1
0 0
An—1
0
On trouve ensuite Cp,_y = avec an—1 € {—1,1} car (Cp,—3,Cpr_1) =0 et (Cp_a,Cra) =1
0
An—2
0

En procédant de méme, on obtient A =

n—2

0o ... ... ... 0 0
a0 ... ... 0 0
0 ay S0
ou les a; € {—1,1}
. . Ap—2 0 0
0 [N PN 0 Ap—1 0
n—1

La base B’ = (e1, ajea, ajases, . .., H i€n—1, H a;ey) est orthonormée et 1\/1185}‘5 (f) = Cxn.

i=0
Ainsi f est orthocyclique.

—> : On suppose que f est orthocyclique.

=0

Comme f est cyclique et nilpotent , on a 7y = xy = X" d’aprés 12

Commme f est orthocyclique,

cela nous fournit une base orthonormée B = (e, ..., e,) telle que Matgf = Cq.

Comme X" = x5 = xX¢, = @, on a Matgf = Cxn.
donc rg(f) =rg(Cxn») =n — 1, Vect(e,) = Kerf et Vect(ey,...,e,_1) = (Kerf):
et on vérifie facilement que Vz,y € (Kerf)*, (f(x)|f(y)) = (x|y) par calcul dans la base orthonormée

B
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