PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

[ es mathématiques en prépas NOYAUX ET IMAGES ITERES

Dans tout le probléme, E un espace vectoriel réel de dimension n > 2. Si f est un endomorphisme de F, on définit
la suite (f*)ren d’endomorphismes de E par f = idg et , pour tout k € N, f¥+1 = fo fF.

Partie I: Noyaux et images itérés

On se propose, dans cette partie, de montrer, pour tout endomorphisme f de F, l'existence d’un entier p vérifiant:

I<p<n (1)
E = Ker fP @ ImfP

1. Donner, en justifiant votre réponse, une valeur de p vérifiant (1) lorsque f est un automorphisme de FE.
On étudie maintenant et jusqu’a la fin du probléme, le cas ot f est un endomorphisme non bijectif quelconque
de E.

2. Montrer que : Vk € N, (Kerf* C Kerf**! et Imf*+! C Imf*).

3. Montrer que,Yk € N , I'égalité Ker f* = Ker f**! équivaut a I'égalité Imf* = Imf¥+! et quelle entraine
Imf7 = Imf* pour tout j > k.

4. Pour k € N, établir une relation entre les dimensions des sous espaces Imf* |, Imf**1 et Imf* N Ker f.

5. On note a;, = dim(Ker f¥). Montrer que la suite ( a )xen est croissante et qu'’il existe un entier k
tel que ap = ag41 -

6. En déduire 'existence d’un entier naturel non nul p qui vérifie les deux conditions:
(i) Vk € {0,..,p — 1}, Ker f* # Ker fkt1
(ii) Ker fP = Ker fP+i.

7. Montrer que Yk > p Ker f¥ = Ker f*+1,

8. Montrer que F = Ker fP @& ImfP.

9. Vérifier que l'entier p déterminé a la question (6) est le plus petit entier naturel vérifiant (1).

Partie II: Application a I’étude d’endomorphismes nilpotents

Dans toute cette partie, p désigne l'entier déterminé en (6)

10. On suppose que p = n.

(a) Quelle est la dimension de Ker f* pour k € {0,...,n — 1}? en déduire que f™ = 0et f*~! 0.

(b) Soit a € E tel que f"~1(a) # 0 et soit L = {g € L(E) / gof = fog}.
Montrer que (a, f(a), ..., f*"(a)) est une base de E.

n—1
(¢) Soit g € L. Montrer qu'il existe Ag, ..., \p—1 € R tels que g(a) = Z Mef¥(a).
k=0
n—1

(d) Montrer que g = Z A fE
k=0
(e) Déterminer la dimension de L .

11. On suppose que p est compris strictement entre 1 et n, et que £ = Ker fP. soit e un élément de F tel que
frt(e) #0.
(a) Etablir que la famille (e, f(e), ..., fP~!(e)) est libre. On notera G le sous espace de E qu’elle engendre
(b) Soit ¢ un élément de E* = £ (E,K) tel que ¢(fP~1(e)) # 0.
Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel H de E* engendré par (9of*)oci<n 7

(c) Soit FF'= () Ker ¥. Montrer que F est stable par f et que E=F & G.
VeH

elamdaoui@gmail.com 1/4 www.elamdaoui.com



EamdaouiPrépas
| es mathématiques en prépas

PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* CORRECTION

NOYAUX ET IMAGES ITERES

Partie I: Noyaux et images itérés

. Lorsque f est un automorphisme, alors Kerf = {0} et Imf = FE, alors on peut prendre p = 1.

. Soient k un entier naturel et  un élément de FE.

zeKerff = ffa)=0= f(f*x) = f(0) =0= fF(z) =0 = z € Kerf**,

On a montré que : Vk € N, Kerf* C Kerfk*+1. Ensuite,

r€hyy = e E/z=f"(y) = 32(=f(y)) € B/ x = f*(2) = x € ImfF.
On a montré que : Vk € N, I.11 C Imf*,

. Soit k£ € N. Vu les inclusions précédentes, on a

Kerf* = Kerf**! <= dim ker f* = dim ker f¥*1
— rgft =rgfrt?
— Imf* = ImfH*!

Par récurrence sur j > k, on montre que Imf7 = Im f*
— Pour j =k, rien & démontrer et pour j = k 4 1 ’égalité est vérifiée
— Soit j > k41 et supposons que Imf7 = Imf* et montrons que Imf/+! = Imf*. L’inclusion Im 7+ C Imf*

est triviale car la suite (Imf?) . est décroissante. Inversement soit = € Imf* = Imf**!, alors il existe

ie .
20 € E tel que x = fk*1(z) = f (fk(ZO)). Par hypothése de récurrence f*(z9) € Imf~Imf7, d’ou il existe
zg € E tel que f*(20) = f7(x0), puis © = f71(xg) € Im fi+!

Soit g la restriction de f sur Imf*. On a bien Img = g (Imfk) = Imf**! et Kerg = Kerf NImf*. On applique
le théoréme du rang & g , alors

dimImf* = dim (Kerf N Imf*) + dim Im f*!

La suite (ax), est d’entier naturel croissante et majorée par n, donc elle ne peut pas étre strictement croissante
et, par suite, il existe un entier k tel que ar = ag41 -

k € N, ar = agpy1} est un sous-nsemble de N* car f n’est pas ijectif et non vide vide d’aprés la question
+ 3]
précédente, donc il admet un plus petit élément p € N*. Alors

(i) Vk € {0,..,p — 1}, Ker f* # Ker fkt1
(ii) Ker fP = Ker fP+i.
Puisque Kerf? = KerfP*!, d’aprés la question (3), Vk > p Ker f¥ = Ker fF+1.

8. Il sufiit de démontrer que Ker fP NImf? = {0}.

10

Soit z € Ker fP N ImfP, alors il existe y € E tel que = fP(y) et fP(y) = 0, soit f?P(y) = 0, ou encore
y € Kerf?r = KerfP, dou z = fP(y) =0

— p est un entier naturel vérifiant (1).

— Soit k € N* tel que (1) est vérifiée et montrons que k > p. Pour se faire on montre que Ker f*+! = Ker f*.
Soit z € Kerf*+1, alors f*+1(z) = 0, puis %) (x) = 0, soit f*(x) € Imf* NKerf* = {0}, donc = € Kerf*.
Ainsi ’égalité souhaitée puis par définition de p, k > p

Partie II: Application a I’étude d’endomorphismes nilpotents

. On suppose que p = n.

(a) La suite (dim Kerfk)ke[[o n] est strictement croissante d’éléments de [0,n], donc dimKer f* = k pour
k € [0,n] puis on en déduit que f* = 0et f7=1 £ 0.
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(b) Montrons que la famille (f*(a))ocr<n_1 est libre.
n—1
Soit (Ar)ockgn—1 € KP tel que Z )\kfk(a) = 0. Supposons qu’au moins un des coefficients A\ ne soit pas

k=0
nul. Soit ¢ = min{k € [0,n — 1] / Ay # 0}.

n—1 n—1 n—1 n—1
D effa)=0=) Neffa)=0= o7 (Z Akf’“(a)> =0= > NS (@) =0
k=0

k=i k=i k=i
= Nf"Ya)=0 (carpourk>i+1, p—1—i+k>petdonc f" 17+ =)
=X\ =0 (car " (a) #0)

ce qui contredit la définition de 1.

Donc tous les coefficients \x sont nuls et on a montré que la famille (f*(a))o<r<n_1 est libre. Une telle
famille est de cardinal n = dim F, donc c¢’est une base de E

n—1
(c) g(a) € E, donc il existe Ao, ..., \n_1 € R tels que g(a) =Y M f*(a).
k=0

n—1
(d) Les deux applications linéaires g et > Mg f* coincident sur la base (f*(a))o<k<n—1
k=0

(e) L=Vect(ff,0<k<n-1)etdimL=n

11. On suppose que p est compris strictement entre 1 et n, et que £ = Ker fP. soit e un élément de E tel que

1P 1(e) £ 0.
(a) Méme méthode que la question (10b). On notera G le sous espace de E qu’elle engendre

(b) Comme fP =0, alors H = Vect (¢, po f, - ,po fP71).
Montrons que la famille (ga, pof, -, po fp’l) est libre.
p—1
Soit (Ak)ockgp—1 € KP tel que Z e o f¥ = 0. Supposons qu’au moins un des coefficients A ne soit pas

k=0
nul. Soit ¢ = min{k € [0,n — 1] / A\x # 0}.

p—1

n—1 p—1 p—1
D hpoff=0=Y Mpoff=0= <Z Ak o fk> (P77 e) =0= Y MfP R e) =0
k=0 k=i

k=i k=i
= NifP7e) =0 (carpourk>i+1, p—1—i+k>petdonc fF171F =)
=X\ =0 (car fF7l(e) #£0)

ce qui contredit la définition de 3.

Donc tous les coefficients A; sont nuls et on a montré que la famille (ap, po f,---,po fp_l) est libre. Ainsi
cette famille est une base de H et, par suite, H est de dimension p

(c) Pour k € [[0,p — 1], on pose ¢, = po fF.

— Ona F= () Kert¥ = (| Kergy car la premiére inclusion est évidente et 'inclusion réciproque
YeH kefo,p-1]
provient du fait que tout élément de H est combinaison linéaire des formes g, -, @p—1

— Soit z € F, alors pour tout k € [0,p — 1], on a pr(x) = 0 et, par suite, o (f(z)) = prt1(z) = 0 avec
pp = 0, donc F' est stable par f
p—1
— Montrons que F'N G = {0}. Soit x € F'N G, alors il existe Ag, -+, A\p—1 € K tels que z = Z)\kfk(e)

k=0
et pour tout k € [0,p — 1], on a ¢x(x) = 0. Si z # 0, on considére 7 le plus petit indice tel que A; # 0,

alors d’une part ¢,_1_;(z) = 0 et d’autre part ¢,_1_;(x) = A\ipp—1(€e) # 0, ce qui est absurde
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— Montrons que dim F' =n — p.
La famille (¢o,- - ,¢p—1) est libre dans E* on la compléte donc en (o, -, Pp—1, Pps - - s Pn—1) UNE
base de E*. L’application
{ E — K
P
r o= (eo(@), - pn-1(x))
est linéaire et injective, et puisque dim E = dim K", alors il s’agit d’un isomorphisme d’espaces vecto-
riels. Finalement ’application

F — KP
q’{ v (po@) gy ()

est linéaire surjective dont le noyau F' et par le théoréme du rang dim F = dim Ker¥ + rg(¥), donc
dmF=n—p

On conclut donc que E=F ¢ G
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