
Problème de mathématiques: MP-MP* Enoncé

Distance d’un point à une partie

Soit E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. L’ensemble {‖x − a‖/a ∈ A} admet une borne
inférieure dans R. On notera d (x,A) cette borne inférieure et on écrira plus simplement

d (x,A) = inf
a∈A
‖x− a‖

Lorsqu’il existe α ∈ A,d (x,A) = ‖x− α‖ on dit que la distance de x à A est atteinte en α

Partie I: Propriétès de la distance

1. Soit B une partie de E. Montrer que si A ⊂ B alors d (x,B) 6 d (x,A)

2. Montrer que d
(
x,A

)
= d (x,A)

3. Montrer que d (x,A) = 0⇐⇒ x ∈ A
4. Calculer d (x,A) si A est dense dans E

5. (a) Montrer que ∀(x, y) ∈ E2, |d (x,A)− d (y,A)| 6 ‖x− y ‖
(b) En déduire que f :E → R, x 7−→ d (x,A) , est 1-lipschitzienne

(c) Que dire de la continuité de f

6. Pour n ∈ N∗ on pose , Un =

{
x ∈ E/d (x,A) < 1

n

}
(a) Montrer que Un est un ouvert de E.

(b) Montrer que A =
⋂

n∈N∗
Un

(c) En déduire que tout fermé de E peut s’écrire comme intersection d’une suite décroissante d’ouverts de E.

7. (a) Montrer que ∀n ∈ N∗,∃xn ∈ A,d (x,A) 6 ‖xn − x ‖ < d (x,A) +
1

n

(b) En déduire : ∃(xn) ∈ AN,d (x,A) = lim
n→∞

‖xn − x‖

8. On suppose que E est de dimension finie et A fermée de E.

(a) Montrer que la suite (xn) est bornée

(b) En déduire qu’il existe ϕ : N→ N strictement croissante telle que (xϕ(n)) converge vers a ∈ A .

(c) Justifier que d (x,A) = lim
n→∞

‖xϕ(n) − x‖, en déduire que d (x,A) = ‖x− a‖

Partie II: Cas d’un convexe fermé dans un euclidien

Dans cette partie ,(E,< ., . >) est un espace euclidien et ‖x‖ = √< x, x > la norme euclidienne associée au produit
scalaire < ., . >. Soit A est une partie convexe et fermée de E.

9. (a) Montrer l’identité du parallélogramme:

∀(u, v) ∈ E2, ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

(b) En déduire que si x, b et c sont trois points de E, alors

4

∥∥∥∥x− b+ c

2

∥∥∥∥2 + ‖b− c‖2 = 2(‖x− b‖2 + ‖x− c‖2). (?)

10. Montrer à l’aide de (?) que si d (x,A) est atteinte en b et c tel que b 6= c alors :∥∥∥∥x− b+ c

2

∥∥∥∥ < ‖x− b ‖
11. En déduire que d (x,A) est atteinte en un et un unique point a ∈ A.
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Partie I: Propriétès de la distance

1. Soit a ∈ A, on a a ∈ B, donc d (x,B) 6 ‖x− a ‖. ceci vrai pour tout a ∈ A, donc

d (x,B) 6 inf {‖x− a ‖ | a ∈ A} = d (x,A)

2. Comme A ⊂ A, alors d
(
x,A

)
6 d (x,A).

Réciproquement soit y ∈ A, alors il existe (an) une suite d’éléments de A de limite y. Or pour tout n ∈ N on a
l’inégalité

d (x,A) 6 ‖x− an ‖

On fait tendre n vers +∞ et on tient compte de la contuinité de la norme, on obtient

d (x,A) 6 ‖x− y ‖

Ceci vrai pour tout y ∈ A, donc

d (x,A) 6 inf
{
‖x− y ‖ | y ∈ A

}
= d

(
x,A

)
Ainsi d

(
x,A

)
= d (x,A)

3. Soit x ∈ E.

⇐) Si x ∈ A, alors d
(
x,A

)
= 0, puis d (x,A) = 0

⇒) Si d (x,A) = 0, alors, par la caractírisation de la borne inférieure, pour tout ε > 0 il existe a ∈ A tel que
‖x− a ‖ < ε, donc B (x, ε) ∩A 6= ∅. Ainsi x ∈ A

4. Si A est dense dans E, alors A = E, donc pour tout x ∈ E, on a d (x,A) = 0

5. (a) Soit a ∈ A, on a :
d(x,A) 6 ‖x− a ‖ 6 ‖x− y ‖+ ‖ y − a ‖

On en déduit :
d(x,A)− ‖x− y ‖ 6 ‖ y − a ‖

pour tout a de A et, par conséquent, d(x,A)− ‖x− y ‖ 6 d(y,A).
On a ainsi d(x,A)− d(y,A) 6 ‖x− y ‖, et, par symétrie, d(y,A)− d(x,A) 6 ‖x− y ‖. Cela entraîne :

|d(x,A)− d(y,A)| 6 ‖x− y ‖

Donc ∀(x, y) ∈ E2, |d (x,A)− d (y,A)| 6 ‖x− y ‖
(b) On a: ∀(x, y) ∈ E2, |f(x)− f(y)| = |d (x,A)− d (y,A)| 6 ‖x− y ‖.

Donc f est 1-lipschitzienne

(c) f est continue car elle est lipschitzienne

6. Pour n ∈ N∗ on pose , Un =

{
x ∈ E/d (x,A) < 1

n

}
(a) Notons que Un =

{
x ∈ E/d (x,A) < 1

n

}
= f−1

(]
−∞, 1

n

[)
qui l’image réciproque d’un ouvert par une

fonction continue. Donc Un est un ouvert de E.

(b) Si x ∈ A, alors d (x,A) = 0 <
1

n
pour tout n ∈ N∗, donc x ∈

⋂
n∈N∗

Un.

Inversement si x ∈
⋂

n∈N∗
Un, alors ∀n ∈ N∗:

d (x,A) <
1

n
−−−−−→
n→+∞

0

Donc d (x,A) = 0. Soit x ∈ A.
(c) Soit A un fermé de E, la suite d’ouverts (Un)n∈N∗ construite ainsi est décroissance dont l’intersection égale

à A = A.
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7. (a) Soit n ∈ N∗, alors pour ε =
1

n
, d’après la caractérisation de la borne inférieure, il existe xn ∈ A tel que

‖xn − x ‖ < d (x,A) +
1

n
(b) La suite (xn)n>1 construite dans la question précédente et les encadrements ∀n ∈ N∗, d (x,A) 6

‖xn − x ‖ < d (x,A) +
1

n
donne d (x,A) = lim

n→∞
‖xn − x‖

8. On suppose que E est de dim finie et A fermée de E.

(a) La suite (‖xn − x ‖) est convergente, donc elle est bornée et, par suite, il existe M ∈ R+ tel que: ∀n ∈
N, ‖xn − x ‖ 6M , ainsi pour tout n ∈ N:

‖xn ‖ 6 ‖xn − x ‖+ ‖x ‖ 6M + ‖x ‖

Donc la suite (xn) est bornée

(b) D’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe ϕ : N → N strictement croissante telle que (xϕ(n))

converge vers a ∈ A .

(c) Par la continuité de la fonction norme d (x,A) = lim
n→∞

‖xϕ(n) − x‖, puis par unicité de la limite on déduit
que d (x,A) = ‖x− a‖

Partie II: Cas d’un convexe fermé dans un euclidien

Dans cette partie ,(E,< ., . >) est un espace euclidien et ‖x‖ =< x, x >1/2 la norme euclidienne associée au produit
scalaire < ., . >.
Soit A est une partie convexe et fermée de E.

9. (a) Soit u, v ∈ E, la norme ‖.‖ est euclidienne, on a l’identité remarquable (égalité d’Al-Kashi):

‖u+ v‖2 = < u+ v, u+ v >

= ‖u‖2 + 2 < u, v > +‖v‖2 bilinéarité et symétrie du produit scalaire

en remplaçant v par −v dans cette égalité, on obtient

‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 2(u|v) + ‖v‖2

On somme les deux identités remarquables précédentes et on obtient

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

(b) On applique l’identité du parallélogramme aux vecteurs u = x− b et v = x− c, on obtient

u+ v = 2

(
x+

b+ c

2

)
et u− v = c− b

D’où

4

∥∥∥∥x− b+ c

2

∥∥∥∥2 + ‖b− c‖2 = 2(‖x− b‖2 + ‖x− c‖2).

10. Si d (x,A) = ‖x− b ‖ = ‖x− c ‖, alors, d’après l’identité du parallélogramme est atteinte en b et c tel que b 6= c

alors

4

∥∥∥∥x− b+ c

2

∥∥∥∥2 + ‖b− c‖2 = 2(‖x− b‖2 + ‖x− c‖2) = 4 ‖x− b ‖2

Puisque b 6= c, alors ‖ b− c ‖ > 0 puis ∥∥∥∥x− b+ c

2

∥∥∥∥ < ‖x− b ‖
11. L’espace E est de dimension finie et A est fermée, donc, d’après la question 8, la distance d (x,A) est atteinte

en un point a ∈ A et la convexité de A montre l’unicité de ce point
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