PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

[ es mathématiques en prépas POLYNOMES DE HERMITE

Le probléme traite de quelques propriétés des polynomes de HERMITE qui constituent une famille orthogonale
pour un certain produit scalaire qui sera étudié dans ce probléme.
On notera R[X] (resp. R, [X]) 'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels (resp. I’espace vectoriel des polynomes
de degré inférieur ou égal a n), y compris le polynéme nul. Pour tout entier naturel k le polynome X* se confond avec
la fonction polynomiale réelle z — z*, en particulier X° est la fonction constante égale & 1.
On notera [z] la partie entiére d’'un réel .

Partie I: Trois résultats utiles par la suite

1. (a) Pour tout entier naturel n, justifier la convergence de l'intégrale

+oo
I = — /"*ﬁd
n=——= z"e” 2 dx
V2T

(b) Etablir, pour tout entier n > 2, l'égalité : I, = (n — 1)I,,—o.

2n)!

(¢) Soit n un entier naturel. Donner la valeur de I5,4+1 et montrer que Iy, = (Z"L)'
n!

(d) Pour toute fonction polynomiale P, justifier la convergence de 'intégrale

400
1 22
\/T? / P(x)e_de

2. On rappelle que si une suite de terme général v, est telle que les deux sous-suites de termes généraux vs, et
Vont1 convergent vers le méme réel £ alors la suite (v, )pen est elle-méme convergente de limite .
n

2n W

(a) Déterminer lim . En déduire la limite de la suite (uy,)nen-
n—too ml

(b) Montrer que la série de terme général usy + uop+1 (ot k € N) converge et donner sa somme.

—+oo
(¢) En déduire la convergence de la série de terme général w,, et la valeur de la somme > w,.
n=0

Soit C un réel positif. Pour tout entier naturel n on pose u, =

3. Soit a un réel strictement positif et soit g une fonction réelle indéfiniment dérivable sur [—a,a] pour laquelle
existe un réel positif K tel que, pour tout entier n :

K™n!
()| <
OIS T

(a) Montrer que pour tout A € [—a,q] :
lim

n—-+400 n!
0

(b) En déduire I’égalité suivante, valable pour tout A € [—a,a] :

Quelle simplification obtient-on si g coincide sur [—a, a] avec une fonction polynomiale de degré d?

Partie II: Les polyndémes de Hermite

—+oo
1. Montrer que l'application (P, Q) —< P,Q >:\/7/ e 7 P(x)Q(z) dx est un produit scalaire sur R[X]. On
T

notera ||.|| la norme associée.
Ainsi, si n est un entier naturel, la restriction de ce produit scalaire aux polynémes de degré au plus n fait de
(R,[X], < .,. > .) un espace euclidien.
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2. A T'aide de la base (1, X, X2, X?), construire une base orthogonale de (R3[X], < .,. >) formée de polynomes
dont le coefficient de plus haut degré est 1.
Pour tout entier naturel n, on considére I'application H,, de R dans R définie pour tout réel x par :

H,(z) = (—1)"6% (e_é)(n)

otl, selon 'usage, f(™ (x) désigne la valeur en z de la dérivée n*®™¢ de f (en particulier f(0)(z) = f(z)).
3. (a) Pour tout réel x calculer Hy(x), Hi(z), Ha(x), H3(x).
(b) Soit n € N*. Etablir les relations

(1)

Hn+1 :XHn —’anfl, (2) H:_L :anfl

L2\ (nt+1) 22\ (n)
Pour établir (1), on pourra remarquer que (677> = (71’677> .

(c) Montrer que, pour tout n € N, H,, est une fonction polynomiale dont on précisera, en fonction de n, le
degré, la parité et le coefficient de plus haut degré.

Partie I1I: (H,),cy comme famille de polynémes orthogonaux

1. (a) Montrer que si P est un polynome et n un entier naturel non nul alors :

lim P(x) (e‘§)(nil) =0.

T—-+00

22 (n—1)
De méme, on montrerait et on admet que lim P(z) (6_7> =0.
r—r—00

(b) Pour tout n € N, calculer

+oo
< H,,Hy >= — / H,(x)e” 2 dzx
0>= o= (z)
— 00

Pour n non nul, on utilisera la définition de H,.

(c) Soit (n,m) € (N*)?. En remarquant que

2

“+o0
(-=1)" / 2\ ()
< H,,H, >= H, (x) (e 2 dzx
V2T ( )< )
— 00

et a l’aide d’une intégration par parties que l'on effectuera avec soin, montrer que

<H, H,>m<H, 1,Hp_1>

(d) En déduire que (H,)nen est une famille orthogonale de R[X].
Pour n € N, que vaut < H,,, H, >7

2. (a) Soit k € N et R une fonction polynomiale de degré au plus k. Que vaut < Hgy1, R >7

(b) Soit n un entier naturel, ¥ un entier de [0,n] et P un polynéme de degré au plus k. Etablir I'égalité

X = PI* = || Hyga |* + |Q — P12

ot Q = X**' — Hy\ 1. On pourra calculer < Hy11,Q — P >.
Quelle est, dans I'espace euclidien (R,,41[X], < .,. >), la projection orthogonale de X**! sur le sous-espace

vectoriel Ry [X]?

(c) On note (Gk)refo,n+1] la famille orthonormale de (R,41[X], < .,. >) obtenue par le procédé de SCHMIDT
a partir de la base (Xk)keﬂo,m-l]]- Pour tout k € [[0,n + 1], déterminer Gy, en fonction de Hy, Hy, ..., Hpt1-
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Partie IV: Un développement en série de Hermite

1. Soit P un polynoéme de degré au plus n >. Justifier I'égalité suivante :

S H

k

P:E <P,Hk>ﬁ
k=0

2. Pour tout couple (b,c) de réels vérifiant b < ¢, on admet qu'’il existe un réel K (dépendant de b et c) tel que

pour tout entier n et tout x € [b,c] :
K’I’L

(a) Soit  un réel donné. A I'aide du 2) de la partie I établir, pour tout réel ), la convergence de la série de

H
@)\,
n!

‘Hn(x)
n

terme général
(b) Soit g, (x est toujours un réel fixé) la fonction définie pour tout réel A par

_ (=—2)?

9:(N) =e 2

n

d" g
dxm
(c) Montrer que g, vérifie les hypothéses du 3) de la partie I et en déduire que pour tout (z,)\) € R? :

Pour tout réel A et tout entier naturel n, calculer gg(,;”)()\) (c’est-a-dire (M) en fonction de H,,.

+oo
)\wfﬁ _ Hn(x) n
e 2 —Z ] A
n=0

3. On note exp la fonction exponentielle x — e*.

(a) Pour tout entier naturel n, justifier rapidement la convergence de l'intégrale

22

+oo
1
—_ e“H,(x)e” = dx
V2T / (@)

dont, par analogie, on note < exp, H,, > sa valeur.

(b) Calculer < exp, H,, > puis, pour tout réel =
On pourra utiliser la définition de H,, et intégrer par parties (avec soin) afin d’obtenir < exp, H, >=<

€xXp, Hn—l >
(¢) Conclure a l'égalité
—+oo
H
exp r = Z < exp, H, > n('ac)
= n!
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Partie I: Trois résultats utiles par la suite

22 . . .
1. (a) x—— 2"e = est continue sur R, donc l'intégrale I,, n’est impropre qu’en 4+00 et —o0
cause de la parité, d’ailleurs dépendant de n, on peut n’étudier la convergence qu’en +oo

o2 1
n+2 77 —)0 donc z"e” T 20(2)
T—>—+00 T

D’aprés les théorémes de comparaison sur les intégrales des fonctions positives et le critére de Riemann
(2> 1), I, est convergente.

22

(b) Soit n > 2, les applications x — e~= et o — —a" ! sont de classe C! sur R dont le produit admet des
limites nulles en +o00 et —o0, alors par une intégration par parties

1 22
I, = — e 2 dx
V2 /
o
n—1 —ﬁ>
= — —x —xe 7 ) dx
V2T /( )(
1 +oo ,
n—1 7ﬁ)
= — —x e 7 ) dr
27 /( >(
1 4 1 +oo
y Al Ly | (%)
= —a" e 2 — —(n—1)x e 2 )dx
= 7 [ Fm )
= (n — 1)In_2
(c) e L’intégrale I3, 1 est convergente et c’est I'intégrale d’une fonction impaire, donc elle est nulle.
e Par récurrence sur n € N
e Pour n = 0, c’est vrai
(2n)! . .
e Soit n > 0. Supposons que Iy, = EOmE On a Iy, 42 = (2n+1) I3, et par hypothése de récurrence
!
2n)! 2n +2)(2n + 1) (2n)! 2n + 2)!
Bss = (30 4 1)@} _ CrA2CRAD G0 (20 +2)
2nn! 2(n+1) 2mn! 2ntl(n 4+ 1)!

n

(d) Soit P = Z ap X". Puisque les intégrales impropres convergentes sur R forment un espace vectoriel,
k=0

Zakfk = Zak /x e~ T dm
k=0 V2
1 / N )
= — arx”e” 2 dx
\/27r_DO kZ:o
1 7
12
= — P(x)e” 2 dx
V2T / ( )
C«Z)n CZn

est convergente, donc son terme général ug, = —— — 0
n! n—doo

2. (a) On sait que la série exponentielle Z (
n>=0
(b) Pour tout k € N, on a ugy + ugpy1 = (1 + C) C?* | puisque la série exponentielle converge :

—+oo

Z s, + ugk 1 = (1 + C)e®
k=0
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(¢) (un)nen est une famille de réels positifs

e La famille ([2k, 2k + 1])), c est une partition de N

e La famille (un)ne[2r,26+1] est sommable de somme uay, + ugg11

. Z Uk + Ugpy1 est convergente de somme (C + 1) e®
k>0

Donc, par le critére de sommabilité, la famille (u,,),ecn est sommable et

Zun = ZuanquJrquH (1+4C)e

neN

3. (a) Pour X € [—a,a], on a

A A
A=D" (i1 A =t" | (1)
AARRa < L
/ g dt) < / — ’g (t)(dt
0

/ A — t\ K" l(n+1)!

< n+1]!

dt

e Si >0, alors

A A
N n+1 | )\
n. .

0 0

/
TS
i
AR
£}
+
=

N

e Si A\ <0, alors de méme

/\()\_
/

A n n+1
/(/\ ;!t) g™ (1)dt < (ALK)
0

ST

et dans les deux cas

(AR
ERIE

Or

0, le théoréme d’encadrement montre que

F A —1)
. —t)n
ngr—ir-loo n! g
0

(b) D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral a ordre n, appliquée & g qui est de C"*! sur le segment
de bornes 0 et A :

n A n
g ()\) — Z g(k)(o) /\k +/ (/\ — t) g(n+1)(t)dt
0

d’ou
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9" )( )
et en passant a la limite sur n, on a la convergence de Z ——\"et

n=0
2 )
=3 0
n=0

Si P est un polynéome de degré d, P%*) = 0 dés que k > d, et la formule devient la formule de Taylor pour
les polynomes.

Partie II: Les polyndémes de Hermite

1. <.,.> est bien définie
e < ... > est symétrique car P(x)Q(x) = Q(x)P(x)

e < . .> est linéaire a gauche, si A € Ret P,Q, R € R[X],

oo
<AP+Q,R> = / z) + Q(z)) R(x) dx

= %277/ JR(x d:ﬂ—i——/ T R(x)dzx
= )\<P,R>+<Q,R>

e < . .. > est positif, car

—+oo
1 2
< P,P>=— / e~ T P%(z)dx
o (z)
—00
est 'intégrale d’une fonction positive

(Lz . o, . . , . .
e < .,. > est défini, car x — e~ 2 P2(x) est continue et positive sur R, d’intégrale nulle, est donc identi-
quement nulle sur R

Donc < .,. > est une forme bilinéaire symétrique définie positive, est un produit scalaire.

2. Avec la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,

e Le premier vecteur Py = 1

X1 I
e P =X-"2r 1 x-odi=x

[RYl Io

X2,1 X2, X
epox o SALE XX

[RYl X ||

L < XE1 X3, X X3, X% 1

e P —xt_ S22y SRR 2y <A Z(X? 1) = X3 3X

I X X2 -1
3. (a) H():].,Hl:X,H2:X2716tH3:X373X

N

x

(b) e D’aprés la formule de Leibniz & 'ordre n, utilisée avec © — —x— et x —> ¢~ 2 qui sont de classe
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C"sur R

z2 x (’IL+1)
o+ e ()
= (—l)nﬂe% (—1:67%)@)
n—=k
_ tles ch (k) (e )( )

= zH, —nH,_;

e En utilisant, & I'avant derniére ligne des calculs suivants,

(Cre? (%))

22 22\ (1) 22 22 (nt1)
= (=1)"we=T (eiT) +(=1)"eT (e 7)

Hl

= —zH,—-Hp1
—xH, — (xH, —nH,_1)
= nH,_;

(¢) On montre, par récurrence double, que H,, est de degré n, de méme parité que n et de coeflicient dominant
1

e Lapropriété est vraie pour n =0, Hy=1letn=1, Hy =X

e Soit n > 1. Supposons la vraie pour n?1 et n, alors

e De H,11 = XH,, —nH,_1, deg (XH,) =n+1, deg(—nH,—1) = n—1 et de la formule du
degré de la somme deg (P + Q) < max (deg(P),deg(Q)) ou il y aégalité lorsque les degré de P
et Q sont différents, deg(H,11) =n+1

e Le coefficient de X! dans X H,, — nH,,_1 est 1

e Ona:

Hpp1(=X) = (X)Hn(=X) —nH,1(-X)
—X(=1)"H,(X) = n(=1)"""H, 1(X)
(=)™ (X Hp(X) — nHp 1 (X))
= (=1)""'Hppa(X)

Récurrence achevée

Partie III: (H,),cn comme famille de polyndémes orthogonaux

1. (a) Ona lim P(z) (e*%)(n_l) = lim (71)”*1P(:c)Hn(x)e*% =0

Tr——+0o0 r—+o0

(b) Soit n € N

e Sin=0,Hy=1et < Hy,Hy >=<1,1>=15=1
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e Sin >0,
—+oo
Ho Ho> = —— /H (x)e- 5 d
< ny - n\Z)€ X
0 V2T
+oo
1 n( _22\ (D
1 L2\ (]
- 27r[(_1) (e 2> }oo_o
(c) Soit (n,m) € (N*)?
+oo
H,, Hy, > 1/H()H()22d
< Hp,Hpy = —F m )y (T)e x
Vo

22 (n—l)
Les applications z — (6*7) et x — H,, sont de classe C! sur R dont le produit admet des limites

nulles en +00 et —oo, alors par une intégration par parties

i NG NG R 2\ (1)
/ H,,(z) (e_ 2 ) de = |Hp (e_ 2 ) - / H) (z) (e_ 2 ) x
o L2\ (1-1)
= —-m [ Hp_1(x) (677) x
En multipliant par L :
p P o
+oo
m n—1 _a2 (n=1)
<Hn,Hm > = \/72771- /Hm_l(z)(—l) (e 2) dx
“+o0
T [ Hos ) (5)
= m_1(x)Hp_1(x) (e2 x
o 1 1

= m<H, 1,Hp 1>
(d) Soit n € N, par récurrence sur m € [0,n], on a :

0 sim#n

nl sim=n

<H,, H, >m!<H,_,,, H) >= {

On conclut que (H,,),y est une famille orthogonale de R[X]

2. (a) (Hn),e[o,4) st une famille orthogonale de Ry[X] qui ne contient pas le vecteur nul (< Hy, H, >= nl # 0),
c’est donc une famille libre de k + 1 vecteurs de R;[X], donc c’est une base de Rg[X].
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k
On peut décomposer R € R[X] dans cette base, R = Z rnH, et
n=0
< Ra Hk+1 > = < Zranka+l >
n=0
k
= Y oty < Hp Higr >
n=0

k
= ) r0=0
n=0

donc < Hi41,R>=0

(b) Le coefficient de X**'dans Q = X**! — Hj, 1 est nul, puisque Hy; est unitaire, donc Q € Ry[X] et Q — P
aussi, on a donc Hy1Q — P. On peut utiliser la formule de Pythogore,

| X5 = P = | HerQ = P = | Hyp P + | Q — P

Dans l'espace euclidien Ry 1[X], le projection orthogonale de X*¥*1 sur R;[X] est I'unique vecteur P qui
réalise le minimum de || X**! — P ||2 = | Hes1 P +1|Q — P|)?, cest donc Q, X*1 — Hy, 1 est la projection
orthogonale de X**! sur Ry [X]

(c) Lorsque I'on orthonormalise (X*) on construit le (kK + 1)-éme Gj41 en normalisant le vecteur

kelo,n]’
k
XF N "< XML G > Gy
=0
k
mails < ¢ > ¢ €S a projection ortnogonale de sur k on vien € VOIr que ces
is Y < X" Gy > Gy est la projecti thogonale de X*1 sur Ry[X], ient de voir que c’est
£=0

Q = X" — Hy, on a donc

k
Xk+1 _ Z< Xk+1,Gg > GZ _ Xk+1 _ (Xk—',-l _ Hk:+1) _ Hk+l
£=0

1
G+1 est donc obtenu en normalisant Hyy1, de norme /(k + 1)! : Vk € [0,n], Gr = —=Hj

Vn!

Partie IV: Un développement en série de Hermite

L. (Gk)yefo,ny €st une base orthonormale :

- Hy, Hy,
P= < PGy >G < P H > —
,;0 S 7 TH Z FTH
H K|\)"
2. (a) Soit [b, c] un intervalle, pour x € [b,c|, on a "(‘x) 2 < ([Jl]'), il résulte des théorémes de comparaison
sur les séries a termes positifs et de la convergence de la série Z [| ]D , que la série Z ))\" est
kx0 L2)° k>0 nt

convergente, car absolument convergente, et ce pour tout « € R, puisque U'intervalle [b, ¢] est quelconque.
A=)
(b) Montrons par récurrence sur n que gén)(/\) =(-1)"H, (A —=x)e” 5
e C’est vrai pour n =0 :

(A —x)? (A —a)?

_ -2 © _ _
g:(N) = le 2 =e 2 = Ho(A—x)e P
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e Soit n > 0. Supposons la propriété pour n, alors par hypothése de récurrence
(n+1)

(n+1) () = _(G=2)? (1 na(Hn A—z)e
N . (e 2 1) oA

(A—2)2

= (1)"(H.A—2)—N—2)H,(A\—2))e 2

2

= (D" (nHya (A= 2) = (A= o) Hu (A =) e T

= (-" (Hn+1 (A — ) e“‘)>

(A—x)?2
EECTIN

O—a)?
= ()" Hu (A — 1) et
Récurrence achevée
(¢) Soit a € R, alors il existe K € R tel que
n) _ n _Qma?
max |g2/(t)] = max |(-1)"H,(A—xz)e” 2
te[—a,al te[—a,al
(A=a)?
< max |[(-1)"H, (A—z)| max |e~ = ‘
te[—a,al te[—a,al
K™n!
< T '
5]
Ou K est une constante, dépendant de b= —a —z et c=a — .
On peut maintenant utiliser les r 7esultats de la premiére partie :
00 A"
9:(0) = D a0
n=0
= 2 AP
= ()" Hu(-a)e T
n=0 n!
=2 AL
= | D (-1)'Hu(-2)= | e =
o n!
+oo
AT\ a2
A ez , _O=e)? _22 g A2 Ap— A2
On rappelle que H,, et n ont méme parité. D’autre part g,(A\) = e~ 2 ~ = e 2 T2~ % donc e~ 2 =

(1‘2 . . .
gz(A)ez. On tient compte de légalité précédente, on obtient
+o00 n
,\w_ﬁ o A
e 2 = E . Hn (x)ﬁ
n=

22

3. (a) z+—— e*H,(x)e = est continue sur R, donc l'intégrale est impropre en 400 et —o0

2 22 1
22" Hy(z)e™ 2 ~a" 2" 7 = O( )

~ J—
[ee] CE2

Cela montre que l'intégrale converge en +oo, d’aprés le théoréme de comparaison sur les intégrales des
fonctions positives et le critére de Riemann (2 > 1).
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(b) Soitn >1,0na:

“+oo
<exp,H,> = —/emHn(x)e_Td:r
V2
7(-—00

22 22

+oo
1 - 22 n
= — e’ (—1)"eT (e 2 ez dx
7= | e (%)

1 2\ ()
= (\/% /ex (e‘T) dx

— 00

22
2

(n—1)
Les deux fonctions exp et & — (e ) sont de classe C! sur R dont leur produit admet des limites

nulles en +o00, donc par intégration par parties :

+oo +oo

/ e’ (e*§>(n) dr = / e’ <(ew;)(n_l))/ dx
= {ew (ez;)(n_l)] o — —706“’ (67%>(n_1) dx
= — +/Ooew (e‘é)(nil) dx
“0

d’ou

(\_/%n 70@@ (g%)(n) dr — (_1\/)2;1 *“ez (67%)(%1) .

— 00 — 00

c’est-a-dire < exp, H,, >=< exp, H, 1 > et par suite la suite (< exp, H, >), oy est stationnaire, on calcule
donc < exp, H,—1 >

+oo
1 "132
<exp,H,> = 7/61677d$
V2T
— 00
+oo
1 1 (=12

(¢) Dans la formule de la question précédente, pour A = 1, e?~3 = T donc
n=0 n
—+o00 “+o0
Hy(z) Hy(z)
z n _ n
e’ = z%\/é oy —2)<exp,Hn> o
n= n=
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