PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Lesmathématiques enprépas FONCTIONS CONTINUES ET LIPSCHITZIENNES. DENSITE

Partie I: Normes sur un espace de fonctions continues

On pose I = [0, 1] et Cy le R-espace vectoriel C ([0, 1], R) muni de normes de convergence uniforme.
Soit u € Cy on pose A =u~1 ({0}). Pour tout f € Cp, on pose N, (f) = sup |f(t)u(t)]
t€(0,1]

1. Montrer que N, est une norme sur Cj si, et seulement, si A=0.
Dans la suite de cette partie, on suppose que A est d’intérieur vide et que A C ]0, 1]

2. L’application identique: (Co, ||.|leo) — (Co, Nu), f —— f est-elle continue ?

3. Si A = (), montrer que les normes N, et ||.||o sont équivalentes sur Cp.

4. On suppose que A # () et soit tg € A. On pose ng la partie entiére de . Pour chaque n > ng, on définit

. 1 1 1 1
la fonction f,,: nulle sur [0,{g — —| et sur |tg+ —, 1|, affine sur |ty — —,to| et sur |tg,to + —|, et telle que
n n n n
f(to) =1
(a) Représenter graphiquement cette fonction, vérifier que f,, € Cy et préciser la valeur de || f, |00

(b) Etudier la suite (Nu(fn))psn, et dire si les normes NV, et ||. [~ sont ou non équivalentes sur Co

Partie II: Normes sur un espace de fonctions lipschitziennes

5. On désigne par L le sous-espace vectoriel de Cy constitué des applications lipschitziennes de [0, 1] dans R

(a) Si f € L, montrer que ’ensemble

{keR, Vo,ye0,1], [f(z)-f)l<klz—yl}
a un plus petit élément que 'on notera K (f)

(b) Montrer que K (f) = sup M

(= w)elo.1)2 |z =yl
(c) Soit f:[0,1] — R, & — 2z — x2. Vérifier que f € L et calculer K(f), existe-t-il (x,y) € [0, 1]2 tel que
x>y et que |f(z) — f(y)| = K(f)lz -yl
6. (a) L’application f +—— K(f) définit-elle une norme sur L7
(b) Pour tout f € L, on pose: N(f) = K(f) + || f]loo- Montrer que I’on définit une norme sur L

7. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définie par pour tout x € [0, 1]:

1
r si0<zr<—
falz) = 1 1 "
— si—<ax<1
n n

(a) Représenter graphiquement cette fonction, vérifier que f,, € L et préciser la valeur de N(f,)

(b) Dans l’espace L, les normes N et |||l sont-elles équivalentes ?

elamdaoui@gmail.com 1/5 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Lesmathématiques enprépas FONCTIONS CONTINUES ET LIPSCHITZIENNES. DENSITE

Partie III: Sous-espaces remarquables

Pour tout réel k > 0, on note Ly 'espace des applications k-lipschitziennes sur [0, 1] et & valeurs dans R et Dy =
Lync*([0,1],R)
Montrer que f € Dy, si, et seulement, si f € C* ([0,1],R) et ||f'||oc < k. A-t-on Dy = Lj ?

8. (a)
(b) L’ensemble Ly, est-il fermé dans Cp muni de la norme |||/ ?
(¢) L’ensemble Ly est-il fermé dans L muni de la norme N ?
9. (a) Pour toute application f € Ly, soit I'application f:R —» R définie par:

f(z) size|0,1]
flx) =4 f(0) siz<0
f@Q)y siz>1

Montrer que f est k-lipschitzienne sur R
T+n
(b) Pour tout z € R et tout n € N*, on pose: f,,(x) = E/ f(t)dt.
T 1

2
Montrer que 'on définit ainsi une application f, : R — R de classe C' qui est k-lipschitzienne

n

10. (a) Soit g, la restriction de f,, a [0, 1], montrer que la suite (g,) est convergente dans (Cp, ||.||so) €t déterminer
sa limite

(b) Quelle est 'adhérence de Dy dans (Ly, ||-|loo)
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FONCTIONS CONTINUES ET LIPSCHITZIENNES. DENSITE

Partie I: Normes sur un espace de fonctions continues

. La positivité, 'homogéniété et I'inégalité triangulaire sont évidentes. Si N, (f) = 0 alors u(t)f(¢t) = 0 pour tout
t € [0,1], donc f(t) = 0 pour tout t € B = I\ A, et puisque f est continue, on en déduit f(¢) = 0 pour tout
t € B. L’application N, est une norme sur Cy si, et seulement si, B = [0, 1], soit si, et seulement si, A = §.

- Soit M =|| w [|oc- On a pour tout ¢ € I+ [u(t) f(t)] = [u(®)[ [f{)] < M || [ lloo, d00: Nu(f) || wf o< M || f [loo;
et 'application identique (Co, ||.|lcc) — (Co, Nu), f — f est continue.

. La fonction t — |u(t)|, continue sur le compact I, est bornée et atteint ses bornes: en particulier, il existe t; € T

tel que: Vt € I, |u(t)] = |u(ty)] = m. Si A =0, la fonction u ne s’annule pas sur I, d’ott m > 0. On a pour tout
tel

Nu(f) Z @) f ()] = [u@®)][f ()] = m[f(?)]

Dott: || f |loo< —Nu(f), ce qui, avec la question précédente, prouve que les normes N, et |||l sont équivalentes
m
sur Cy.

. On suppose que A # () et soit tg € A. On pose ng la partie entiere de T
— 1o

1 1 1
Pour chaque n > ng, on définit la fonction f,,: nulle sur [0, to — ] et sur {to + -, 1} , affine sur [to - =, to} et
n n n

1
sur {to,to + }, et telle que f (tg) =1
n
(a) La fonction f,, est affine par morceaux et continue sur I. En particu-
lier, on a f,, € Cp. De plus, || f |lco= 1.
(b) La fonction u est continue au point tg. Pour € > 0, il existe donc a > 0

1
tel que |t — to| < a donne: |u(t)| < e. Prenons n; > — et n > n; d’on

1 1 1
— < a. Alors, sit € [to +—,to+ }, on a: |u(t)f(t)| < e. Pour les
n n n

autres valeurs de t € I, on a: |u(t) f(t)| = 0, et par suite N, (fn) < €.
On a ainsi montré que Ny (fr) P 0, alors que || fr |loo= 1. Les
n—-+oo

normes N, et ||.||« ne sont pas donc équivalentes sur Cy.

Partie II: Normes sur un espace de fonctions lipschitziennes

(a) Si f € L, alors 'ensemble R = {w | 2,y eI,z # y} est majoré et non vide par définition de
r—=y
L.
(b) Le réel K(f) =  sup . W vérifie: Vo € I,Vy € I,|f(z) — f(y)| < K(f)|z — y|. Pour tout
(2,4)€[0,1]
Ay

k > K(f) on a encore: Yo,y € I,|f(z) — f(y)] < k|z — y|, mais ceci n’est plus vrai si k < K(f), sans quoi
K (f) ne serait pas le plus petit majorant de R. Ceci revient a affirmer que K (f) est le plus petit élément
de "ensemble {k € R, Vx,y € [0,1], |f(z)— f(y)| <kl|lz—y|}

(c) Soit f:[0,1] — R, z — 22 — 22. Alors f/(z) =2 — 2z, et K(f) =2.Si0<y<z <1l alorsz—y >0
et 0 < x4y <2 Deplus: f(z) — fly) = (x —y)(2—x —y). W en résulte: 0 < f(z) — f(y) <2(z—y). 1l
n’existe donc pas x € I et y € I tel que z > y et que |f(x) — f(y)] = 2|z — y|.

(a) K(f) =0 si, et seulement si, f est constante, donc K n’est pas une norme

(b) La positivité, ’homogénéité et 'inégalité triangulaire sont évidentes. Et aussi || f ||co< N(f). Si N(f) =0,
alors || f ||.o=0, Aot f = 0. Donc, N est une norme sur L

7. Soit (fn)n>1 la suite de fonctions définie par pour tout x € [0, 1]:
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1
(a) Soit x,y € [0,1]. Si x,y < —, alors |f(z) — f(y)| = |z —y|- Six,y >
n
1
L alors |f(z) — f(y)| =0. Siz < — <y, alors
n
1
Jw) ~ f@) = |~ <y~

. e 1

Ceci montre que |f(z) — f(y)| < |xr —y| avec égalité si z,y < —.

n

1
Autrement f, € L et K(f,) = 1. En outre || f, |lco= —, donc
n
1
N(fpn)=1+—
(fa) =1+~
N(fn .
(b) On a ||f(f||) =n+1 o T donc les normes N et ||.|s ne sont pas équivalentes.
n 0o n—-+0o0

Partie III: Sous-espaces remarquables

f(@) — fy)
-y

8. (a) e Sif € Dy, alors pour tout z € I et tout y € I tels que x # y, on a ‘gk. Siae€l,ilen

f(t) — f(a)

t—a

résulte: |f'(a)] = lim < k.

t—a
t£=a
e Réciproquement, si f € C! (I,R) et si | f' |[< k, alors le théoréme des accroissements finis nous
flz) = fy)
r—=y
e On n’a pas Dy = Ly car il existe des fonctions lipschitziennes non dérivables, comme par exemple les
fonctions f,, de la question 7a Donc || f/ ||< k, et bien str f € C! (I,R).
Montrer que f € Dy, si, et seulement, si f € C1 ([0,1],R) et ||f/||oc < k. A-t-on Dy, = L}, ?

(b) Soit (f,) une suite de fonctions k-lipschitziennes qui converge dans Cp muni de la norme || . || vers
f € C. Cela signifie que (f,) converge uniformément, donc simplement vers f sur I. Pour chaque z € I et
chaque y € I,ona lim fo(z)=f(z)et lim fu(y) = f(y), dou lm |[fu(z)— fa(y)]=[f(z) = f(y)l-

Le passage a la limite des inégalités larges implique que f est k-lipschitzienne, et que Ly est fermé dans C

assure que < k pour tout x € I et tout y € [ tels que z £y et f € Ly

muni de la norme || . ||oo

(¢) Soit (f,) une suite de fonctions k-lipschitziennes qui converge dans L muni de la norme N vers f € L. Cela
signifie exactement que lirf N(fn,—f)=0.0r
n—-+0oo

ce qui implique K (f,) —Jr—% K(f). Mais K (f,) < K, dou K(f) < K, et f € L qui est donc fermé
n—-+0oo
dans (L, N)
9. (a) Soit z,y € R tel que z < y. On distingue quatre cas

1°F cas: Si z,y € I, alors trivialement

(@) = F)] = 1) = Fw)] < kla—yl

2€0me cas: Sizeletyd I, alorsy > 1, et f(y) = f(1), don 0 < 1 —2 <y — z, et par suite:
|F@) = Fw)| = 17@) = Q)| < kla =1 < ko —y]

38Me cas: Siz ¢ I et y € I, alors 2 < 0, et f(z) = f(0), d'out 0 < y < y — z, et par suite:

|F) = F@)| = £ @) = FO) < klyl < kly -]

48Me s Si z,y € 1. On distingue deux sous-cas

— Siy <0oux>1,il est évident que f(x) = f(y), soit ‘f(x) — f(y)‘ =0<klz—y|
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— Siz <0et 1<y, alors

) = F@)| = 17 = O <k <kly—al

(b) L’application f est continue sur R, puisqu’elle est lipschitzienne sur R, et elle admet une primitive sur R,

qui est de C' sur R. Soit F I'une de ses primitives. Il vient:

o= [ (e (3= ()

Montrer que 'on définit ainsi une application f, : R — R de classe C' qui est k-lipschitzienne

_ n [Tte ~
(a) Pour tout z € R, on a f(z) — f(z) = ° / (F(t) - f(a)) dar. Don

2

_1
n

n [Tt

f(t)—f(:c)\ dt < —/z k|t — x| dt

n

i o+
fulw) = )| < 5

2

1

_1
n

- k k
Puisque |t — 2| < —, on en déduit |f,(z) — f(:v)‘ < —. En particulier |g,(z) — f(x)| < — pour tout = € I,
n n

1
n

3|

soit : || gn — f |leo< —. Ainsi on a prouvé (g,) converge vers f dans C pour la norme || . || Soit g, la

restriction de f, a [0, 1], montrer que la suite (g,) est convergente dans (Cp, ||.||cc) et déterminer sa limite

(b) A la question précédente, on a montré que toute fonction f € Ly est limite uniforme d’une suite de fonctions

(gn) €léments de Dy: ceci signifie que 'adhérence de Dy, dans (C, || . ||o) est précisément Ly, autrement-dit
que Dy, est dense dans (L, ||.]loo)
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