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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

NORMES SUBORDONNEES

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels normés non nuls, avec K =R ou C

— On note L.(E, F) 'ensemble formé des applications linéaires continues de F vers F.

— L.(F) Pensemble formé des endomorphismes continus de F

Une K-algebre (A, 4, X, -) est dite normée s’il existe une norme N sur le K-espace vectoriel (A, +, -) qui vérifie en outre
la propriété:

V(u,v) € A%, N(ux v) < N(u) x N(v)

On dit alors que N est une norme d’algébre.

Partie I: Normes subordonnées

Soit u € L.(E,F), on pose || u || = sup {||u(:c)||F, z € E\ {OE}}

1.
2.

3

. On munit R[X] de la norme ||P| = m[g)l(]\P(t)L Soit u : {
te[o,

[Ep
Montrer que || || est bien définie

Montrer que ||.|| est une norme sur L.(E, F'), appelée la norme subordonnée.

Montrer que

@) llull= sup Jlu(@)lp= sup [u(@)p;
lzllp<1 |zl z=1

(b) Vo € B, lu(@) g <llull<z|z;

(c) lu|l =inf {k € RT tel que Vz € E, |u(z) |, <kl x|z}
(a) Montrer que (L.(E),||.||) est une algébre normée;

(b) Calculer ||Idg ||

Partie 1I: Exemples de calcul

RX] — R

. Montrer que u est continue et
P —s P(0) d

calculer || u||.

EFE — R
Soient £ = C'([0,1],R) et ¢ € E non nulle. On munit E de la norme usuelle ||.||2. Soit T}, : Fo— /1 £(8) o(t) dt .
@
0

Montrer que T, est continue et calculer || Ty, ||.

Soient E = C° ([0,1],R) et F = C*([0,1],R) . On définit Ny et Ny par

VieE, Ni(f)=IfllecetVieF, Na(f)=IFlloo+ I llsc

(a) On définit T : E — F par :
[0,1] — R

T l—>/fdt
0

Montrer que T est une application linéaire continue de (F, N1) dans (F, N2)
(b) Calculer || T ||

VfeE, T(f):

Partie ITI: Normes matricielles

T

Soient n,p € N*. Pour X € My, 1 (K) avec m € {n,p} et X =| : |, on pose

Tm

m
XN =D lwl, X2 =
i=1

m
Dl et | X o= max |
P i€[1,m]

Soit A = (aij) 1gign € Mnyp(K)
1<isp
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8. On munit My, ; (K) et M, 1 (K) des normes infinies || . ||«

P
(a) Montrer que [|[AX |00 < max Z laij| | | X/ puis que [| A, < 1r£lagxnz lai;| -
j

—1i6;

(b) Soit k € [1,n] tel que max Z la;j| = Z lak;|. Posons Vj € [1,n],ax; = |ay;j|e®® et soit Xq =

j=1 —i0p

P
Calculer || Xo||loo et montrer que || AXp [Joo=> 11;15;2(”2 @]
(c) En déduire que || A|| = max Z la;;].

9. On munit M, ; (K) et M, ; (K) des normes |||,

(a) Montrer que ||[AX|; < <1max Z |a”|> | X1 et déduire || Al]; < max Z @]

(b) Soit k € [[1,p] tel que Jnax Z la;;| = Z |aik|, on pose Xo = (dik);e1,np-
i=1

Calculer || Xol|1 et montrer que [|[AX(||; = max Z lasj]
Isisp i

(c) En déduire || A, = [max Z |ai;].

10. Pour A = (aij) 1Sign , ON pose

P

1All2 =

Montrer que || A ||y < [|All2. A-t-on 'égalité
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Partie I: Normes subordonnées

Soit u € L.(E, F)

1. u est une application linéaire continue, donc il existe k € R, tel que:

Vee B, |u@)|p<klzlg

En particulier: Vo € E \ {0}, H u( ) ”F < k. Ceci montre que l’ensemble { L ”( )“F, x€eE\ {OE}} est majoré

de R et puisqu’il est non vide , d’apres I’axiome de la borne supérieure, il admet une borne supérieure. D’out
lexistence de |||ul||

2. Soit u,v € L(E,F) et a € K:
— Séparation: Si ||u|| = 0 alors Vo € E'\ {0}, u(x) = 0. Or u est linéaire, donc «(0) = 0, soit u =0

~ Homogenéité: auf = sip 12— o) qup BNy
a0 =l a0 el
— Inégalité triangulaire: Soit z € E\ {0}, on a
[ (w+0)(2) | = [[u(z) +v(@) [| < [Julz) | + o) ||
fone I+ )@ _ @] | o)
u+v)(x u(x v(T
< < flwll + 1ol
[l (e [
dron flu+ ol <[l + vl
On déduit que || .|| est une norme sur L. (E, F).
3. Soit u e L. (E,F).
(a) — Montrons que ||u|| < sup |u(z)]:
[lz]|=1
1
Soit 2 € F\ {0}, on a ‘ T H =1 donc ||u (”Hx> H < sup |u(x)] . Or u est linéaire donc Hlﬁ(?” <
z lll|=1 x

sup [lu(z)[| donc f[ufl < sup [u(z)[.

llzll=1 llzll=1
— L’inégalité sup ||u(z)|| < sup |ju(x)| est triviale, car la sphére unité est incluse dans la boule unité
lzl|=1 !
fermée

— Montrons que sup |lu(z)| < |l
lzll<1

Soit « € E de norme inférieur ou égale a 1
— Siz=0,alors 0= [lu(z) | < [lul

iz £0,0na LU i done

[E3
lu(@) | < wll- 2l <l wll
Done sup [Ju(z)[| < [lu]]-
[lz]]<1
(b) Soit x € E
— Siz=0,ona0=[lul)l <lull =]
, [u(@) |
— Siz#0,0na < Il done [Ju(z) | < [lwll- ||

(e
Donc Vo € E, [[u(z) || < [lw]l- [l

(c) — Montrons que || / || < inf{k € R* ¥z € B, | f(z)]| < Kllz][}
On pose K = {k € R" /Vz € E,| f(z)|| < k||z||} et soit k € K donc Va € E\ {0}, | f(x)| < k|z| donc

Vz € E\ {0}, H’ﬂ(z”)“ k d’ott sup I/ ( )l < k.

On déduit que Vk € K, sup I/ @)l < k d’out sup I/ @] <inf K.
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— Montrons que inf{k € R /Va € E, ||f(z)| < kllz|} < || fII:
Soit © € E \ {0} tel que ’ L :ZZH = 1 donc Hf <|ix>‘ < I fII- Or f est linéaire donc | x (vl

Tl IE3]
drou [|f (@) < IS Il ]l
On déduit que Vo € E,|f(z)[| < |[ ]zl donc [[ £l € {k € R/vVe € E,|[f(x)| < Klz[|} dou
inf{k € R/Vz € B, |[f(2)[| < Kllz[[} < I £l

4. (a) Soit u,v € L.(E), alors pour tout = € E, on a:
fuov(@) || = [[uw@) [l < lullllv@) | <lwll- ol

Donc |Juov || < |lu]l-[lv]l|, donc || .|| est une norme d’algébre
(b) En outre || Idg || = 1.

Partie II: Exemples de calcul

5. — u est une forme linéaire. Et pour tout P € R[X], on a:

lu(P)] = P (0)] <[P

Donc u est lipschitzienne en 0, ce qui montre que u est continue sur R[X] pour la norme considérée

u(P)]
=1=lu]l.
1P|

— D’une part ||u]|| < 1. D’autre part, pour P =1, on a
Donc f|u |l =1
6. T, est bien définie et clairement linéaire. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

T (NI < Nlell2-[1fll2

donc T, est continue et || T, || < [|¢]|2-
Pour f = ¢, on a: [Ty ()| = [l¢l3, done || Ty [| = ll¢llz, puis [| T, | = lloll2

7. Soient E = C°([0,1],R) et F = C* ([0,1],R) . On définit Ny et Ny par
Ni(f) = [flloc €t Na(f) = [l Fllco + 1 lloo

(a) L’application T est bien définie et est clairement linéaire. Pour tout x € [0,1], |T(f)(z)] < zNi(f) <
Ni(f) done [T(f)]loo < N1(f), puis

Nao(T(f)) = IT(Nlloo + 1T () oo = 1T (N)lloo + [1flloe < 2N1()

Ainsi T est continue

(b) D’apres la question précédente || T[] < 2. Or
Ny(T'(exp)) = 2N1(exp)
Donc || T[] = 2, puis || T[] = 2

Partie ITI: Normes matricielles

8. Soit X € M,,; (K):
(a) On a

n n n
[AX oo = max Y airs| < max > aglley] < | max Y ag] | X

<is<n — 1<z<nj71 1<zgnj71

j_ = =

donc

n
11Allloo < max |
1<i<n 4 7
j=

(b) On a || Xo|lcc =1, donc

n n n n
11Allloo = [[AXo]l = Y anja;| = D larjle® e | = " Jay;| = max Y |a]

‘ ; : 1<i<n 4

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
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n n
(¢) D’une part |||A]||loo =] AXo ||oo= 1r£1?<xnz |a;;|, donc 1@?<an la;j| < Al et dautre part, d’apres la

question 8a, ||| Al||oo < max Z|aw| donc

n
[[[All]o = max Zlazjl
=1

1<ign

9. (a) On a

IAX [ = DO aia;

i=1 |j=1
n n n n
< D> aigllagl =0 laill|
i=1 j=1 J=1i=1
n n
< ) > = > lai
S <1ré1]a<x |aza|> |lzj| = (121]?2’(” o |a”|> | X ||
j=1 =

donc [ Afl, < max Z as

n

n n
(b) Ona [[Xolls = Let [AXol =D ayz;| = law| = [max Z |ai;]

= Vi 1=

(c) [[[Alllr = max Z|am|
n n

(d) Dune part ||A|l; = [|AXo |, = 121];2(”2 la;j|, donc 1r£]agxnz laij| < || AJl, et d’autre part, d’aprés la
i= i=

n
question 9a, | A ||, < max Z la;j|, donc
1<j<n &

n
Al = s 3 s
=

10. Soient A € M, , (K) et X € M, 1 (K). On a

2
n

P
IAXIE = D> aiay
i=1|j=1

2
n p
< Z > laijl|;]
=1 j=1
p P nop
< ZZ 0 e = 303 Jas PIXI2 = [ AJZ1X2
i=1j=1 k=1 i=1j=1

On déduit que [[AX ]y < [|Allz]| X[z dou [[|All2 < [|All2-
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