PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas THEOREME DE STONE WEIERSTRASS

Soit f une application continue de [0, 1] dans C. Pour tout entier n > 1, on définit le polynéme B,, de degré < n par :

n
k
B _ kpk(]— kg ()
) =30 Chat1 - ot (1)
k=0
On note par ailleurs M = sup |f(z)| et on fixe e > 0
z€[0,1]

1. Justifier Pexistence d’un réel 1. > 0 tel que, pour couple (z,y) € [0, 1]? vérifiant
[z =yl <ne = [f(2) = fy)l < e

2. Pour z,y € R, donner une expression simple des quantités suivantes :
n n
Z kCExFyn=F ot Z E(k — 1)Crahyn=F,
k=0 k=0
3. Pour z € [0, 1], on pose () = Ckz*(1 — 2)"~F. Montrer que

Zrk(x) =1, Z kri(z) = nz, Z k(k — Drp(z) = n(n — 1)z
k=0 k=0 k=0

En déduire ’égalité :
Z (k —nx)?*rp(x) = naz(l — z).
k=0

4. Montrer que pour tout z € [0,1], on a :

F@) - Ba@)] <3

k=0

ri(z).

@) -1 (%)

5. Pour z € [0,1], on note J(x) = {0 < k < n; |k —nx| < nn.}. Prouver que :

6. Prouver que :

- k —nx)?
rp(x) < 2M Z (712772)7%(37),
k=0 €

kg J(x) k¢J(x)

puis que
= k M
_ _ < .
> | £(5)|rto) < g
k¢ J(x)

7. En déduire que la suite de polynémes B,, converge uniformément vers f sur [0, 1].

8. En déduire le théoréme d’approximation de Weierstrass : si f est continue sur [a, b], il existe une suite de fonctions
polynomiales qui converge uniformément vers f sur [a, b].

9. Application: Soit a,b réels tels que a < b et f € C([a,b],C) telle que

b
Vn € N, / 2" f(x)dx =0

Montrer que f est nulle
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1. Théoréme de Heine

2. D’aprés la formule du binoéme :

> Chafynh = (x+ ).
k=0
On dérive les deux membres de cette égalité par rapport & x, puis on multiplie par x :

Z kCFzky" =k = na(x + )" L.
k=0
De méme, en dérivant deux fois :
n
Z E(k —1)CFaky™=F = n(n — D)a?(z +y)" 2
k=0

3. On spécialise les résultats précédents pour y = 1 — x. On obtient :

Zrk(x) =1

k=0
n

kri(x) = nx,
k=0
n

k(k — 1)ry(z) = n(n — 1)2%
k=0
On a de plus :
(k —nx)? = k(k — 1) + k(1 — 2nx) + n?2>.

En reportant les calculs précédents, on trouve donc :

n

Z(k —nx)’rp(z) = nx(l — z).

k=0
4. Remarquons que

f(@) = f(z) Zrk(x) =) f@)ri(z)

k=0 k=0
On a donc :
" k
@) -0l < 3|1 -1 (2]
k=0

5. Si |k — nz| < nne, on a en particulier :

ofen = -1 (5)] <

n n

n
En utilisant que Z rp(x) =1, on en déduit le résultat.
k=0
6. Remarquons que si |k — nx| = nne, on a alors

(k —nx)?
! n%n)?
On déduit :
k 2M
> -1 (5w < Z5 X k- nerni)
keJ(z)e n G keJe
oM &
< 2.2 Z(k - nz) Tk(x)
Nz k=0
2M
M
< a9 99
2nn)?
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1
ou la derniére inégalité vient du fait que le maximum de z — (1 — ) sur [0, 1] est atteint en 5 et vaut —.

4
. Fixons € > 0. D’aprés la question 4, on a 'inégalité

n

@)= Bu()] < Y

k=0

7e est donné par I'uniforme continuité. On fixe ensuite ng suffisamment grand tel que :

M
Vn = no, 2nn? <e
On a alors, pour n > ng et « € [0, 1]:
- k
[f() = Bu(x)] < Y |f(x)—f ~ (@)
k=0
k k
< @ =1 ()@ + Y @ -1 (%)@
keJ(z)e keJ(z)
<e
<27]L\f73
< he Y nl)< +e§n:(>
= 2nm2 TR\E) S 2nn? TR\
keJ(x) k=0
———
=1
< 2

On en déduit donc que Vn = ng, on a || f — By, [|eo< 2¢.
Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (Bn)n>0 vers f.

. Posons g(z) = f (a+ (b—a)zx), pour z € [0,1]. La suite (B,,) de polynémes de Bernstein associée a g converge
uniformément vers g sur [0, 1]. Posons Q,,(z) = B, ( == ), pour x € [a,b]. (Q,) est encore une suite de fonctions

polynomiales, et il est trivial de vérifier que (@) converge uniformément vers f sur [a, b].

. Par linéarité de 'intégrale, pour tout polynome P € C[X], on a:

b
/ P(x) f(x)de =0

La fonction f : 2+ f(x) est elle aussi continue sur [a, b]. Donc, d’aprés théoréme de Weierstrass, il existe une
suite (P,),, ey convergeant uniformément sur [a, b] vers f.
Pour tout n € N et tout = € [a, ], en écrivant

1@ = f@)Pu@)| = |1@) (@) - Pa@))|

et il en résulte que la suite (fP,), oy converge uniformément vers | f |2 sur [a, b]. D’aprés le théoréme d’intégration
des limites uniformes, il vient alors:

LAbU%xNde:: hnltlbf@»f%@»dx

n—r—+oo
Donc

lﬂﬂmfdxo

La fonction |f |2 étant continue positive sur le segment [a, b] dintégrale nulle, donc |f| = 0, ainsi la nullité de f
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