PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas DEVELOPPEMENT EULERIEN DE ZETA

Notations

— On note P ’ensemble des nombres premiers.
Il est possible d’indexer la suite des nombres premiers p;, ¢ =1,2,... : py =2, po =3, ps =5; ...

— Dans tout le probléme le lettre p est réservée aux nombres premiers.
— Etant donné un réel z, sa partie entiére E(x) est Uentier n qui vérifie la double inégalité suivante : n < z < n+1.

— s désigne un réel strictement positif

+oo
1
— ( désigne la fonction de Riemann définie sur |1, +oo[ par: Vs € |1, +oo[, ((s) = —
n=1 n
Fork Rk Kk
1. Démontrer que ’ensemble des nombres premiers est infinie.
N1 1
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Justifier la relation suivante (1 — —) = Z .
ns nks
k=0
3. Soit M,, = {m|m = (p1)***. (p2)**2...(pn)**", a; € N}.
(a) Montrer que
N"™ — M,
n
P (041,"‘70171,) N prai
i=1
est une bijection. En déduire que M,, est dénombrable
) 1 R 1\
(b) Montrer, par récurrence sur n € N*, que | — est sommable et Z — = H 1—-—
M/ e, meM,, m i=1 b

4. Soit f, la fonction définie sur la demi-droite ouverte |0, +o0o[ par la relation suivante f,(s) = H (1 — —) .
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Soit N le rang du plus grand nombre premier inférieur a n (N = sup{i|p; < n}.
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(a) Démontrer la relation suivante : E W < H (1 - E) .
k=1 i=1 i

(b) Etablir, lorsque le réel s est strictement supérieur a 1 (s > 1), I'encadrement ci-dessous

(¢) En déduire, pour s > 1, la limite de lexpression

n 1 —1
¢(s) = lim (1 - S)
n—-+oo e pi

—1
On écrit alors ((s) = H (1 - 1)
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5. (a) Déduire des résultats ci-dessus la nature de la série Z In (1 — >
n>1 Pn
. . 1
(b) En déduire la nature de la série —
n>1 Pn
(c) Etudier la série Z SO(T;) ou ¢ désigne l'indicatrice d’Euler

n=1
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