PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas FONCTIONS ZETA ET ZETA ALTERNEE DE RIEMANN

Partie I: La fonction Zéta de Riemann

Soit n > 1, on définit

r — —
nx
+oo 1
On note ¢ la fonction Zéta de Riemann, définie par ((z) = —
n
n=1

1. Déterminer I’ensemble de définition de (.

2. (a) Montrer que Z fn converge uniformément sur tout segment de |1, +ool.
n>1

—
=)

E ez

Y-a-t-il convergence uniforme sur |1, 4o0].

Etudier la continuité de ¢ sur |1, +00]

—
o

3. (a) Vérifier que les fonctions f, sont décroissantes
(b) Déduire la monotonie de ¢
4. (a) Montrer que Z fn converge uniformément sur [a, +oo[, pour tout a > 1.

n>1

Etudier la limite de ¢ en 400

—
=

o
N N N N N

En utilisant le théoréme de la limite monotone, montrer que ¢(x) — 400
z—1

Vérifier que les fonctions f, sont convexes

o
~ o~~~
&

Déduire la convexité de ¢ ( Utiliser la définition de la convexité)

Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, +oo] et calculer ses dérivées k-iéme

QJ

—~ o~
=

Retrouver la monotonie et la convexité de (

—
o

Tracer la courbe représentative de (

Partie II: Equivalents

7. En utilisant la comparaison avec une intégrale, montrer que :

Vn>2, Vz>I1,

oo

. En déduire un équivalent de {(x) en 1

9. En utilisant la question 7, montrer que ((z) — 1 o 27",
oo

10. Application :

(a) Donner la nature de la série Z (¢(p) —1)
p=2

1
(b) Montrer que la famille (np) est sommable od Ny = {k €N, | k > 2}
(n.p)EN3

+oo
(c) Déduire la valeur de Z (Cp)—1)

p=2

Partie I1I: Développement asymptotique en 1

1 mHde
On considére la série de fonctions Z U, OU Uy, est définie sur ]0, +oo] par v, (z) = — — / —.
n>1
1 1

11. Justifier que, pour n > let x € R}, ona: 0 < v,(x) < e m
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+o00
12. Justifier que, pour x € R%, la série Z vp () converge. On note alors v = Z v (1)
n>1 n=1
—+oo
13. Exprimer, pour z > 1, la somme Z vp(z) & Paide de ((x) et 1 — .
n=1

14. Démontrer que la série E v, converge uniformément sur [1, +oo[ (on pourra utiliser le reste de la série).
n>1

1
15. En déduire que l'on a, pour x au voisinage de 17 : {(z) = pr—] + v+ o(1).

Partie I'V: Zéta alternée de Riemann

(~1)!
PourxeRetn}1,0nposehn:x»—>7r.
oy

+oo n—1

: ) . o (1)
On note p la fonction zeta alternée de Riemann, définie par p(z) = E —

n

n=1

16. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction

17. (a) Montrer que Z hy, converge normalement sur [a, +o0o[ pour tout a > 1
n>1

(b) La série Z hy, converge-t-elle normalement sur |1, a] pour tout a > 17
n>1

(¢) Montrer que Z hy, converge uniformément sur [a, +oo[ pour tout a > 0
n=1

(d) La série Z hy, converge-t-elle uniformément sur 0, a] pour tout a > 07
n>=1
18. Justifier la continuité de p sur R
19. Déterminer la limite p en 400

20. Soit a est un réel strictement positif

(a) Justifier que h,, est de classe C* et démontrer que, pour tout k € N, la série Z hgf) converge uniformément
n>1

sur [a, o0l
(b) En déduire que p est une fonction de C* sur ]0, +o0].
21. Soit x > 1. Montrer que : p(z) = (1 —2172)((x).
22. (a) Ecrire en fonction de In2 et de /(1) le développement limité & 'ordre 1 et au voisinage de 1 de la fonction
1, puis déterminer le développement limité & ’ordre 2 et au voisinage de 1 de la fonction = +— 1 — 2172,
(b) En déduire deux réels a et b, qui s’écrivent éventuellement & ’aide de In2 et p/(1), tels que lon ait, pour x
au voisinage de 17 : {(z) = ﬁ +b+o(1).
X (=1)" lnn

23. Déduire des résultats précédents une expression, a ’aide de In 2 et v, de la somme Z

n
n=1
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Partie I: La fonction Zéta de Riemann

1. Soit z € R.

2. (a)

La série de Riemann Z — converge si, et seulement si, z > 1, donc D¢ = 11, 400[
n>1
Soit [a,b] C |1, +o0] et x € [a,b], on a :
1 1
@l = = < -

Puisque a > 1, alors la série de Riemann g — converge et, par suite, la série E fn converge normalement
n>1 n>1

sur le segment [a, b], ainsi la convergence uniforme de la série E fn sur [a,b]
n>1

1 . . 1. .
Pour tout n > 1, on a f,(x) ﬁ) -~ et la série harmonique Z — diverge, donc la série Z frn ne converge
= n>1 n>1
pas uniformément sur |1, +o0[

Pour tout n > 1, la suite f,, est continue sur |1, +o0[ et la série Z fn converge uniformément sur tout
n>1
segment de |1, +00]

-1
Soit n.> 1, la fonction f, est dérivable sur R et f}(z) = —" <0
n

Soit x,y € ]1, +oo] tels que x < y, alors pour tout n € N*, on a f,,(y) < fn(z). Les deux séries Z fn(x) et

n>1
+oo +oo
Z fn(y) sont convergentes, alors Z fuly) < Z fn(x), soit {(y) < ((z)
n>1 n=1 n=1

Soit @ > 1 et x € [a,+o0[, on a :
1 1
[fal2)l = —= < =

. . . 1 . .
Puisque a > 1, alors la série de Riemann E — converge et, par suite, la série E fn converge normalement
n
n>1 n>1

sur [a, +oo[, ainsi la convergence uniforme de la série E fn sur [a,+o0|
n>1

La série Z fn converge uniformément sur [a, +oo[ et pour tout n > 1,
n>=1

1 sin=1
fulx) —— €, =
z—r+o00 0 sinon

Par le théoréme d’interversion limite somme, ¢ admet une limite finie en +oo et

+oo
1. = =
i 6@) =2 b =1
n=1
La fonction s — ((s) est une fonction décroissante, d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle admet
une limite dans R U {+o0}. Supposons que cette limite L soit finie. Pour tout entier N et tout réel x > 1,
on a

N
> — <) <L
n:lnm

N

1 1
Pour N fixé, on fait tendre x vers 1, ce qui nous fourni I'inégalité E — < L. La série E — est & termes

n n

n=1 n>1
positifs donc la suite de ces sommes partielles est croissante. L’inégalité précédente montre que cette suite
est bornée donc elle converge, ce qui implique que la série E — est convergente, ce qui est faux. Ainsi
n
n=1

lim ¢(z) = +oc.

z—1t
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(a) Soit m > 1, la fonctions f, est deux fois dérivable sur R et

In? (n)

nm

Ve eR, f](z)= >0

Ainsi f,, est convexe
(b) Soit z,y € ]1,+00[ et A € [0,1]. Pour tout n € N*, la fonction f,, est convexe sur |1, +oo] : elle érifie alors
I’inégalité de convexité, soit

fo Az + (1= XNy) < Afn (@) + (1= A) fn (y)

Les deux membres de cette inégalité sont les termes de deux séries convergentes, donc

+00 “+o0 +o00
an(/\x+(1_>\)y) < /\an(x)"_(l_/\)an(y)
n=1 n=1 n=1

Soit
Oz + (1= N)y) <X () + (1 =) (y)
D’ou la convexité de ¢
(a) — Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe C*° sur |1, 4+o00|
— La série Z fn converge simplement sur |1, +oo[ de somme ¢
n>1
(=1)" In"(n)

— Soit p > 1 et [a,b] C ]1,+oo[. Pour tout = € [a,b], on a o (x) = —
n

. En conséquence

fr(zp) (x)’ _ lnpgn) < In”(n)

n® ne
In”(n)  In”(n)

n® ne—®* n—+oo

. . . In”(n)
0, donc, par le critére de Riemann, la série Z —_—

n>1

Pour « € |1, a[, on a n®.

nll

converge. On en déduit la convergence normale de la série Z f,(Lp ) sur [a, b], puis sa convergence uniforme
n>1
sur [a, b].
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, la fonction ¢ est de classe C* sur |1, 4+o00[ et pour tout
x€]l,4o0[et pe N, on a:
X (1P’ (n
n—

(b) ¢ est de classe C* sur ]1,+o00[ et pour tout = € |1, +oo[, on a :

+oo +00 . 2
¢ (z) = Z —ln(n) <0 et ("(z)= In"(n) >0

n® n®
n=1 n=1

On en déduit la décroissance et la convexité de ¢
(c)
C
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Partie II: équivalents

1
7. Soit n > 2 et x > 1, la fonction t — e est décroissance sur [1, +ocl, alors pour ¢ € [k, k + 1], on a :

1 1 1 k+1 1 k+1 1 k+1 1
- < — = —— _dt< —dt < —dt
kt1l)e St Sk /k (k+1) /k tr /,c =

1

k+1
— 7</ Lar<t
G+ S ), =TSk

k1 k
1 1 1

/ Lars / L
koot ke S it

(k+1)1—z kl—x 1 . kl—x B (k_l)l—x

- <7\
11—z 1—=x k=z 1—=z 1—=x

On somme ces inégalité de n a N et on tient compte des sommes téléscopiques, on obtient

Ou encore

ceci implique

(N + 1)1—90 - N —x (’I’L _ 1)1—36
1 —x Z kr =

11—z lfx_ 1—2z

Puis on fait tendre N vers 400, on obtient I'inégalité

8. On applique les inégalités précédentes avec n = 2, on obtient

2190
\Zkz _

Puis, on ajoute 1 & chaque terme figurant dans les inégalités, alors

2171
z—1

< (¢(z) < 1+L:»z71+21 T < (r—1)¢(x) <z

1
+ x—1

Orz—1+21"% — 41 al 1 — 41, soit ~
T + — 7 1y alors (z —1)((x) — 7 1y sol ¢(x) i

9. On applique les inégalités précédentes avec n = 3, on obtient

31m 21:v
\ka _

Puis, on multiplie chaque terme figurant dans les inégalités par 2%, alors

2
5 x
<2 ka\ _
0 (%) 2 1 2m+oo 1 | 9% — o (2-5). Aing
r31_ p— Oetx_1 p——— 0, alors ka ﬁ—%O soit {(z) —1— =0(277). Ainsi

C(x)—1 +f\odo 27F

1 1
10. (a) Le terme général de cette série (p) — 1 ~ o5 Par la comparaison avec la série géométrique de raison 2 la

série E converge

(b) II's aglt d’une suite double de réels positifs

elamdaoui@gmail.com 5/9 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP#* CORRECTION

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas FONCTIONS ZETA ET ZETA ALTERNEE DE RIEMANN

1 1
— Soit n > 2, la série Z — converge car il s’agit d’une série géométrique de raison — € ]0, 1[ de somme
s n
. 1
g _ <1 2 1
n - = =
= np 1 1 nn-1)
n
— La série Z S, converge car S, ~ el et
n>2
—+oo
1 1
Sn =1
Ss-3(tonh)
n=2
. 1
Donc la famille | — est sommable.
»
(n,p)EN3
1
(c¢) D’apres la question précédente la famille () est sommable, on fait appel au théoréme de Fubini
(n,p)EN3
ou d’interversion »_ >
+oo +o00 400 +o00 400
POIGOEIVEEED S) SF- D S) OF-
p=2 p=2n= 2 n=2p= 2
S
N nin—1)

n=2

Partie I1I: Développement asymptotique en 1

1
11. Pour n > 1 et x € R, I'application ¢ r est décroissante sur [n,n + 1] (qui est un intervalle de longueur 1),

1 /”“dt 1
- g \ P
(n+1)" S A

donc

1 1
On en déduit que : 0 < v, () < . m
12. Powr & € RY, la suite (- (vers 0) 2"21 ! 1L a e
. Pour , la suite | — converge (vers 0); comme ——F— ) = 1—- ———, la série
) & ekt 1) (n+1)"
1 1
Z ( — (+1)> converge. De ’encadrement de la question préc’edente, on déduit la convergence de la
n® n z
n>1
série Z Un ()
n>1
13. Pour x > 1, on a :
PIIAEED DETY (TS F R
vg(z) = — = — T) — ——
F k® 1 tT n—+oo z—1
k=1 k=1
Donc
+oo 1
S nle) = ¢la) — ——
n=1
—+oo
14. La série Z vy, converge simplement sur [1, +o0o[. On note R, (x) = Z v () le reste d’ordre n de la série. On
n>1 k=n+1
a: .
o0
1 1 1 1 1
(=) k;ﬂ (kw (k + 1)m> (n+1)° kot k®  (n+ 1)
1
Ainsi déduit R, < 0. D la séri n iformé t
insi, on déduit que ze[sll,lfoo[| (2)] CES e onc la série an vy, converge uniformément sur

[1, +o0l.
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1 1 1 1 1
15. Pour z €]1, 400, v,(x) = i . (nzl T 1)11) ;on(1) = — In(n+1) + Inn.
vy, est continue, sauf peut-étre en 1.
1 1
En 1:en posant h =2 — 1, — = — 4 o(1) par continuité de ’exponentielle z — n~% en 1 et
ne n
1 1 _ 1 _ l (67hlnn o efhln(nJrl))
l—z \n*! (n+1)=—! h
1
- E(“ — Rlnn+ o(h)) — (1 — hln(n + 1) +o(h))

= In(n+1)—Inn+o(1)

1
Donc v,(z) = — + In(n + 1) — Inn + o(1) et, par suite, v, est continue en 1.
n

On en déduit que la série E ., Un est une série de fonctions continues sur [1,+occ[. La convergence uniforme
nz
sur [1, 4+o00[ entraine donc la continuité de sa somme sur [1, 4+00].

1 +oo +oo
On en déduit que ((z) — = Zvn(x) = (Z vn(1)> + 0(1) = v + o(1) au voisinage de 1. D’ou
n=1 n=1

x—1

1
C(z) = — + v+ o(1) au voisinage de 17.
T _

Partie I'V: Zéta alternée de Riemann

(_1)71—1

16. Soit z € R; si x > 0, alors la suite <1z> tend vers 0 en décroissant ; donc la série alternée Z ”
n n=1 nzl "

(_ )nfl (_1)n71

converge; si x < 0, la suite () ne converge pas vers 0, donc la série Z e
n>1

diverge (grossie-
nz

=z n>1
rement).
(_1)77,71

1 L. 1 .1
oy < a Comme la série Z 3 est indépendante de

17. (a) Soit @ > 1 et = > a, alors pour tout n > 1, ‘
n>=1

et convergente, la série E h,, converge normalement sur [a, 400].
n>1

1 1
(b) On a || Ay ||ga} = — et la série harmonique Z — est divergente, donc Z hy, ne converge pas normalement
n n>1 K nz1
sur |1, al.

(c) Soit a > 0 et x > a. La série Z hn(z) est alternée vérifiant le CSSA, alors
n>1
Ra@)] < s (@] € —
n X n+1 X (n + 1)(1
1
(TL +1)% no+oo

Donc || Ry, ||oo< 0. On en déduit qu’elle converge uniformément sur [a, +o0].

(d) Pour n € N*, on a || Ay, H]o%’a]: 1 4 0, d’aprés la condition nécessaire ,la série Z hn ne converge pas
n>1
uniformément sur 0, a]

18, — Z h., est une série de fonctions continues sur ]0, +00]
n>1
: o (="t s
— Soit [a,b] C ]0, +o0], alors pour tout = € [a, b], la série Z ~——— est alternée vérifiant le CSSA, alors
n>1
(=n" 1
R,(z)| < <
[Fn ()] (n+1)" (n+1)e

1
(n+1)% no+too

Donc || Ry, ||oo< 0. Ou encore Z hy, CU sur tout segment de R*,.

n>1
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+o0
Donc la fonction p = Z hy, est continue sur R’}
n=1
(=p~t (="t - .
19. Comme, pour tout n > 2, 0 et que, pour n = 1, ———— = 1, le théoréme de passage a la
n< T—+00 z

limite terme & terme permet d’affirmer que

+oo -1
—1)"
lim p(z) = lim ()i =1
r— 400 — r— 400 nt
20. (a) — Pour tout n > 1, la fonction h,, est de classe C* sur |0, 00|

— Soit p > 0. Le résultat est déja démontré pour p = 0, alors on suppose désormais que p > 1. Pour tout
(_1)p+n—1 lnp(n)

nﬂ?

x € [a,+00[, on a AP (x) =
In? (t)
tr

Pour z et p fixés, on considére la fonction ¢ définie sur [1,4o00[ par ¢(t) =

¢ est de C* sur [1,+oo] et
p—aln(t) ,
¢'(t)= R — In"""(t)
Donc ¢’ est négative sur lintervalle [65,—1—00[ et positive sur [1,65]. Donc ¢ est décroissante sur
[ef, +oo[ et croissante sur [1,65].

In?
On en déduit que la suite (nin)> est décroissante a partir du rang N, = E (e%) + 1; donc la
n n>1

série alternée Z h%p)(ac) converge et, pour n > N,, son reste d’ordre n, p,(z), vérifie :

n>N,
In’(n+1) In”(n+1)
n < |(~1 n—+p .
) < [y ) <
Donc sup |pn ()] < In(n + 1) 0. Donc la série E h{P) CU sur [a, +oo]
e>a T (n+1)* ot " ’ '

n>=1
(b) e Pour tout n > 1, la fonction h,, est de C* sur |0, +oo[;

e Pour tout p € N, la série Z h;”) converge uniformément sur tout segment inclus dans ]0, +oo].
n>=1
D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, g est de C*° sur |0, 400 et

Va > 0, P (z) = +§ (—1)"+p—171np (n)
9 M - —~ ne
21. Pour x > 1, on a :
+oo _ +o0
- (=)t -1 - -2
n=1 k=1

+oo 1
_ _21—95 Z k?g — _21—z<(m)
k=1

On en déduit Pégalité : pu(z) = (1 —2177)((x).
22. (a) On pose h =z — 1. Comme p est dérivable en 1, au voisinage de 1, on a :
p(x) = p(l)+ k(1) +o(h)
= In2+ (z— 1)/ (1) +o(x —1)

On a aussi :
1— 21—I _ 1— e—hln2
In?2
— hln2- nThz +o(h?)
In??2

= (@-D2-—=(e -1’ +o((@-1)*
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(b)
w(z In2+ hu'(1) + o(h
o - D 10)+of1)
hin2— ==h? + o(h?)
B 1 In24 A/ (1) + o(h)
o In2
foln2 1-— 1QTh—i—o(h)

- @ (In2+ b/ (1) + o(h)) (1 + lnTQh + o(h)>

- ﬁ (1n2 +h (M’(n + 1“:2) + o(h>>
- (5 v

23. Par unicité du développement limité en 1+ (éventuellement en multipliant par (x — 1)), on déduit de la question

(1 In2 In2
15.) les égalités a = 1 et Mln(2) + HT =b=+.Dou /(1) =1n2 ('y - I;)
too n—1
(=)™ tlan , In2
D’aprés 20b. ——=—py () =n2(——-7v).
aprés 20b.), Y- 00 W)=z (52

n=1
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