PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

[ es mathématiques en prépas FoncTion DiGaMMA

Partie I: Préliminaire

1. (a) Soit z € )0, +oo[, démontrer que la fonction ¢ — e~ '#*~1 est intégrable sur |0, +oo]
+oo
(b) On note, pour tout z € |0, 4+o0[, I'(x) = / e '~ dt ( Fonction Gamma d’Euler ).

0
Démontrer que pour tout z € )0, +oo|, I'(z) > 0.

(c¢) Démontrer que la fonction I' est dérivable sur |0, +o0o[ puis exprimer I"(x) sous forme d’inégrale.
"1 1
2. Pour tout entier n > 2, on pose u,, = / —dt — —.
n—1 t n

(a) Utiliser un théoréme du cours pour justifier simplement que la série Z U, converge

n>2
(b) Pour tout entier n > 1, on pose H,, = Z — —In(n).
Démontrer que la suite (H,),,~, converge On note dans la suite v = ngr}rlooH
Dans la suite de ce probléme, on définit pour tout z € |0,+oo[, ¥(z) = (@) appelée fonction

Digamma.

Partie 1I: Expression de la fonction Digamma a 1’aide d’une série

3. Pour x € ]0, +o00[ et pour tout entier n > 1, on définit la fonction f,, sur 0, +oo[ telle que:

t n
pour tout ¢ € ]0,n], fo(t) = (1 - > t*~1 et pour tout t € Jn, +oo|, f.(t) =0
n

(a) Démontrer que pour tout z <1, In(l—z)< —z.
En déduire que pour tout entier n > 1, pour tout x € ]0,+o00o| et tout ¢ € |0, +o00[, 0 < fi, () < e 1= ~1

(b) En utilisant le théoréme de convergence dominée, démontrer que pour tout x € |0, 4+o00],

n t n
I'(z) = lim <1—) t*=dt
0 n

n—-+o0o

1
4. On pose, pour n entier naturel et pour z € 0,400, I,(z) = / (1—u)" v 'du
0

(a) Apreés avoir justifié I'existence de l'intégrale I, (x), déterminer, pour « > 0 et pour n > 1, une relation entre
I(z)et I,_1(x+1)

(b) En déduire, pour n entier naturel et pour x € ]0, +o00[ une expression de I, (z)

(c) Démontrer que, pour tout x € ]0, +00|,

nln®
I'(z) = lim ———— Formule de Gauss

n—+oo
H (x+k)
k=0

1 n n T o
5. En remarquant que pour n > 1 et x € |0, +00[, — H ( ) = ¢%n H [(1 + 7> eT}, démontrer que pour
s k= k
tout = € ]0, +o0|,

1
—— =z lim Kl +

) e%] Formule de Weierstrass
F(x) n——+o0 h

6. (a) En déduire que la série Z [ln (1 + %) — z] converge simplement sur |0, +00|
k>1

+oo
(b) On pose, pour tout x € ]0, +o00[, g(z) = Z [ln (1 + %) — %} Démontrer que I'application g est de classe

C! sur 0, +00[ et exprimer g’(z) comme somme d’une série de fonctions.
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L -1 X1 1
(c¢) En déduire que, pour tout x € 10, +o0[, ()= — —7v+ - —
x Pt k k+4+x

+oo
7. (a) Que vaut ¢(1)? En déduire la valeur de l'intégrale / e ln(t)dt
0

(b) Calculer, pour tout x € ]0, +o0[, ¥(x + 1) — ¢(x) puis démontrer que, pour tout entier n > 2,
n—1 1
Y(n) =—v+ ; %

B 1 B 1
Ck4y+1l k+y+a

Démontrer que la série E Ji converge uniformément sur 0, +oo[. En déduire lir_~r_1 (W (x+n)—9(1+n)).
n—-+0o0
k>0

(c) On pose, pour tout (z,y) € ]0,+00[> et k entier naturel, ji(y)

8. Déterminer l’ensemble des applications f définies sur |0, +oo[ et & valeurs réelles vérifiant les trois conditions:
o f(1)=—v;
e pour tout z €]0,4+o00[, f(z+1) :f(:c)—i-%;
e pour tout = € |0, +o0], lim (f(z+n)—f(1+n))=0.

n—-+oo

Partie III: Probabilité

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.

On effectue un premier tirage d’une boule dans I'urne et on adopte le protocole suivant : si on a tiré la boule numéro k,
on la remet alors dans I'urne avec k nouvelles boules toutes numérotées k. Par exemple, si on a tiré la boule numéro 3,
on remet quatre boules de numéro 3 dans 'urne (la boule tirée plus 3 nouvelles boules numeéro 3). On effectue ensuite
un deuxiéme tirage d’une boule. On note X (respectivement Y ) la variable aléatoire égale au numéro de la boule
choisie au premier tirage (respectivement au deuxiéme tirage).

9. Déterminer la loi de la variable aléatoire X ainsi que son espérance E(X);

10. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y et vérifier que pour tout entier naturel non nul k € [1,n],

]P’(Y—k)—i<1/)(2n+1)w(n+1)+k_|k_n>

11. Calculer l'espérance E (Y). On pourra utiliser, sans démonstration, que

- k2 1—n
;n(n+k) = +n@@2n+1)—¢Y(n+1))
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Partie I: Partie préliminaire

1. (a) Soit > 0. La fonction h, : t +— e~ #*~! est continue sur ]0, +oo[ par produit de fonctions continues, les
fonctions exponentielle et puissances étant bien continues sur |0, 4+o0].

1
— En0:Onah,(t) ~ t* 1=_—"avecl—-z<1
t—0+ tl—=

t—+oo ?
Ainsi, par comparaison de fonctions positives et critére de Riemann en 0 et en 400, hy : t +— e ‘¢! est
intégrable sur ]0, 4+-o0[.

1
— En +o00: On a t?e %1 = ¢*+le=t 5 ( par croissance comparée, d’oil h,(t) = 0 ( >
—+00

(b) Soit > 0. La fonction h, définie dans la question précédente est continue et strictement positive sur

+oo
10, +00[. La positivité de l'intégrale nous donne / he(t)dt = 0 et la continuité de h, implique qu’on ne
+o0 0
pourrait avoir / ha(t)dt = 0 que si h, était identiquement nulle sur ]0, +00[, ce qui n’est pas le cas.
0

+o0o
Ainsi I'(z) = / hy(t)dt > 0, et ce pour tout z > 0.
0

R xR, — R
(v,t) > hg(t) =e ft=7!

— Pour tout ¢ > 0, z — h(z,t) est de classe C' (et méme C* en fait) sur R%. On a donc l'existence de

(c¢) On définit h : {

oh oh
5z o tout (R*)? et, pour tout ¢ > 0, la continuité de z — a—(x,t) sur RY.
x x

h
Notons d’ailleurs qu’on a, pour tout (z,t) € (R%)?, 8—(1:,15) =In(t)e =L,
x
Oh
— Pour tout x > 0, t — —
Ox
— Soit [a,b] un segment de R%. On a donc 0 < a < b.

(x,t) est continue (donc continue par morceaux) sur RY .

V(z,t) € [a,b] x RY,

—tsa—1 it <
ah(w,t)‘< |In(¢)|e~ "t sit<1
Oz In(t)e ‘=1 sit>1

|In(t)|e7tte=1 sit <1

. Cette fonction est
In(t)e tb=1  sit>1

Notons donc ¢ la fonction définie sur RY par ¢(t) = {

continue par morceaux (et méme continue en fait).

— En +o0: Pour t > 1, on a t?p(t) = !0 In(t)e~t, donc t2¢(t) s 0 par croissance comparée, d’olt
—+00

0= o (%)

— En 0: Pour t €]0,1], on a t!=3¢(¢) = t2|In(t)|e — 0 (toujours par croissance comparée, car
=0

1 a
a > 0), donc p(t) = L0, (tl_;) avec 1 — 5 < 1.
Donc ¢ est intégrable sur |0, 4o00].
On en déduit 'hypothése de domination sur tous les segments de |0, +ool.

Cela prouve finalement que I' est de classe C'! sur |0, +o00[, donc dérivable, avec :

“+o0 8h “+o0o
Vo >0, IV(z) = / —(z,t)dt = / In(t)e """ Ldt.
0 Ox 0
. "1 1
2. Pour tout entier n > 2, on pose u,, = / —dt — —.
n—1 t n

1,40 — R . . .
[ —j; [ L Comme la fonction f est continue (donc continue par morceaux),

(a) Notons f : {
t
décroissante et a valeurs positives, le théoréme de comparaison série intégrale indique que la série

n
> ( / f@®)dt—f (n)) converge, c’est-a-dire que Y u, converge.
n>2 n—1

n>2
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(b) Pour tout entier n > 1, on pose H,, = (E i) (n).
k=1
Pourn > 2 onazn:u _/"dt_i:l ar relation de Chasles, d’otu: Zu In(n Zn:l
o k:zk_lt zkp k2k_ k:k

Comme la suite (Z uk> converge par la question précédente, il s’ensuit que la suite (H,,),>1 converge.
k=2 n>2

On note dans la suite v = lirf H,.
n—-—+0oo

Partie II: Expression de la fonction Digamma a 1’aide d’une série

3. Pour z €]0, +00[ et pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, sur ]0, +oo] par :

fn:m{@—;)”t“ si ¢ €)0,n]
0

sit>n

(a) On peut établir I'inégalité souhaitée par simple étude de la fonction = +— In(1 — z) + 2 sur | — 0o, 1], ou bien
par un argument de convexité : en effet la fonction In est concave sur R , donc son graphe est au-dessous de
chacune de ses tangentes. Comme la tangente en x = 1 a pour équation y = z — 1, on en déduit : Vo € R,
In(x) < « — 1. Il vient ensuite, via deux changements de variable successifs : Vo > —1, In(1 4+ z) < z, puis
Ve <1,In(l—z) < —=z.

Ensuite, soit n > 1 (et, normalement, © > 0 est déja fixé aussi dés ’énoncé de la question IIL.3.). La
fonction f,, est positive par définition.

De plus, pour tout ¢ €]0,n[, f.(t) = entn(1=%)pz— 1 avec In (1 — %) < —% par la question précédente,
vu qu’on a bien % < 1 pour t €]0,n[. On en déduit, par croissance de I'exponentielle et produit par une
quantité positive : f,,(t) < e (=%)gr=1 = e=t4==1_ Enfin fn est nulle sur [n, +oo[, tandis que la fonction
t = e 11 est positive, d’ot finalement ’encadrement :

Vi >0, 0< fult) <e oL,

(b) Comme demandé, on applique le théoréme de convergence dominée :
— Pour tout n > 1, f,, est continue par morceaux sur R .

— Soit t > 0. Il existe N € N tel que N > ¢, par exemple N = |t] +1. Alors, pour tout n > N, t €]0,n], e

donc fu(t) = (1—£)" tr L. Or, (1 — 1) =03 et n(1— L) = =L 4 0(L), done (1— ;)" =
e(m5Ho(R) = e—to(l) 4 o ¢ par continuité de I'exponentielle. Donc f,,(t) — e =71
n—>+oo n—+00

. L . * : —tyx—1
On a ainsi prouvé que (fy,)n>1 converge simplement sur R* vers la fonction ¢ — e~ "~

— De plus, pour tout n > 1 et pour tout t > 0, |f.(t)| < e *t*~! par la question précédente, et on a
prouvé dans la premiére question du probléme que la fonction ¢ + e~ ‘#*~1 est (continue bien siir et)

intégrable sur R* .

+00 +oo
Donc, par le théoréme de convergence dominée, / fat)dt — / et L.
0 0

n—+00
Comme f,, est nulle sur [n,+oo|, cela donne finalement :

n t n
/ (1) t* 7t — T(z),
0 n n—-+o0o

et ce raisonnement a bien été mené pour tout x > 0.
1
4. Pour tout entier naturel n et tout « > 0, on pose I,,(z) = / (1 — u)"u"du.
0

(a) Soient n € N* et z > 0.
La fonction a : u +— (1 — u)"u®"! est bien définie et continue sur ]0, 1].

1
De plus, a(u) ~ w1 = " avec 1 —z < 1, donc « est intégrable sur |0, 1] par comparaison de

u—07t -z’
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fonctions positives et critére de Riemann.

Cela assure la bonne définition de I,,(x).
uw

On définit maintenant sur ]0, 1] les fonctions o : u +— (1 —u)™ et ag : u — —. Ces fonctions sont de classe
x

C!, et on a ag(u)as(u) qui admet une limite finie pour v — 0%, en l'occurrence 0. On en déduit, par
intégration par parties :

@ = [ e

u—0F

1
= aj(laz(l) — lim al(u)ag(u)f/o ol (w) o (u)du

1
= O—O—i—ﬂ/(l—u)"_lumdu
T Jo

n
= — Ly ]_
- 1(z+1)

(b) Soit z > 0.

1 z71 1
On a I(z) :/ u L dy = [u } - _
0 X 0 X

Soit m > 1. On a, par une récurrence immeédiate,

n n n-—1 n! n!
In(z) =2 ”‘1<x+1>:§Xml”_Q(HQ):x(x+1)~~(x+n—1)10(x+n):x(m+1)~-(m+n)

4
(c) La fonction ¢ — — réalise une bijection strictement croissante et de classe C! de ]0,n] sur ]0,1]. Via le

t
changement de variable u = —, on obtient donc :
n

n n 1 1
/ (1 - t) t*ldt = / (1 —u)"(nu)* 'ndu = nz/ (1 —u)"u"tdu = n"I,(z).
0 0 0

n

Le résultat de la question 3.b. se réécrit ainsi : I'(z) = liIJIrl n”I,(z). Et le calcul de la question précédente
n—r—+0o0o

permet de conclure :

n! nln
I = 1 ® = 1 _

Cette relation est appelée formule de Gauss
. Soient n € N* et = > 0.
L’indication donnée (fallait-il la prouver 7) est immeédiate en remarquant qu’on a

> i 1
& ® _ E
ean:e =1 e mln(n):<||ek>><
ne
k=1

Ensuite, d’aprés la formule de Gauss établie & la question précédente, on a :

n n

(x+ k) (k+z) n
—Fl — lim ’“UOW — lim Zxkl:lln — lim %H(H%)
(aj) n—+too  nln n—-+oon 1—[ i n—+oomn it
k=1

Grace a l'indication fournie, on réécrit :

1 . T
— = lim ze®f» [(1 7) e_%} .
[(z) n—too kl:[l + k

Or H, — ~ donc, par continuité de 'exponentielle, e*’n — ¢®7 et, finalement, par produit de limites,
n—-+oo n—-+oo

o = i T[[(1+2) ]
k=1

Cette formule est appelée formule de Weierstrass.
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(a) On note qu’on pourrait répondre directement a la question a ’aide d’un DL d’ordre 2.

s

Si 'on veut rester dans les clous du sujet, on commence par réécrire la formule précédente :

10+ 2 ro

Par continuité de In, on en déduit :

In (H Kl + %) eﬂ) n~>—+>oo In (W) , C’est-a-dire

i [ln (1 + %) - %] e —In (D(z)ze™).

x x
En particulier, on a prouvé que la série Z {ln (1 + E) — E} converge. Ceci ayant été démontré pour
k=1

tout x > 0, on a établi la convergence simple de la série de fonctions Z gr sur |0,4o0[, ou l'on pose

k>1
—1 (1 + x) x
cx—In ) - -
9k 2 2
“+o0
On note g = >, g sur )0, +o0l.
k=1
Outre la convergence de Y gi vers g établie a la question précédente, on a :

k>1
— Les fonctions gj sont toutes de classe C'* sur ]0, 4+o0].

1 1
— Pour tout k > 1, pour tout = > 0, g;.(x) = e _k(%ﬂ'
x x

b
Soit [a, b] un segment de R* . On a donc 0 < a < b. Alors pour tout k& > 1 et tout = € [a, 1], |g;, ()] < =
b
et, comme Z = converge, on a établi la convergence normale, donc uniforme, de Z gr sur [a, b].
k>1 k>1
+oo +oo 1 1
On en déduit que g est de classe C*, avec : Vo > 0, ¢'(z) = > gi(z) = > -—.
Par la question 6.a., on a, pour tout x > 0,
g(z) = —In (D(z)ze’) = —In (I'(x)) — In(z) — ya.
Dérivant cette relation sur R7, on obtient :
@) = Mz) 1
(z) = ’
o I , 1
c’est-a-dire, vu que 9 = ik Y(x)=—¢'(x) — = — 7.
C "(x) Jrfjo . ! +§Ojo ! +1 final t établi
omme —¢g'(x) = — — -] = ————— + — ], on a finalement établi :
g “\kre k) &2 Ukys k)
+o00o
1 1 1
Va > 0, =——— = — .
v ¥(z) x 7+k21<"5 k—l—x)
too /1 1
Posant © = 1 dans la formule précédente, on trouve : (1) = —1 — vy + > 5 nrrl) d’ou, par
k=1
télescopage, ¥(1) = -1 —vy+ 1= —v.
De plus T'(1) = o etdt= lim [—e !]¥ = lim 1—e ¥ =1 donc, vu que (1) = r'a on obtient
0 X—+oo 0 X—+oo ’ F(l) ’

+oo
I’(1) = —v. On constate que I''(1) = / e 'In(t)dt, d’ott finalement :
0

+oo
/ e In(t)dt = —.
0
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(b) D’apres la formule de la question 6.c., on a, pour tout = > 0,

1 1 =X 1 =1 1
e+ )=o) =~y + 00> () 2 )

par somme de séries convergentes. Et donc :

+o00 oo
1 1 1 1 1 1 1
1) — == - - = - Tz
W+ 1)~ () = Hl+;(,§+x 1) k_o( o Ee)

Remarque :. On aurait aussi pu procéder ainsi :

ot )=t = - T (o (MDY,

Or, il est bien connu que I'(x 4+ 1) = «I'(x) (il suffit d’intégrer par parties), donc

d 1
Yz +1) —Y(z) = I (In(z)) = e
En particulier, pour tout k € N*, (k + 1) — ¢ (k) = %
Il s’ensuit, pour tout entier n > 2,
n—1 n—1 1
P(n) =P(1)+ Y (k+1) = (k) = —y+ T
k=1 k=1

RY — R
(c) Soit & > 0 fixé. Pour tout k € N, on définit jj : 1 1

4 k+y+1 k+y+a
Cette notation est discutable : il aurait peut-étre été préférable de noter ji o, pour insister sur le fait que

Uon travaille a x > 0 fixé, et que la convergence uniforme étudiée ici ne porte que sur la variable y.
0 ¢ véorire ji(y) k+y+ox—k—y—1 z—1 d
n peut réécrire = = onc,
P MY = ey +Dk+y+a) ty+Dk+y+a)

|z — 1]
(k+1)(k+z)

|z — 1] |z — 1]
(k+1)(k+ ) kotoo k2

Vy > 07 |jk(y)| <

|z — 1
Comme e ——
,go (k+1)(k +z)

gence normale, donc uniforme, de > ji sur |0, +o00].
k>0
Ensuite, reprenant la formule de 6.c., on a, pour tout n € N*,

YRS S S S W o SRS B B o SIS
ren = x+n no k k+x+n — E k+1+n)/)’

et selon le méme principe de calcul qu’a la question précédente, on aboutit a :

“+oo 1 1 “+o0
7J}(x—’_n)_w(l—i_n):,CE:<l€—|—1~6-n_l<:—|—x—|—n> :ijk(n)~
=0 =0

est une série convergente, vu que , on a la conver-

Or, pour tout k € N, ji(n) —+> 0 dong, par le théoréme de la double limite (qui s’applique ici car la série
n—-—+oo

de fonctions étudiée converge uniformément sur un voisinage de +00),

+oo
lim (¢¥(z+n)—¢(1+n)) = lim j(n) = 0.

n—-+oo n—-+4oo
k=0
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8. Par analyse-syntheése :

— Analyse : Soit f solution. On va montrer que f vérifie la formule de v établie en 6.c., & savoir :

V>0, f(z >=——7+Z< kw)

1
Puisque 1= ft+1)— f(t) pour tout t > 0, on a

+o00 too
Z(;_l> = > (flk+1) = fk)— f(k+ 2+ 1)+ f(k+))

k=1 ktax k=1

k=1

= nEﬁ;(i fk+1) +Z flk+z)— (k+:17+1))>

= lim | f(n+1)—

n—-4oo

~

M+f1+2z)— f(n+x+1)

-

= SNty - Tm (f 14— (1) = f@)+ 1+,

=0
ce qui montre bien la relation voulue, et donc f = .

— Synthése : La seule solution éventuelle au probléme est donc . Mais on a prouvé en 7.a., 7.b. et 7.c. que
1 satisfait les trois conditions voulues, donc finalement ¢ est solution, et c’est la seule.

Partie III: Autour de la fonction Digamma

Soit n € N*.

9. On suppose les boules indiscernables, ce qui implique qu’a tout moment de ’expérience, chaque boule de I"urne
a la méme probabilité d’étre tirée, peu importe son numeéro (cette hypothése n’était pas faite par I’énoncé — est-ce
un oubli ou un acte volontaire de la part du concepteur du sujet ¢ — mais elle est éminemment raisonnable).
Avec cette hypothése, X suit la loi uniforme sur {1,...,n}. On a donc, pour tout k € {1,...,n}, P(X =k) ==

Il s’ensuit
- - +1) n+1
= kP(X = =
,; ( == k= 5

k=1

10. Vu Pexpérience, Y prend ses valeurs dans {1,...,n}.
Soit k € {1,...,n}.
On utilise la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements
{(X=1),X=2),...,(X=n)}:

3\'—‘

- N
= k)= Px=j(Y =k) x P(X = j) = EZP(X:J‘)(Y = k).
=1 =

On calcule cette somme en distinguant selon les valeurs de j (j = k ou j # k). En effet, pour j = k, le premier
tirage aura amené k boules numérotées k en plus dans l'urne, tandis que pour j # k, le premier tirage n’aura
pas amené de boule numérotée k supplémentaire dans I'urne. Ainsi :

1 1 k+1 1
P(Y =k) =~ | Pix—i(Y = k) + > Px_py(Y =k) =\t > —
1<j<n, j#k 1<j<n, j#k 7
1 n
T k+n+;j
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CORRECTION

FoNncTiION DIGAMMA

2n n n
Or, par 7.b., v(2n+ 1) —¢(n+1) = -2 += %:Z#

—, d’ott finalement :

o
Il
3
+
=
<
Il
=
<

Vke{l,....n}, P(Y = k) = - (kjin—kwﬂn—kl)—w(n—kl))

11. Ona E(Y) = Xn:kP(X:k)zk:z<kf_n—|—¢(2n—|—1)—1/)(n—|—1)>,donc:

2 n
E(Y) = n<nk+k)+ gl(w(2n+1)*¢(n+1))~

Utilisant I'indication fournie,

Fn(En 1) — b+ 1)+ I (G0 +1) - v+ 1)

1;” + 3n2+1(1/1(2n+1)—1/)(n+1)).

Et on est un peu perplexe devant ce résultat : €tait-ce ce a quoi I’énoncé voulait arriver ?
Remarque :. Il n’était pas demandé de démontrer I'indication fournie, mais elle n’avait rien d’extraordinaire :
k2 "k k n+1 “n4+k—n n+1 - n
Zn(n—|—/€) :Z(n_n+k> T2 _Z n+k 2 _Z 1_n—|—lc
k=1 k=1 k=1 k=1
n+1

n 2n
- —n—l—nz 1 _1—n+nz 1 1-n
k=1

n+k 2 P +n(¥(2n+1) —p(n+1)).

k=n-+1
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