PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas LES POLYNOMES DE BERNOULLI

On notera indifféremment P pour désigner un polyndéme ou la fonction polynomiale associée

Partie I: Polynomes et nombres de Bernoulli

1. Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polynéme @ € R[X] tel que:

Q =P et /1Q(t)dt:0
0

2. On peut donc définir une unique suite de polynémes (B,), déterminée par By = 1 et telle que pour p > 1

1
B,=pB, 1 et / B, (t)dt = 0.
0

Les B, s’appellent les polynémes de Bernoulli.
On pose 3, = B,(0). La suite de réels (3,),,cy est appelée la suite des nombres de Bernoulli.

(a) Calculer By, B et Bs, ainsi que les nombres (1, 82 et 5.

(b) Soit n € N. Quel est le degré de B, ?

(¢) Montrer que, pour tout n > 2, on a B, (0) = B, (1)

(d) Montrer, par récurrence sur n € N, que : B, = Z C*B,_p X"

k=0
3. (a) Soit n € N. On pose C,, (X) = (-1)" B, (1 — X ). Montrer que C,, = B,

1
(b) En déduire que, pour tout n € N*| 8o, 11 = 0 = Bapi1 (2)

1
4. (a) Montrer par récurrence sur n € N que le polynéme Ba, 11 ne s’annule pas sur }0, 3 [

(b) En déduire que les polynomes Ba,, — 82, sont de signes constants sur [0, 1]

2n—2
-1
5. Soit n € N, tel que n > 2. Montrer que: B3, = m E O§n+25k
k=0

1
6. (a) Montrer que, pour tout z € R et n € N, on a: B, (z) = 2"~} [Bn (g) + B, (x;— )]
1 . 1
(b) En déduire une relation entre Ba, <2> et Ban.
(¢) Montrer que max |Bay,(t)| = |Ban|
t€(0,1]
7. Montrer, par récurrence, que Vn > 1: B, (X +1) — B,(X) =nX"!
a 1
8. Soit n,p € N*. Montrer que kP = ——
p q ; .
9. Soit n € N* et p > 3. Montrer la formule de Faulhaber

(Bp+1 (n+1) = Bpi1)

n p—2
P> =+ L 5 b
k=1 k=1

elamdaoui@gmail.com 1/11 www.elamdaoui.com



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

EamdaouiPrépas
| es mathématiques en prépas

PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

LES POLYNOMES DE BERNOULLI

Partie II: Fonction Zéta de Riemann et nombres de Bernoulli

n

Soit n € N*. Montrer que, pour tout ¢ € ]0,1[: 1 + 2 Z cos (2kmt) =
k=1

sin ((2n + 1)7t)
sin (mt)
Bu(t) = Bn

" sin(wt)
Montrer que ¢,, est prolongeable en une fonction de classe C* sur [0, 1]

Soit n € N*. On définit ¢, : t — sur |0, 1[.

T——+00

1
Soit f € C*([0,1],R). Montrer que / f(#)sin(zt)dt —— 0
0

1
Pour k,n € N*, on définit I,, , = / B, (t) cos (2knt) dt
0

(a) Trouver une relation entre I, 4o et I,

(b) En déduire, selon la parité de n, I’expression de I,, ; en fonction de n et de k
1
Soit n, N € N*. On pose J,, y = / wan(t)sin ((2N + 1)7t) dt
0

(a) En utilisant la question 10, trouver une expression de J, ny en fonction de n, N et fSa,

+oo
1
(b) En déduire la valeur de ¢(2n) Z o on fonction de n et fay,

(¢) En dénduire les valeurs de ((2) et de ¢(4)
(2n)!
(27’(’)2”

Moutrer que ¢ (2n) = 1 et en déduire fBa, ~ 2 (—1)"1"
n—

Partie III: Formule d’Euler-MacLaurin

Soit n € Z et f une fonction de classe CP sur [n,n + 1], p € N, p > 2. Pour k € [0, p], on pose

(_1)k+1

T =4

n+1
/ FE () By (t —n)dt on f*) désigne la dérivée k-ieme de f

(a) Exprimer Ty en fonction de T3, puis, pour tout entier k > 1, Ty en fonction T4

(b) En déduire que: /n+1 f)dt = fnt 1; +f(n) + Zp: (= )k B (f(k Dn+1) - f(kfl)(n)> -1,
n k=2 )

Soit a,b € Z, a < b, et f € C* ([a,b],C), p € N*. Montrer la formule d’Euler-Maclaurin:

= /b o)t + M + zp: (52’;' <f(2k—1)(b) _ f(2k—1)(a)) -R,
@ k=1 ’

b
avec = — t)Ba,(t — E(2)) dt ou E(x) désigne la partie entiére de x
Ry = o | 127(0)Bay(t ~ E(t)) dt o B(e) desigue la partie entire d

Partie I'V: Application

Soit z € C tel que e® # 1. Montrer, pour tout n € N*, I’égalité:

zer+1 ﬁgk L2k z2ntl /1 Boy(t)
- - = dt
276 —1 +Z e —1J, (2n) €

R I} z e +1
Soit z € C* tel que |z| < 2w. Montrer Z 2k_ 2k =

k=1

@R T 2e -1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* CORRECTION

LES POLYNOMES DE BERNOULLI

Partie I: Polynomes et nombres de Bernoulli

n
— Existence: Soit P = Zakxk € R[X]. Montrer qu’il existe un unique polyndéme @ € R[X]. On pose
k=0

Q= Z %xk+l + C ou C est une constance. On a bien Q'P et

t)dt = ak C
/ Q) (k+1)(k+2)+
On pose C' = — kz: Mﬁ et @) répond a la question

— Unicité: Si Q1 et Q2 répondent a la question, alors il existe une constante C' € R telle que Q1 = Q2 + C.

Aﬂmwwzékawz

On trouve C =0 et Q1 = @2, d’ott 'unicité

Comme

3 1
X2+ -X.
2 +2

1 1
(a) 31:X—§ BQZX2—X+EetB3:X3—
pr=-— 752 et53—0

(b) On montre par récurrence sur n que deg B, = n;
(¢c) Pour n > 2, 0n a
1 1
B,(1) — B,(0 = / Bl (t)dt=n [ B,_1(t)dt=0
0 0
(d) Par récurrence sur n € N
0

— Pourn =0, By = ZCZBn,ka = Bp =1 est vraie
k=0

n
— Soit n > 0, supposons que B,, = ZCﬁﬂn,kX’“. Par définition B,,11 est une primitive de (n + 1)B,,

k=0
de terme constant 3,41:

Brn(@) = Bun+ [ (4 DB

= 5n+1+/ n+1) (ZCkﬁn ktk>

_ n —|— 1 k1
= Bnn +Z GE 1) ),,Bn—k
n+1
(n + 1)!
= 5n+1 + Z k" ) Bn+1 kT
% (n+1)! ﬁ
= n x
El(n+1—k)! ok
n+1
= D CrpaBrpisa’
k=0

Récurrence achevée

(a) Par récurrence sur n € N

elamdaoui@gmail.com 3/11 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* CORRECTION

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas LES POLYNOMES DE BERNOULLI

— Cp = By
— Soit n > 0, supposons que C,, = B;,. On a

i = (=1D)"72B (1= X) = (=1)"(n + 1)B,y(1 - X) = (n+1)Cy = (n1) B, = B},

Par conséquent, il existe une constante C' € R telle que C), 11 = B,,+1 + C. Mais par le changement de
variables u = 1 — t, donne

1
/ Cry1(t)dt = / Cpi1(l —u)du = (-1 )"H/ Byi1(u)du=0
0

Donc C' = 0 et, par suite, Cp, 41 = Byt
(b) D’aprés la question précédente, pour tout n € N*, on a Bony1(3) = —Bapi1(3) donc Bany1(3) est nul.
C’est vrai aussi pour n = 1 d’aprés 'expression de Bj.
Toujours pour n € N*, on a aussi Bay,41(1) = —Bap+1(0) qui se combine avec Ba,,41(1) = Bay+1(0)pour
donner Ba,11(1) = Ban4+1(0) = 0.

4. (a) On raisonne par récurrence.
1 1
— Pourn=0,B, =X — 3 ne s’annule pas sur }O, 3 [

— Soit n > 1, supposons que B, 41 s’annule en cavec 0 < ¢ < % En appliquant le théoréme de Rolle
& Bayyy1 entre 0 et c puis entre c et 2, on prouve l'existence de racines d et d’ de Bs, telles que
0<d<ce<d < 5. On peut alors appliquer le théoréme de Rolle & Bs,, entre d et d’. Cela entraine
I’existence d’une racine u de Bs,_1 entre d et d’ donc telle que 0 < u < %

(b) Montrons maintenant que Bs, — (a2, garde un signe constant sur [0, 1] c’est & dire que 0 et 1 sont des

extréma globaux de By, sur [0, 1].

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, Ba,(z) — Ba,(0) est du signe de Bg,_1 pour n > 2 et

0<z< % Par symétrie (question 3a), on peut écrire

Vo > % Bon(z) — B2n(0) = Ban(x) — Ban(1) 4+ Ban(1) — B2a(0) = Bau(1 — x) — Ba,(0)
=0
donc le signe est le méme que dans la premiére moitié de I'intervalle.
5. Soit n > 2, d’aprés la question précédente, Ba,io(1) = (—=1)2PT2By,,2(0) = B2,42. En utilisant ensuite la
relation 1 avec x = 1, et la symétrie des coefficients binémiaux :

2n+2 2n+2
k k
Bonsa(1) = Y ChyinBonto—k = ) Coniabi
k=0 k=0

En sortant de la somme les termes correspondant aux indices k = 2P — 1, 2p, 2p + 1 et 2p 4 2, on trouve que
2n—2
Pontz = Z Chni2Be + Car 3 Ban—1 + Cont o Bon + Corta Bant1 + Canis Banto
k=0
2n—2
Z C§n+2ﬁk + 022774,-2521'7, + ﬁ2n+2
k=0

En effet, les nombres S2,—1 et Ban,+1 sont nuls d’aprés la question précédente. Les nombres 9,42 s’éliminent et
puisque C3",, = C3, .o = (n+1)(2n + 1), on en tire I'égalité demandée
6. (a) Par récurrence sur n € N
— Pour n = 0, rien & démontrer

X X+1
— Soit n > 0. Supposons B,, = 2"~! | B, <2> +B, (;)}

X X+1
Posons Q = 2" [Bnﬂ (2) + Bui1 (;)] et calculons Q'

N X X +1
Q = 2 |:QB’I/'L+1 <2>+23n+1 ()}

2
(n+1)2" [Bn (f) + B, (X;lﬂ

(n+1)B, = B, 4
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Par conséquent, il existe une constante C' € R telle que @Q = B,,1+C. Mais en effectuant les changement

—; , on obtient

/OIQ(t) at = or [/01 Bt (;) dt+/01Bn+1 (T) dt}

/0% By (u) du+ [1 Bp+1 (v) dv]

2

t
de variables u = 3 et v=

2n—1

1
= 2”71/ B4 (u) du
0
=0
Par conséquent C =0 et Q = B, 11
Ceci achéve la récurrence

1
n remplace x par ans l'égalité Bo, = - on z + By, x , on obtient
b) O 1 0d Iégalité B 22n—1|p 5 B ;_ bti

_ 1 1 1—2%n-1
Bon = 22771 [5271 + Ban (QH = Ban (2> = Wﬁ%

1
(¢) Les extremums de By, sont atteints soit en ¢ = 0, soit en t = 5

7. Par récurrence sur n

1 1
fPourn:1,onaBl(X+1)—Bl(X):X+1—§—X+§:1:1X0

— Soit n > 1, supposons que B, (X +1)—B,(X) = nX"~!. Soit € R. Intégrons la relation due & I'hypothése

de récurrence entre 0 et x:
/ Bn(t+1)dt — / B(t)dt = n/ tnhde
0 0 0

Avec le changement de variable u = t + 1 dans la premiére intégrale dans le premier membre, on obtient

x+1 x
/ B (t)dt — / B, (t)dt = z"
1 0

Soit, par la relation de Chasles,

r+1 1 x+1 1
/
o / Ba(t)dt = — 1/35 Bir(t)dt =~ (Buya (04 1) = Busa (o)
D’ott Byy1(x+ 1) — Bpg1(z) = (n+ 1)a™ et puisque cette relation est vraie pour tout réel z, on en déduit
I’égalité entre polynomes.

8. Soit n,p € N* et k € [0,n]], on a

1
kP = s+l (Bp+1(k+1) = Bypi1 (k)

On somme ces égalités de k allant de 0 & n, on obtient

n 1 n
Z K = —— Bpii(k+1)— By (k)
k=1 ptl k=0
1
= (Bps1 (n+1) = Bpy1 (0))
1
= ]m (Bp+1 (n + 1) - 6p+1)

9. Soit n € N* et p > 3. D’aprés la question précédente

pY k' = B,(n+1)-By=By(n) +pn -5,
k=1
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P
On fait appel & la question 2d, on a B,(n) = Z C]’; 5p,knk et on sort de la somme les termes correspondant aux
k=0
indices k = 0, p et p — 1, on obtient
n p—2
pY_KPTL = Pt CBpon” + CET B+ Y Ch
k=1 k=1

p—2
k=1

p—2
= nP+ gnpfl + Z C’;fﬂp_knk
k=1

Partie II: Fonction Zéta de Riemann et nombres de Bernoulli

i2knt —i2kmt
e +e

Soit n € N* et ¢ € ]0, 1], D’aprés la formule d’Euler cos (2knt) = 5

donc

et si 2kmt # 0[27], €?2™ £ 1

n n

1 +2icos (2knt) = Z gi2kmt _ Z (eiZﬂ—t)k

k=1 k=—n k=—n

i(2n+1)27t _
_ €7i2n7rt € 1
- et2mt _ 1

ei(2n+1)7rt _ e—i(2n+1)ﬂ't

pint _ o—int

2isin ((2n + 1)7t)
2i sin (mt)

sin ((2n + 1)7t)
sin (7t)

B, (t) — Bn
Soit n € N*. L’application ¢, : t — M est de classe C! sur ]0, 1[.
sin (t)

1 1
L’application ¢,, admet un développement limité a lordre 1 en 0: ¢, (t) = —B.,(0) + TB;{(O) + o(t) et elle
T T
1 1

admet aussi un développement limité a 'ordre 1 en 1: ¢, (t) = — =B/ (1) — Q—B;l’(l) + o(t — 1). Donc elle est
™ 71'

prolongeable en une fonction de classe C! sur [0, 1]

Puisque f est de classe C! sur [0, 1], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit pour z > 0 :

/0 1 f(t)sin(xt) dt‘ % ‘— [cos(t) f (1)), + /0 1 £ (t) cos(at) dt’

N

s (o irar [irwrar).

1
Cette derniére expression tend vers 0 quand x tend vers +oo, et donc / f(t)sin(at) dt tend vers 0 quand x
0

tend vers +oo.
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13. (a) Soit n,k € N*. Deux nouvelles intégrations par parties fournissent

1 1 . ,
= / By 2(t) cos (2kmt) dt :/ Bpya(t) (Sm(kat)> dt
0 0 2km

_ [erg(t) (sm@m))]l 1 /0 B () sin (2krt) dt

In+2,k

2km

. %k

=0

n+2 [t
- 2k7r/0 Bria(t

n+2
4k27r2[
n+2

= W(Bn+1(1) -

. n+2 [ cos (2kmt)\’

4k272?
_nt2
4k2 72

2 1
Buan (1) cos (2kmt)]h — 2 F /B;L+1(t)cos(2km) dt
0

B,+1(0)) /Ol(n + 1)B,,(t) cos (2knt) dt

=0
(n+2)(n+1)

4k27f—2 0

(n+2)(n+1)

1
B, (t) cos (2knt) dt

= ST

4k% 72

(b) On calcule I et I1 . On a

et

Alors pour tout n € N, on a Iy, = (—1)

14. Soit n, N € N. On pose

(a) Soit t €]0,1[, on a

1
Ly = / Buia(t)
0

- % ([Bg(t

) 1
2km 0

2

1
- Bi(t

2k Jq

_ (2;)203

cos (2kmt) dt

) sin (2knt)], — /0 B)(t) sin (2kt) dt)

1(t) sin (2kwt) dt

) <cos Q(Zim >’ "

1(t) cos (2kmt)] — /O B (t) cos (2kt) dt>

2 1
- o <Bl<1>31<o> [ Bofoycos 2k dt)

1
Ly = /Bl(t)cos(Qk:ﬂ't) dt
0

1
= ok ([31

2 1

2km 0

n—

1
(t) sin (2k7t)]} — /0 B} (t) sin (2kt) dt>
By(t) sin (2knt) dt =0

;. (2n)!

1
oy = / gon(t) sin (2N + 1)) dt
0

Yo (t) sin (2N + 1) 7t)

sin (2N + 1) 7t)
sin ()

= (Ban(t) — B2n)

= (Ban(t) — B2n) (1 +2 i cos (2k7rt)>

k=1
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Une telle relation reste valable pour ¢ = 0 et ¢ = 1, en conséquent

I N = /01 (Ban(t) — Ban) (1 + Qicos (2k7rt)> dt

k=1
1
/an dt+/ QZBQn cos(2k‘7rt)dt—ﬁgn—|—ﬁ2n/ QZCOS 2kwt) dt
R , 70 k= 0 k=1
=0 =0
N
= —52n+2212n,k
k=1
N
_1 (2n)!
= —fon+2 —1)nt
& ;( ) (2k7r)2n

(b) L’application g, est de classe C* sur [0,1], d’aprés la question 12, J, x —— 0 et on en déduit

N—+4o00

N
> OO Bon o encore
k27" No+oo 2(211)'
k=1
Z _ n 1(271_)27152”
k‘zn 2(2n)!
(27)2By w2
— (2) = -
© —@=Smr =%
-1 -1
— La relation de la question 5 donne (5, = I%E (C’gﬂo + C¢p1 + C’gﬁg) =3 et, par suite, ((4) =
—(2m)* B, B wt
2(4)! 90
1
15.  — Pour n > 1, l'application ¢t —— an est continue, positive et décroissante sur [1,4o00[. Donc pour tout
ke N* on a

(S S N
= an = b1 t2n - I —1 (k _ 1)2n—1 k2n—1

Par le critére de comparaison des séries a termes positifs, on a

—+o0 +oo
1 1 1 1 1
< — < — =
0S 2. pon S 271—1;::2 ((k—1)2n—1 k2"—1> 2n —1

k=2
1
< _
Ou encore 0 < ¢(2n) — 1 < Qn—l T)Oet Q(Zn)ml
)n 1(27.(.)27162”
— 2n) ~ 1 (2 =
On a ¢(2n) et((2n) E an 52n)! , donc
2n)!
~92(—1)t! (7
B2n ( ) (27_(_)2”

Partie III: Formule d’Euler-MacLaurin

16. Soit n € Z et f une fonction de classe C? sur [n,n + 1], p € N,p > 2. Pour k € [0, p], on pose

(-1

Te="—3

n+1
/ F® () B (t —n)dt

ou f) désigne la dérivée k-iéme de f
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(a) — Par une intégration par parties
TO = —/n+1 f(t)Bo(t — ﬂ) dt
nn+1
- [ @Bl wa
! n+1
= —[fOBt—n) " +/ F()By(t —n)dt
= Bi(0)f(n) = B:(1)f(n+ 1)+ T1
RS (R

— Soit k > 1, on a fr+1 = Br11(1) = Bg+1(0) et par une intégration par parties on obtient

_1\k+1 pn+l
Ty = ( 1]3! /n FE () By (t —n)dt
_ (_1)k+1 n+1 *) Bk+1(t _ n) /
N k! /n U0 ( k+1 ) dt
—1)k+1 nt1 n+1
= (o omne =] [ @B )
1 k+1 -1 k+2 n+1
= T (0 DBa() = R0 B ) + G [ OBt -
= L (W) - D) +T
CESikas k41
p—1
(b) Par une sommation par paquets on a —Ty = T} —T0+Z (Txy — T—1)—Tp, avec Ty =T = w et
CU -
pour tout k € [2,p] onaTp—Ty_1 = n By (fED(n + 1) — f&=1(n)). En outre —T, = / f(t)dt.
On combine ces égalités . "
n+1 b
/ fR)dt = —T,= To+Y (T —Th1) = T,
n k=2

_ f<n>—n+1+i VB (40 1) - D)) -,

k=2

17. Soit n € [a,b — 1] et soit k [2,2p]], on a Bax+1 = 0 pour tout k > 1

+

n+1 n n 2p o aNk—1
/n f(t) dt = f( )+£( +1) ( 1)k‘ ﬁk (f(k_l)(n—l—l) _f(k—l)(n)> _T2p

_ S+ fe+l) Zp: (_1222;5% (£ 0+ 1) = FED () — Ty,

S (- 1) -
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On somme de n allant de a & b — 1, alors

/:f(t)dt - bi/:+1f(t>dt

:(11 b—1 p b—1
_ nz:;l f(n)+ g(nJr 1 n:akzz:l (52]:)! (f(2k71)(n+ 1) f(2k71)(n)> _ ;Tgp
b—1 p b—1 b—1
_ Z:: f(n) + g(nJr 1) ]; (%! ) (f(qu)(nJr 1) f(%*l)(n)> _ Z::TQP
b D b—1
_ Z F(n) — f(a) ; f) Z g:;' (f(2k:71)(b) f(2k71)(a)> _ Z Ty,
n=a k=1 n=a
Soit
b b P
Zf(n) _ £t dt+ f(a)+ f(b) +Z (gzc)' <f(2k D (p) — f2E-D) ) ZTZP
n=a a k=1 ’
Avec
b—1 b—1 1 n+1
Sty = =Y g S OB ma
b—1 n+1
= Yo/ r0Be-Em) @
b
= i) 1B~ Ele)
= -R,

D’ou la formule d’Euler-Maclaurin:

b 14
0= [ fars HOTI0 57 B (o) - pe0 () - R

b
@ / FCP () By (£ — E(1)) dt

avec IR, =

Partie I'V: Application

tz
18. Soit n € N*. L’application f : ¢t € [0,1] —

d’Euler-Maclaurin

est de classe C* sur [0, 1], alors on applique la formule

1)_ ! - Bak (2k—1)  r(2k-1) 1 (2n) _
= [ 10 G (W - 1) - o o [ OBt~ B0

Avec
f(0)+f(1) _ze +1
2er—1"

Zetz etz 1
/ 1) / e? —1 |:621:|0

2k tz 2k z 2k

z*%e z%e z

— Wk e [Ln]: SO () = S alors R () - @D (0) = T - o o
2k+1 tz
_femypy =2

Jem ) = S et
1 1 1 2k+1tz
(2n) o _
(2n)/ f ()Bgn(t E(t))dt = (2n)!/0 ] Bs,,(t) dt

2k+1 1 B t
_ < 2”( )etz de
e =1/, (2n)!
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* CORRECTION

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas LES POLYNOMES DE BERNOULLI

z 1 n 2n+1 1 B W (t
On combine ces égalités g.zz i_ = 1+ Z g:;!z% - ; —1), (;n()') et dt

22! ! an(t) tz

e?—1J/, (2n)! n—+o00

D’aprés la question 6c¢, on a max] | Boy, (t)| = |B2n| et max} let?| = eRe(*) alors
0,1 te

19. On montre que

0.

2T

1 2n+1 2n
22n+1/ an(t)etz 4 < | |62’ﬂ|e7€e(z) N 2 |z| eRe(z) |2l 0
ez —1J/, (2n)! lez — 1] (2n)! lez — 1| n—+o0

Donc Z

n=1 (

Ban 2n = Bok ok % e +1
Zn)!z converge et ,; (2k)!2 =51 1
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