PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas ProbpulT DE CAUCHY ET ZETA DE RIEMANN

Partie 1
n—1
On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries Z a, et Z b,, est la série Z Cp, OU Cp = Z arb,—1. Dans cette
n>1 n>1 n=2 k=1
: . . . . (_1)n71
partie, on veut déterminer la nature, selon la valeur de z, de la série Z ¢n(x), produit de Cauchy de Z —
n>=2 n>=1

par elle-méme.

Cette étude va illustrer le fait que le produit de Cauchy de deux séries convergentes n’est pas nécessairement une série
convergente.

Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et x un réel strictement positif.

1. Etude de la convergence

1 n—1
(a) Pour tout x > 0, montrer que la série Z (i

—— converge, on note () sa somme .
n
n=1

(b) Indiquer, sans aucun calcul, la nature et calculer la somme, en fonction de F'(z) de la série produit Z cn ()
n>2
lorsque = > 1.

47(n — 1)

(c) Démontrer que, pour = > 0, |c,(z)] > por

1
En déduire, pour 0 < z < 2 la nature de la série Z cn ().
n>=2
2. Casouzxz=1

On suppose, dans cette question, que x = 1.

a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ————.
(a) p p X(n - %)

3

(somme partielle de la série

el

Hn—l
En déduire une expression de ¢, (x) en fonction de ——, ou H,, =
n

>
Il
-

harmonique).

H,_
(b) Déterminer la monotonie de la suite ( 1) .
n n>2
(¢) En déduire la nature de la série Z cn(x).

n>=2

Partie I1

3. Enoncer le théoréme de comparaison d’une série et une intégrale déterminer un équivalent du reste d’ordre n

. 1
de la série Z — avec a > 1.
n

n>1
400 1
On pose pour, a > 1, {(a) = —.
noé
n=1
4. Montrer que pour, a > 1, F(a) = (1 —217%)((a) .
11— 1
5. Montrer que pour, « > 1,1+ <o) <1+ ——.
a—1 a—1
6. Calculer lim ((a) et lim ((a) en déduire lim F(a)et lim F(a)
a—1t o—+400 a—1t a—+00

—~ 1
7. On définit la suite (x,,),par g = 0 et ¥n € N* z,, = (Z k) —In(n) .
k=1

Pour tout n dans N* on pose a, = x,, — Tp_1
1

(a) Montrer que a,, ~ ~5.3
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(b) En déduire que (x,,), converge vers un réel -y

1 1
8. Montrer que x, = v+ — + o(—)
2n n
9. Soit (yn)n la suite définie par yo = 0 et Vn € N* |y, =z, — v — o et on pose b, = Yn — Yn—1
n
. 1
(a) Montrer que : b, ~ e
—1
b) Mont S Y~
(b) Montrer que : y Ton2
1 1 1
(¢) En déduire : :z:n"y+2nung+o<n2>

—1 n—1
10. Montrer que pour tout x €] — 1, 1], la série Z #x" converge absolument.
n
n>=1

1)n71

“+o0
11. Montrer que pour tout = €] — 1,1] ,Z 2" =In(1 + z).
n=1

12.

o

“+o0
1 1
Montrer que la serie E ( —1In < >) converge et que g ( —In <1 + )) =1.
n n
n=1

(=D*

13. Montrer que la suite double ( ) - est sommable.
S2

—1)"

+oo
14. En déduire Z ( ¢(n) =1.
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Partie I

1. Etude de la convergence

(a) CSSA
" (=1)! . " . (—1n!
(b) Lorsque z > 1, la série Z e converge absolument ; donc la série produit de Z T par elle-

n>=1 n>1

Syt
méme converge absolument et sa somme vaut : (Z n“) = (F(x))%.
n=1

n—1
1
(c) Pour z >0, ¢,(z) = (—=1)" 2 ; ORIk Comme k — k(n — k) est maximum quand k = g et que la

somme comporte n — 1 termes,

n—1
1 1 (n —1)4%
en(@)] = ) o—ma =2 (n—1) =
2 fin = W) (/27— e
1 (n—1)4% . . " . .
Pour 0 < z < 3 e aume limite strictement positive (finie ou non), donc la suite (¢, (x)) ne converge
n X

pas vers 0. Donc la série Z cn(x) diverge grossiérement.

n>=2

2. Casoux =1

@ %o = (% ) Done

eal) = (-1

k=1 =t
n—1
1 1 H,_1
— 2 -1 n—2 - i 2 _1 n—2 n
N D
k=1
(b) Monotonie
H,_
n 1_ Hn _ l Hn—l _ Hn :Hn l_ 1 _i
n n+1 n n n+1 n n+1 n2

AN 1 n-2
- 2)nn+1) n2 2n2(n+1)°

H,_
Donc la suite <"1) est décroissante.
n n>2

=

n—1

(c¢) "Classiquement", H,, ~ Inn au voisinage de +00. Donc la suite ( ) converge vers 0 en décroissant
n=2

et la série alternée Z ¢n (1) converge.

n>=2

Partie I1

3. Le théoréeme de comparaison d’une série et une intégrale:
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THEOREME
Soit f : [ng, +00o[ = R une fonction, positive, continue et décroissante

—+oo
Alors l'intégrale / f(t)dt et la série Z f(n)
no

n>=ngo

sont de méme nature

On cherche un équivalent du reste:

1
Soit n > 1 et @ > 1, la fonction ¢ — o est décroissance sur [1, +o00], alors pour ¢ € [k, k + 1], on a:
1 1 k+1 1 k+1 1 k+1 1
< —< = = ———dt < —dt < —dt
CESVETIT L / wits [
1 k+1 1 1
(k+1) /k te ko‘
Ou encore -~ .
1 1 1
/ —dt < — < / —dt
koot ke Jpoa 1o
ceci implique
1—x 1—x 1-x _
(k+1)'" & gigk ~(k-1)
1—x l—2z "k " 1—-x 11—z

On somme ces inégalités de n & N et on tient compte des sommes téléscopiques, on obteint

(N+ 1)17z (TL+ 1)17x Z 1 Nl x nlfz
1—2x 1—2x S = STz 1—z
k=n-+1
Puis on fait tendre N vers +oo, on obtient I'inégalité
—x +oo 11—z
(n+1)* 1 n
— < — <
r—1 Z ke T x—1
k=n+1
Puis N
(n+1) r—1 <X 1
nl-z Y pl-z Z = st
k=n-+1
11—z
1 1
On a (n +1 ) = (n + ) 1, donc par le théoréme d’encadrement, on obtient
nt—% n n—+oo
-1 =X 1
nl—= ke n—+4oo
k=n-+
+oo
1 1 1
Soit — ~ —
o1 Z ko r—1 nxfl
k=n+1
4. Pour z > 1, on a:
400 n—1 +o0
(-1) -1 -2
F(z) = ((z) = =
n=1 n k=1 (2/{2)”

On en déduit I'égalité : F(z) = (1 — 217%)((z).

5. On applique les inégalités (3) avec n = 1, on obtient

2l (X1 1
< — <
x—1 Z k" x—1
k=2
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Puis, on ajoute 1 & chaque terme figurant dans les inégalités, alors

ol—= 1
< <1+ —
<@ <1+

1
+ rz—1

6. o Limite de ( en 1:

1—x

Onal-+

— 400, donc, par le théoréme de majoration,
z—1 z—1+

C(z) = 400

e Limite de ¢ en +oo:

1—x
Onal+ 1 —+> letl+4 ] —+> 1, donc, par le théoréme d’encadrement,
€T — r—~400 xTr — T—>+400
(#) —— 1
T—r+00

o Limite de F en 17:
D’aprés la question 4., on a: pour tout x > 1

F) = (1-2"7)()
- 2 1)

r—1

1-—2l-=

Or 1 —? In2 c’est le nombre dérivé de la fonction @ — —2177% en 1.
Xr — r—1

D’autre part, d’aprés la question 5.

21—32

1
+:z:71

1
gg@)<1+——T=:x—1+2“w<(x—mgm)<x
T —
Orz—1+27% —— 1, alors (x — 1) {(#) — 1, donc
z—1t z—1t
F(z) —— In2
z—1+
o Limite de F' en 4-oc:
Onal-—2'"" —— 1 et (() P 1, donc
Tr—r1+00

r——+00

F(z)=(1-2"")(2) —— 1

T—>+00

1 1
an = +ln(1)
n n

7. (a) Soit m > 2, on a

1

Donc a,, ~ ———
" 2n2

(b) Par le critére de Cauchy, la série téléscopique Z (z, — xp—1) converge, qui est de méme nature que la suite
n>=1
(), donc la suite (x,,), Soit v sa limite

1 1
e . . : L.
8. On reprend 1’équivalent de la question 7a. x,,_1 — x,, ~ oz Les deux séries ATP E (Tp, — Tp—1) €t E o
n>1 n>1
sont convergentes, donc leurs restes sont équivalentes, soit

400 +o0 1
D @)~ Y o
k=n-+1 k=n+1
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+oo 1 1 400 1 1
D’aprés la question 3., on a — ~ —, donc — o~ —.
preés la > =™ > 52~
k=n-+1 k=n-+1
D’autre part
400 N
Z (Tp—1 — 1) = Nl_lf.rﬁoo Z (Th—1 — 1)
k=n+1 k=n+1
= 1. -
i, on =2
= Tpn—7

- 1 . . 1 1
Ainsi z,, —y ~ n qui se traduit par x,, :'y—&—%—i—o -

9. (a) Soit n > 2, on a:
1 1

bn = yn*yn—lz(xn*xn—l)*%+2n_2

1 1 1 1
B [1“<1‘n>‘n}+zn(1—;‘1)
1 1 1 1 1 1 1

- (—W—w“(m))m(nw“(ﬁ))

1 1
B 6+()
1
6n3

(b) Remarquons d’abord que y, — 0.

n—+oo

1
Onay,—yYn_1~ Les deux séries ATP Z (Yn — Yn—1) et Z o3 sont convergentes, donc leurs restes
n

6n3
n=1 n=1
sont équivalentes, soit
+oo +oo 1
Z (Y& — Y1) ~ Z ol
k=n+1 k=n+1
=X 11 = 1 1
D’aprés la question 3., on a — ~ —, donc —_—~ —.
pr question n Z k3 In2 u Z 6k3 12n2
k=n+1 k=n+1
D’autre part
+00 N
Y. e—wen) = im0 (= ye)
k=n-+1 k=n+1
= 1. -
Nohoo IN T Y
= —Yn
Alnsi 1 . -1
ms1 —yYn ~ W’ puis y, ~ W
(¢c) L'équivalent L e traduit 1o L)a
c équivalen ~ —— se traduit par y,, = —— + o | — |, donc
4 Y™ Ton2 Pt n = Jon2 n2

n 1 1 " 1
Ty = — - — 4o =
v 2n  12n2 n?2

10. Soit z €] — 1,1[. Pour tout n > 1, on a < |z|™. Par le critére de comparaison avec une série

L (D
géométrique, la série Z -
n>1
11. La fonction f : 2z — In(1 + ) est de classe C* sur | — 1, +o0], et on a :

™ converge absolument.

1)!
Vn e N*,Vz €] — 1, +oo, f™(z) = (1) ——
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D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, pour tout = € R, on a:

1+x

n

SRS 2t e [Tt
0

— 1+ t)ntt
La fonction h hi s 77 dont la de ) = 1
a fonction homographique ont la dérivée —_—

sraphidie v - 1+1 4 (1+1t)2

entre 0 et x, on a |¢(t)| < |z|, puis que
- )h= 133 |9C|nJrl
Ve €] —1,1], |In(1
x €] [ n(l+x) 221 1_ P~
+oo (_1)n—1

Donc pour tout x €] — 1, 1], T In(1 + x)

12. Soit n > 1, on a

>

k=1

7N

1 1
donc la série Z (n —In (1 + n))

n>1

(e

n 1 n
= ZE > (n(k+1) —In(k))
k=1 k=1
= Z% In(n+1)
k=1
1
= xnln(1+)4——+’y
n n—-+oo

=1 1
converge et que Z < —1In (1 + )) = .
n n

n=1

13. 1l s’agit d’une suite double de nombres réels

e Soit n > 2, pour tout k >

convergente, donc la série g —F

k>2
+oo 1 1
e Onao

2onal < — <

convergente. Notons S,

1

EnkF T nk
n>=1

00 1
=3
k=2

1
k=2 n

D’aprés le critére suffisant de la sommabilité la suite double (

2
SSS) ETTiIC

n>=2

(=1)*
knk

est sommable.
n>=2
k>2

+oo
1 1
14. D’aprés la question 12.) on a Z ( —In (1 + )) =".
n n

n=1

D’autre part, d’aprés la question 11.), on a

(=D*

knk

La suite double <
nz
k>2

Avec

1
ln(1+
n

1 B +oo (71)
n) N kZ:Z knk

+oo+oo k +oo+oo
Yy ey y
n=2 k=2 k=2n=2

+oo Nk _1\k

> C - B -

n=2

> 0, montre que pour tout ¢ compris

1 AU 1 .1
—-. La série géométrique Z F de raison — € ]0,1] est

n

1 1
7y donc S, = O (7#) et par suite Z S, converge

n(n—

) ) est sommable, alors par le théoréme de la sommation par paquets

elamdaoui@gmail.com

7/8

www.elamdaoui.com



EamdaouiPrépas
| es mathématiques en prépas

et

Alors

—1)*
La série Z (=1)

k
k>2
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+oo ok
Z( D) (C(k)—1)=y—1+1n2

est convergente de somme —1 + In 2. Ainsi

00 n T 1\n T \n
S % = E -+ E g

n=2 n=2 n=2
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