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Dans ce probléme, (Xj)r>1 désigne une suite de variables aléatoires discrétes définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P), deux a deux indépendantes et prenant leurs valeurs dans ’ensemble {0,1} selon la loi de Bernoulli de
paramétre p €0, 1[:

PXp=1)=p et PXy=0=¢g=1-p, keN.

On définit une nouvelle suite (S)r>1 de variables aléatoires par

V=1, 8, =X+ +X,.

Partie I

1. Préciser 'espérance et la variance de la variable aléatoire Xy, k € N*.
2. Calculer la loi de la variable aléatoire Sy pour tout entier naturel non nul N.

3. En utilisant un théoréme de convergence dont il faut préciser I’énoncé et en choisissant convenablement le
paramétre p, montrer que I'on a ’équivalence

n 2n? 1
n?tr N 2 42
7;002”2 Wt v s e dt.
Partie I1

Si z est un réel, F(z) désignera sa partie entiére. Soient ¢ et A deux réels strictement positifs.

4. Soit x un nombre réel ;
(a) Siz > 1, montrer que e 41> et
(b) Six <1, Justifier que
+o00
1 1 T

e b —e =Zx2k(ﬁ_ (i * (2k+1)!))’

k=1

puis en déduire que e +x > €e®. On pourra distinguer les cas 0 <z <1 et x <0.
(c) Montrer que  pe = + ge*? < .

5. Montrer que, pour tout entier n > 1,

u

6. Montrer que, pour tout entier n > 1,

Sn n n
P( ‘n —p' > s) < e Ane <Z Cfl:e)\(npfkr)pkqnfk T ZCSC,\(knp)pkan> .
k=0 0

S E(n(p—e) n
- p‘ > s) = > Chrehe Y Cchpterh,
k=0 k=1+E(n(p+e))

7. En déduire que, pour tout entier n > 1,

u

On pourra remarquer que p+ q = 1.

S
Mn p‘ > 8) < ef)\ns((pef)\q +qe)\p)n + (pe/\q +q€7/\p)n).
n

8. Montrer que , pour tout entier n > 1,

S,
p([8 1] 20
puis que
Sh _ne?
P( 2n ol g) < 2
n
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9. Comparer cette majoration avec celle obtenue en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

S (w)

10. Donner une estimation de la probabilité de I’événement U {we Q;

n=m

—p| > e}, pour tout entier

m > 1.

Peut-on avoir une estimation de cette probabilité par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev 7
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