PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en prépas STONE WEIERSTRASS ET APPLICATIONS

Soit n un entier naturel, on note [0,n] = {0,--- ,n}, on appelle polyndme de Bernstein de degré n les polynomes
réels By, = CFXF (1 - X )"_k ,k € [0,n]. Dans ce probléme, on voudrait démontrer le théoréme de Weierstrass par
deux méthodes et donner quelques applications de ce théoréme. Dans toute la suite, on identifie polyndéme et fonction
polynomiale associée

Partie I: Théoréme de Welerstrass

Soit f : [0,1] — R continue, pour tout entier n € N*, on pose P, (f) la fonction définie sur [0, 1] par,
n k
= — Bn
=31 (5) st

n
(a) Calculer Z By, k
k=0
(b) En déduire que, pour tout z € [0,1], 0 < By, k(x) <1

. Calculer Z kB, Z k(k —1)B,, 1, puis Z k2B, x
k=0 k=0

k=0
3. (a) Pour tout n € N* et tout k € [0, n], exprimer B;’k en fonction de By_1 k-1 €t Bp_1
( On étudiera les trois cas : (k # 0 et k # n), (k= 0) puis (k =n))

1
(b) Etablir que, pour tout n € N* et tout = € [0,1], (Pn(f = nz ( (k i ) f (k)) By 1 1(x)
n

—

[\

(¢) En déduire que si f est croissante sur [0,1], alors pour tout n € N*, la fonction P,(f) est croissante sur
[0, 1].

4. Pour la suite de cette question, on se donne un réel € > 0
n k 2
P tout x € [0, 1], calcul - —) B,
(a) Pour tout x € [0, 1], calculer Z (az n) k()

k=0
(b) Montrer qu’il existe o > 0 tel que,
pour tout (x,y) € [0,1] x [0, 1], v —y| < a = |f(@) = f(y)| < 5.
(On vous demande de redémontrer le théoréme de Heine pour application f continue sur le segment [0, 1])
(c) Soit x € [0,1], on pose A = {k € [0,n]; |z — %| <a}jet B={ke[0,n];|z— %| > a}

. k €
i. Montrer que Z fl@)y—f (n) By i(z) < 3
keA
k 2M M
ii. Montrer que ]CEZB fl@)—f (n> ‘ By, k(z) < Wx(l —z) < T Avec M = t:}épl] |f(t)]
(d) En déduire que, pour tout x € [0,1], |P.(f)(x) — f(z)| < = 5, avec M = sup [f(t)]
2 2na t€[0,1]

(e) En déduire que la suite (P,(f)),o converge uniformément vers f sur [0,1].

5. Plus généralement, soit g : [a,b] — R une fonction continue, (a,b) € R?, a < b. Montrer qu'il existe une suite
de polynomes (Qy.(9)),, qui converge uniformément vers g sur [a, b)].

Partie II: Une démonstration probabiliste du théoréme de Stone Weierstrass

Soit f:[0,1] — R une fonction continue et n € N*

6. Soit S,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre n et x, 2 € [0, 1], on pose pour out n € N*,
S,
X, ==
n
(a) Déterminer E (X,,) et V(X,,) respectivement I'espérance et la variance de X,
1
(b) Justifier que, pour tout § > 0, P(|X,, — x| = J) < T2
n
7. On introduit la variable aléatoire Y,, = f (X,,) et on pose pour tout z € [0, 1], Cpn(f)(z) = E (Y,,). Pour la suite
de cette question, on se donne un réel £ > 0.
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(a) Vérifier que & — Cy(f)(x) est une fonction polynomiale définie sur [0, 1].

(b) D’apreés le théoréme de Heine, comme f est continue sur [0, 1], alors il existe § > 0 tel que, pour tout
€
(x1,22) € [0,1] x [0,1], |21 — 22| < B = |f(z1) — f(z2)] < =. ( On ne vous demande pas de redémontrer ce

2
résultat).
k k €
i. Montrer que ) — — P X,=—)| <=
we| 3 (-1 () (x-7) <3
pasp

k k M
ii. Montrer que <f z)—f <>> P <Xn = ) < ———,avec M = sup |f(t
kE[[ZO]] @ n n 2n3° te[o,ll‘ L
|%—w|>5

(c) En déduire que la suite (Cyn(f)),,>, converge uniformément vers f sur [0, 1].

Partie III: Application

Dans toute la suite de ce probléme, pour tout (a,b) € R?, a < b, on pose I = [a, b].

8. Soit f : I —> R une fonction continue, on suppose que pour tout n € N,

b
/ 2" f(x)dz =0
(a) Montrer que la fonction f est nulle sur I.
+o0 )
(b) Pour tout n € N, calculer I,, = / a"e” (10T qg
0

(¢) En déduire qu’il existe une fonction réelle ¢, continue sur [0, +o0o[ et non nulle, telle que, pour tout n € N,

+oo
/ 2" Pp(x)dr =0
0
b
9. Soit g : I — R continue telle que / g(z) dz = 0. Montrer qu’il existe une suite (P,), de polynomes telle que
a

b
/ P, (z)dr=0et lim sup |g(t) — P,(t)|=0

n=+0 tc(a,b]
10. Soit ¢ : I — R de classe C*. Montrer qu'il existe une suite (P, ), de polynomes telle que ngr-lr-loo t:l[ipb] lo(t) — Po(t)| =
. / /
0 et ngxgwtzi?b} lp'(t) = P(t)] =0
11. Soit ¥ : I — R continue positive. Montrer qu'il existe une suite (P,), de polynomes telle que pour tout n € N
et tout t € I, P,(t) > 0et lim sup [¢(t) — P,(t)] =0
n—=+0 4c(a,b]
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Partie I: Théoréme de Welerstrass

1. (a) On fait appel a la formule du binéme de Newton, on obtient
D Buk=) OixF(1-x)"F=1
k=0 k=0

(b) 11 est clair que pour tout z € [0,1], Bur(z) = CF2*(1 — 2)"~% > 0. D’autre part, d’aprés la question

précédente, By, j(z Z B i(

2. — On utilise la formule kC’k = nC*~1 pour tout k € [1,n], alors

zn: kBnp = zn: kB = zn: kCEXF (1 - x)"F
k=0

= ch’f Xk - x)m "

n—1

= > nCk XM -Xx)" Tt
k=0

= nX(X+(01-X)""'=nXx

— Pour n =1, on a bien Z k(k—1)B, 1, = 0. Si n > 2, on utilise la formule k(—1)C* = n(n — 1)C*~2 pour
k=0
tout k € [2,n], alors

Z k(k - 1)Bn,k =
k=0

k(k—1)Bnp =Y k(k—1)CFX*(1—x)""
2 k=2

NE

ES
Il

n(n—1)CF2x* (1 - x)"F

Il
3 =
-
NN

n(n —1)C* Xk (1 - X)nfz*k

(]

b
Il
=)

—DX2(X+(1-X)""?=n(n—-1)X?

I
=

Donc
n

k(k —1)By, = n(n — 1)Xx?
k=0

Cette égalité est valable aussi pour n =1
n

— Le polynéme Z k‘an,k est la somme de deux précédents
k=0

> KBy =n(n—1)X*+nX
k=0
3. (a) Soit n € N* et k € [0,n]. On distingue trois cas
— Sik=0,0ona B,o=(1-X)", donc B,y = —n(l = X)"' = —nB, 1,
— Sik=n,onaB,,=X" donc B, = nX" 1 =nB, 1,1
— Sik#0et k+#n,ona
e = KCEXFTM 1 - X)"TF — (n - k)CEXF(1 - X))k
= nCr X 11— X)"F —nCk_ XF1 - X)" !
n(Bn-1k-1— Bn-1k)
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(b) Soit n € N*, on a

k=

= [(0)Bo+f(1 +Zf(> e

= —nf(0)By_10+nf(1)By_1pn-1+n Z f (S) (Bn—1,k—1 — Bn-1,)
k=1

n—1 n—1
= —nf(0)Bp_10+nf(1)By_1n-1+ nz f <fz> By 11— nz f (i) Bn_ 1k
k=1
n—2 k‘—|—1 n—1
= —nf(0)Bn10+nf(1)By1n1+ny_ f (n) n—1k — an ( ) n—1k
k=0
n—2 n—1
= nf(1)Bu1n1+n Z f <k:;1) By 1kx—n Z f (Zz) By 1k —nf(0)Bn-10
k=1

_ S (k+1> e nZJ‘() i

k=0
n—1

k+1 k

S () ())

n n

k=0
1
Ainsi 'égalité souhaitée, pour tout = € [0, 1], (P, (f =n Z < (k i > f (S)) Bp—1k(x)

k k41 ko k+1
(c) Si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout k € [0,n — 1], on a — L €0,1] et — < i ,
n’ n n

alors par

croissance de f, on a f (%) —f (%) > 0. En outre, d’aprés la question ??, pour tout = € [0,1], on a
B,_1x(x) = 0 et, par suite, (P,(f))" (z) = 0. Ceci montre que P, (f) est croissante sur [0, 1]
4. On fixee >0
(a) Soit = € [0, 1], par un calcul direct

En: (w - 2)2 By (z) = ki:_o (x2 - 23;% + f;) By (z)

k=0

2 x 1 2
= =z —2E.nx+ﬁ(n(n—l)x + nz)
z(1—x)
n

€
(b) Par absurde supposons que pour tout o > 0, il existe z,y € [0,1] tel que |z —y| < a et |f(z) — f(y)| > 7

1
Pour n € N, il existe z,, y, € [0,1] tels que |z, — yn| < o et |f(xn) — flyn)| > ;
[0,1] est compact donc [0,1] x [0,1] est compact d’oit on peut extraire de (x,,y,) une suite convergente
(Tp(n), Yp(n)) d’olt les deux suites (2,(n)) et (Yy(n)) convergent. Posons x = limz,(,) et y = limy, ). On

a Tp — Yp —— 0 donc T,(n) — Yp(n) —— 0 d’'ott z = y. La fonction f est continue sur [0, 1] donc
n——+oo n—-+oo

f(@om)) — fWem)) = f(x) — f(y) = 0. Absurde, car ‘f(x@(n)) — f(y¢(n))| > % > 0.

fl@)—f <k>‘ < g, donc

(¢) 1. Par construction de A, pour tout k € A, on a:

>

keA

1) = (5)| Busre) € 5 X Buade) <53 Bus(o) =
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k 1 k\?
ii. Remarquons que si k € B, alors |z — ’ >, onaalors 1 < — (x — ) . On en déduit :
n o n
f(fﬁ) — f E Bn,k(x) § 2M Bn,k(l‘)
h n
€B keB
oM k\?
< HY(r-h) Bu
keB
IM & k\?
g ? <.13 - n) Bn,k(x)
k=0
< %m(l —x)
a? n
M
<
2na?

1
ou la derniére inégalité vient du fait que le maximum de z — z(1 — ) sur [0, 1] est atteint en — et vaut
1
1
n

(d) Soit z € [0, 1], remarquons d’abord que f(z) = Zf(ac)Bn,k(x), [0,n] = AU B et AN B = (), on obtient

alors

P - 1@l = (37 (E

s k
n keB
k
< — f(z)| Bnp(x) + fl=)—fx)|Bnr(z)
S () -] Baser s e (5] - s s
€ M
< §+2na2

(e) Fixons € > 0 et soit « le réel strictment positif donné par 'uniforme continuité. On fixe ensuite ng suffi-

samment grand tel que :
M €

2na? 2

vn = no,

On a alors, pour n > ng :
Vo € [0,1], |[f(x) = Pu(f)(2)] <e.
Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (P, (f)),,>, vers f.
5. L’application f : z € [0,1] — g(a+ (b — a)x) est continue, par composition, sur [0,1]. Posons @Q,(g)(z) =

P.(f) (;_Z), pour x € [a,b], ou (P,(f)) la suite de polynomes de Bernstein associée & f converge unifor-

mément vers f sur [0,1]. (Qn(g)) est encore une suite de fonctions polynomiales, et pour tout = € [a,b], on

a:
n (5o2) -1 (522 <1 mn - 712

Donc (@ (g)) converge uniformément vers g sur [a, b].

Qn(9)(z) — g(x)] =

Partie II: Une démonstration probabiliste du théoréme de Stone Weierstrass

Soit f : [0,1] — R une fonction continue et n € N*
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6. (a) S, = B(n,z), donc E (S,) = nx et V(S,,) = nz(l — z), en conséquence, 'espérance et la variance de X,
1 1 1-—
sont respectivement E (X,,) = ﬁE (Xpn)=xzet V(X,)= EV (Sn) = %

(b) Soit 6 > 0, I'inégalité de Bienaymé Chebychev nous donne

V(X,) z(1-2) 1
— > < = <
P(Xn —2l 20) < =5 no? > 4ng?

7. (a) onaxn(Q):{fL : ke[[O,n]}}etP(Xn:z):P(Sn:k).

f(X,) est bient définier car f est continue sur [0,1] et X & valeurs dans [0,1]. X,,(€Q) est fini; on peut
appliquer le théoréme de transfert :

@ = Bm)= 3 7 (5)ee.-n
kESn ()

if( >Ok k(1 — )=k

=0

ce qui montre que z — C,(f)(x) est une fonction polynomiale

(b) i. Par construction de 8, on a pour tout k € [0, n] tel que % —z|<PBona ‘f(x) —f (S)‘ < %, donc
k k k k
> f(w)—f(n»lP’(Xn:n) < D> ’f(m)—f(n ’P<X”:n)
k_z|<B E_z|<B

N

ro| ™
~
A~
i

I

3|

N
| ™
o=
A/~
&
|

S|
~
I

| ™

ii. Remarquons que [|X,, — z| > 8] C [|X,, — x| = S]

X (s ())rle=n) < 2

|%—-=l|>8

N N
=

N =
= &
A~ |
> -
3 N
Il S|
3\@ N———
N—— =
N

e

I
S|
N———

ﬁ—w‘>5
< 2MP (X, — 1| > f)
V(Xn)
< 2M 7
2M z(1 — x)
< -~ 7
B2 n
M
g -
2n/32

ou la quatriéme inégalité vient de l'inégalité de Bienyamé Tchebychev, vu que E (X,,) = z et la derniére
inégalité vient du fait que le maximum de x +— z(1 — x) sur [0, 1] est atteint en 3 et vaut 1

(¢) Soit € > 0 et soit S > 0 obtenu du théoréme de Heine. Soit = € [0, 1], alors par I'inégalité triangulaire et les
inégalités des deux derniéres questions, on a:

e M

Cu(H)(@) = fl2)] < S+ Tz
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Avec M = sup |f(t)]. On fixe ensuite ngy suffisamment grand tel que :
t€[0,1]

M<§

Vn = no, W\Q

On a alors, pour n > ng :
Vo € [0,1],|Cn(f)(@) — f(z)| <e.

Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (Cy(f)),,, vers f.

Partie III: Application

8. (a) Par linéarité de lintégrale, pour tout polyndéme P € R[X], on a:

b
/ P(x) f(x)dz =0

D’aprés théoréme de Weierstrass, il existe une suite (P, ),y convergeant uniformément sur [a, b] vers f.
Pour tout n € N et tout « € [a,b], en écrivant

FCOR f(x)Pn(x)) = [f(@) (f(x) = Pa(@)| < £ IV f = Pa 15"

et il en résulte que la suite (fP,), oy converge uniformément vers f? sur [a,b]. D’aprés le théoréme d’inté-
gration des limites uniformes, il vient alors:

n—-+o0o

/abf(x)de lim /abf(a:)Pn(x)dx

Donc .
/ fl@)?dz =0

La fonction f? étant continue positive sur le segment [a, b] d’intégrale nulle, donc f2 = 0, ainsi la nullité de
f

b) — Convergence: Soit n € N, Papplication z — ame~ (-9
g , l'app

est continue sur [0,+oco[, donc I, est

. . ; 1
impropre en +o0o, mais z"e~ (1= = o (2 , donc I,, converge.
0o x

— Calcul: Les deux fonctions x — 2! et 2 — e~ (1797 sont de classe C* sur [0, +oo| telles que

ghtle—(1-iz — 0, alors par une intégration par parties
Tr—r+00

+o0 )
In—i—l — / xn—!—le—(l—z)z dz
0
—(1—i 4
= /+Oo :L'n"’_l <M> dx
0 —(1—14)

—(1—d)z\ 7+t +o0
I L n LH/ e (=i gy
—(1=1) /1, L—iJo

n—|—}In
1—1

! 1
n!
Iy, avec Ip = ——, alors
n 1—1

1—9)

On en déduit que I,, =

n! n! (n41)m

11— gt

VneN, I, =

(¢) Soit n € N, remarquons que Iy, 13 € R, en conséquence

+oo
/ A" T3 sin(x) do = 0
0
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L’application ¢ — v/t est une bijection de classe C! de ]0,+oo[ vers lui méme, donc par intégration par
changement de variable, on obtient

+o0 1 [to° 4
/ 43 e Tsin(x) do = f/ t"e~ Vigin (%) dt
0 0

1
Posons alors ¢ : z € [0, +00[ —> Ze’ Vsin (/x), une telle fonction répond aux contraintes demandées

9. D’aprés le théoréme de Stone Weierstrass, il existe une suite de polynémes (@), qui converge uniformément
vers g sur [.

b
Pour n € N, on définit P, : x — Qn,(x) — / Qn(t) dt. La suite de polynomes (P,) vérifie pour tout n € N,

b
/ P, (t)dt = 0. D’autre part pour tout « € I, on a
a

b
|Pn(z) — g(2)| < |@n(x) —g(2)] + / Qn(t)dt| <[ @n — g lloo +

/ab Qn(t)dt

b b
Or Q, % g, donc || Qn — g H°°—+> 0 et / Qn(t)dt —— [ g(t)dt = 0. Ainsi P, % g
n—-—+0o0 a

n—-+4oo a

10. ¢ est de classe C! sur I, en particulier ¢’ est continue sur I, d’aprés le théoréme de Stone Weierstrass, il
existe une suite de polynomes (@), qui converge uniformément vers ¢’ sur I. Pour n € N, on définit P, :
x

x — (a) +/ Qn(t)dt. Comme ¢ est de classe C! sur [a,b], alors pour tout z € [a,b], on peut écrire

o(z) = ¢(a) + /x ¢'(t)dt et on a:

|[P(z) — p()] =

| @ = wal<o-a Q-

. cvu . cvu
Ceci montre P, — et comme P}, = @, alors on a aussi P, — ¢

11. On peut se ramener au cas I = [0, 1], la construction des polynomes de Bernstein donnée auparavant P, =

(4

- k

E P <> By, i, montre que V¢ € [0, 1], P,(t) > 0, car ¢ est positive sur I, et P, %
n
k=0
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