PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MP-MP* ENONCE

EamdaouiPrépas

Les mathématiques en pI'épElS VARIABLES SOUS-GAUSSIENNES

Dans tout le probléme, toutes les varibales considérées sont réelles et discrétes, définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P).

DEFINITION

Soit a > 0. On dit qu’une variable aléatoire X est a-sous-gaussienne si:

2t2
vt e R, exp(tX) admet une espérance et E (exp(tX)) < exp (a2 )

On rappelle la notation
exp(t) + exp(—1)

h(t) =
cosh(t) 5
et pour tout s € |1, +o0], on note
+o0 1
((s) = s
n=1
2
et on donne ((2) = o

2

t
1. Montrer que pour tout ¢t € R, on a cosh(t) < exp (2

Indication: On pourra au préalable établir le développement de la fonction cosh en série entiére sur R
2. Soit t € R. Démontrer que si € [—1,1], on a I'inégalité de convexité:

1+z 11—z
exp(t) +

exp(tz) < exp(—t)

3. Soit X une variable aléatoire réelle bornée par 1 et centrée.
(a) Soit ¢t € R. Montrer que la famille (exp(tz)P (X = x)),c x (o) de réels positifs est sommable.
(b) Montrer que X est 1-sous-gaussienne.

4. En déduire que, si X est une variable aléatoire bornée par v > 0 et centrée, alors elle est a-sous-gaussienne.

X
Indication: On pourra considérer la variable Y = —
e

5. Soit Xi,---, X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et a- sous-gaussiennes, et 1, - , iy, des

n
nombres réels tels que Z pi = 1.
i=1

n
Montrer que la variable aléatoire E 1; X; est a-sous-gaussienne.
i=1
En déduire que si X est a-sous-gaussienne, alors —X est a-sous-gaussienne

6. Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et A > 0.

(a) En appliquant I'inégalité de Markov, montrer que pour tout ¢ > 0:

(b) En déduire que:

A
(¢) Pour t = en déduire

a2’

/\2
P(X]| > <2 -
(%13 %) < 260 (55

7. Soit X une variable a valeurs dans N. Montrer que X admet une espérance si, et seulement, si la série

Z}P’ (X = k) converge et que, dans ce cas :
k>1

E(X) :iop(x > k)
k=1

Indication: On pourra considérer la famille la famille (P (X = n)), ;e de réels positifs ou I = {(n,k) eN*? | n >k}
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8. Si X est une variable aléatoire & valeurs dans R™, montrer que X est d’espérance finie si et seulement si la série
de terme général P (X > k) converge et que, dans ce cas :

+o0 too
> P(X2h)<SEX)<1+> P(X>k)
k=1 k=1

Iindication: On pourra pour cela considérer la partie entiére [X]|
9. Soit X une variable aléatoire a-sous-gaussienne et g > 0.

(a) On pose n = a~2372. Montrer que pout tout entier k > 0:

2X2
P(exp (52 ) >k> < 2k77

Indication: On pourra distinguer les cas k=1 et k > 2 et utiliser le résultat de la question 6c
2X2

(b) En déduire que si af < 1, la variable aléatoire exp < ) est d’espérance finie majorée par 1 + 2¢(n)

10. Montrer que si X est une variable aléatoire a-sous-gaussienne, on a l’inégalité d’Orlicz:

X2
(e (5w)) <2

On pourra prendre f = ——

a2’
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too ok
t
1. Soit t € R, on a cosh(t) = .OrVk € N, on a (2k)! > 2¥k! ( récurrence simple ), donc par positivité de
(2k)!
k=0 ’
2% on obtient
T g2k T 2k 2
cosh(t) = Z 2h)! < Z okl = &P (2)
k=0 k=0
142 1—2z

2. La fonction exp est convexe sur R. Comme x € [—1,1], donc

5 € [0,1] et de somme 1. D’aprés
I'inégalité de Jensen

1 1-— 1 1-—

exp(tz) = exp rr, + ’ (=) ) < e exp(t) + z exp(—t)
2 2 2 2

3. (a) Pour tout x € X(Q) C [—1,1], on utilise I'inégalité précédente, on obtient:

1 1-—
—;xexp(t)IE”(X:m)—i— -

exp(tx)P (X =z) < exp(—t)P (X =z)

1
Les deux familles ( e exp(t)P(X = x)) et (
zeX ()

+ X

* exp(—t)P(X = :c)> de réels positifs
reX ()

1-X
sont sommables de sommes respectives E

1
exp(t)) . exp(t) et E (
car X est centrée. Donc la famille (exp(tz)P (X = z)),c x(q) est sommable et
t —t t2
Z exp(t;x)]P’ (X _ :C) < exp( ) +exp( ) _ COSh(t) < exp <>

2 2
z€X ()
t2
:)

. La variable Y est bornée par

exp(1) ) = g exp(-),

(b) Par le théoréme du transfert exp(tX) admet une espérance et

E (exp(tX)) = Z exp(tz)P (X = x) < exp
zEX (D)

7N

4. Lorsque X est une variable aléatoire bornée par o > 0 et centrée, on pose Y =

o[

1 et centrée, donc elle 1-sous-gaussienne, ainsi pour tout ¢ € R

E (exp(taY)) < exp ((75042)2>

2
5. Soit ¢t € R. Les variables aléatoires exp(tp1X1), - - - exp(tu,Xy) sont mutuellement indépendantes et chacune
n

t?a?
Ou encore E (exp(tX)) < exp < )

admet une espérance, donc H exp(tu; X;) admet une espérance et
i=1

E <H eXp(t,MiXi)> = HE (exp(tpi X))

i=1

2,2 2 n
Or pour tout ¢ € [1,n], la variable X; est a-sous-gaussienne E (exp(t1; X;)) < exp (%) Donc exp (t Z uiXZ)
i=1
admet une espérance et

e

E (H eXP(WiK‘))
i=1

]___[ E (exp(tpiXi))

i=1

n 2,22
a“teus
< 11 exp<2uz)
=1
no 9,2 9 2,42
a“te s a’t
< exp(élz'u’):exp( 2)
i=
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Déduction: Pour X; = X et 3 = —1, on a —X est a-sous-gaussienne
6. (a) Soit t > 0. L’événement [X > A] = [exp(tX) > exp(tA)]. La variable exp(tX) est positive et admettant une
espérance. D’apreés 'inégalité de Markov
E (exp(tX))
exp(t\)

t2 2
< exp( ;1 —t)\)

(b) La variable —X est aussi a-sous-gaussienne et que [|X| > A = [X 2 A\JU[-X 2 AJou [X = A et [-X > )]
sont des événements incompatibles, donc

P (exp(tX) > exp(th)) <

P(X| =N PXZ2N+P(-X =)\
£202
< 2exp (a - t)\>
2
2 2 2
¢) Ceci vrai pour tout ¢t > 0. En particulier pour t = —, on obtient — tA = —— et l'inégalité désirée

2 2 202

«Q «

7. Notons
I={(nk)eN*|n>k}

et considérons la famille (P (X = n)), ;)cr de réels positifs. Pour (n, k) € €N*2| on pose

In={(n,q) eN" | n>q}
et
Ji ={(p,k) eN** | p > k}

X admet une espérance, si et seulement si la série a termes positifs Z nlP (X = n) est convergente, si et seulement
n>1
si la famille (P (X =n)), 4)er st sommable si et seulement si pour tout k € N* la famille (P (X = n)), 1y,

est sommable de somme P(X Z P(X ) et la série Z P(X > k) est convergente. Au quel cas, on a
k=1
+o0 too
D nP(X=n)= Y PX=n)=)» PX>
n=1 (n,k)el k=1

8. Les variables X et [X] sont positives et vérifient [X] < X < [X]+ 1. Par domination, X admet une espérance si,

et seulement, si [X] admet une espérance si, et seulement si la série ZIP’ ([X] = k) converge. Mais [[X] > k] =

[X > k], d’ou ’équivalence est assurée.
Pour les inégalités, on tient compte de la croissance et la linéarité de 1’espérance

E(X]) <E(X) <E([X])+1

ot, d’apres les données, E (] ZIP’ > k)= ZIP’ (X >

9. (a) L’inégalité est triviale si k = 1. La probabilité d’un événement est inférieure ou égale a 1.

2X2 W1 51
Sik>2 ona [GXP (6 5 ) > k] = [|X > \f\ﬁ/nik] et d’aprés la question 6 avec A = @ on a

B b
bien
o (ZX54)) - (m V2V )
2 B
Ink o252

< 2exp (_04262> = 2exp <ln (k ))

= 2k7"
Oun=a?2p72
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(b) Lorsque af < 1, alors n > 1, la série de Riemann Z k™" converge et, par le critére de comparaison, la
E>1

52X2 ﬂ2X2

série ATP ZP (exp ( 5 > > k‘) converge, donc la variable aléatoire exp < 5 ) est une espérance
E>1

et

+oo
E <exp <ﬁ2§2>> < 1+ Z}P’ (exp (52;(2> > k‘)
k=1
+oo

< 14+2) k7 =142(n)
k=1

1
10. Si X est une variable aléatoire a-sous-gaussienne. Pour g = W’ on aaf <1etn=2 Daprés la question
«@

2o (i) = 2 le(50))

2
< 142€(2) <5

précédente
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