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Devoir à la maison n°09

• Le devoir devra être rédigé sur des copies doubles.

• Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

• Toute copie ne satisfaisant pas à ces exigences devra être intégralement récrite.

Problème 1
1 L’application

T∶ { ℂ2𝑛−1 ⟶ ℳ𝑛(ℂ)
(𝑡−𝑛+1,… , 𝑡0,… , 𝑡𝑛−1) ⟼ T(𝑡−𝑛+1,… , 𝑡0,… , 𝑡𝑛−1)

est clairement linéaire. Ainsi Toep𝑛(ℂ) = ImT est un sous-espace vectoriel de ℳ𝑛(ℂ). De plus, le noyau de T est claire-
ment nul donc T induit un isomorphisme de ℂ2𝑛−1 sur ImT = Toep𝑛(ℂ). Par conséquent, dim Toep𝑛(ℂ) = dimℂ2𝑛−1 =
2𝑛 − 1.
On en déduit également que l’image de la base canonique de ℂ2𝑛−1 est une base de Toep𝑛(ℂ). Les vecteurs de cette base
sont les matrices de ℳ𝑛(ℂ) avec des 1 sur l’une des 2𝑛 − 1 diagonales et des 0 ailleurs.

2 Soient A et B deux matrices de ℳ𝑛(ℂ) qui commutent. On montre par une récurrence évident que A𝑘 et B commutent
pour tout 𝑘 ∈ ℕ. Par linéarité de la multiplication matricielle à gauche et à droite P(A) et B commutent pour tout P ∈ ℂ[X].
En appliquant ce qui précède à B et P(A), on montre que Q(B) et P(A) commutent pour tout couple (P, Q) ∈ ℂ[X]2.

3 Comme A est une matrice carrée de taille 2 :

χA = X2 − tr(A)X + det(A) = X2 − 2𝑎X + (𝑎2 − 𝑏𝑐)

4 Le discriminant de χA est 4𝑏𝑐.
Si 𝑏𝑐 ≠ 0, χA est simplement scindé donc A est diagonalisable.
Si 𝑏𝑐 = 0, alors Sp(A) = {𝑎}. Ainsi A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable à 𝑎I2, ce qui signifie qu’elle
est égale à 𝑎I2. Ceci équivaut donc à 𝑏 = 𝑐 = 0.
Pour récapituler, A est diagonalisable si et seulement si 𝑏𝑐 ≠ 0 ou 𝑏 = 𝑐 = 0.

5 Comme A est de taille 2, card Sp(A) ≤ 2. De plus, A est une matrice à coefficients complexes donc elle possède au
moins une valeur propre. Finalement, card Sp(A) ∈ {1, 2}.
Si card Sp(A) = 2, alors Sp(A) = {𝑎𝑙, β} avec α ≠ β. Dans ce cas, A est diagonalisable puisqu’elle possède autant de

valeurs propres que sa taille. Ainsi A est semblable à (
α 0
0 β

).

Si card Sp(A) = 1, alors Sp(A) = {α}. A étant une matrice à coefficients complexes, elle est au moins trigonalisable donc

semblable à une matrice de la forme (
α γ
0 α

).

6 Soit M ∈ ℳ2(ℂ).

Si M est semblable à une matrice de la forme (
α γ
0 α

), alors M est bien semblable à une matrice de Toeplitz puisque

(
α γ
0 α

) = T(0, α, γ).

Supposons maintenant que M est semblable à une matrice de la forme D = (
α 0
0 β

) avec α ≠ β. Il suffit donc de montrer

que cette matrice est semblable à une matrice de Toeplitz i.e. une matrice de la forme (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑎

). En identifiant trace et
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déterminant, on est donc incité à choisir (𝑎, 𝑏) ∈ ℂ2 tel que {
2𝑎 = α + β

𝑎2 − 𝑏𝑐 = αβ
, ce qui équivaut à

⎧⎪
⎨⎪
⎩

𝑎 =
α + β
2

𝑏𝑐 = (
α − β
2 )

2 . Posons

par exemple, 𝑎 = α + β
2 et 𝑏 = 𝑐 =

α − β
2 puis N = T(𝑐, 𝑎, 𝑏) = (

𝑎 𝑏
𝑐 𝑎

). On a 𝑏𝑐 = (
α − β
2 )

2
≠ 0 car α ≠ β. On vérifie

que χN = X2 − 2𝑎X + 𝑎2 − 𝑏𝑐 = (X − α)(X − β) avec α ≠ β donc N est bien semblable à (
α 0
0 β

). Par transitivité de la

similitude, M est semblable à la matrice de Toeplitz N.
On a bien montré que toute matrice de ℳ2(ℂ) était semblable à une matrice de Toeplitz.

7 On a donc A𝑛(𝑎, 𝑏, 𝑐)X = λX. En observant la première ligne, on obtient

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 = λ𝑥1

et, comme 𝑥0 = 0,
𝑏𝑥2 + (𝑎 − λ)𝑥1 + 𝑐𝑥0 = 0

En observant la dernière ligne
𝑐𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑥𝑛 = λ𝑥𝑛

et, comme 𝑥𝑛+1 = 0,
𝑏𝑥𝑛+1 + (𝑎 − λ)𝑥𝑛 + 𝑐𝑥𝑛−1 = 0

Pour la ligne 𝑖 ∈ ⟦2, 𝑛 − 1⟧,
𝑐𝑥𝑖−1 + 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑥𝑖+1 = λ𝑥𝑖

ou encore
𝑏𝑥𝑖+1 + (𝑎 − λ)𝑥𝑖 + 𝑐𝑥𝑖−1 = 0

Finalement, pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧,
𝑏𝑥𝑘+2 + (𝑎 − λ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘 = 0

Les termes d’indices de la suite (𝑥𝑘) sont alors définis à partir du rang 𝑛 + 2 par la relation de récurrence

∀𝑘 ≥ 𝑛, 𝑥𝑘+2 = −1𝑏 ((𝑎 − λ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘)

ce qui est valide car 𝑏 ≠ 0.
La suite (𝑥𝑘) vérifie donc bien

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑏𝑥𝑘+2 + (𝑎 − λ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘 = 0

8 Puisque 𝑏 ≠ 0, (E) est une équation du second degré qui possède une ou deux racines.
Si l’équation (E) possède une racine double 𝑟, alors ∃(α, β) ∈ ℂ2 tel que

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 = (α𝑘 + β)𝑟𝑘

Si l’équation (E) possède deux racines distinctes 𝑟1 et 𝑟2, alors ∃(α, β) ∈ ℂ2 tel que

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 = α𝑟𝑘1 + β𝑟𝑘2

9 Supposons que (E) possède une unique racine 𝑟. Comme 𝑐 ≠ 0, 𝑟 ≠ 0. Avec les notations de la question précédente,
𝑥0 = β = 0 et 𝑥𝑛+1 = (α(𝑛 + 1) + β)𝑟𝑛+1 = 0 puis α(𝑛 + 1)𝑟𝑛+1 = 0. Comme 𝑟 ≠ 0, λ = 0. Ainsi (𝑥𝑘) est nulle puis
X = 0, ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre.
L’équation (E) possède donc deux racines distinctes 𝑟1 et 𝑟2.

10 A nouveau, 𝑐 ≠ 0 donc 𝑟1 et 𝑟2 sont non nuls. On utilise toujours les notations précédentes de sorte que 𝑥0 = α+β = 0
et 𝑥𝑛+1 = α𝑟𝑛+11 + β𝑟𝑛+12 = 0. Ainsi α(𝑟𝑛+11 − 𝑟𝑛+12 ) = 0. De plus, α ≠ 0, sinon α = β = 0 puis X = 0, ce qui contredit le
fait que X est un vecteur propre. On en déduit que 𝑟𝑛+11 = 𝑟𝑛+12 , c’est-à-dire (𝑟1/𝑟2)𝑛+1 = 1 ou encore 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝕌𝑛+1.

11 Les relations coefficients/racines nous enseignent que 𝑟1 + 𝑟2 =
λ − 𝑎
𝑏 et 𝑟1𝑟2 =

𝑐
𝑏 . Alors

λ = 𝑎 + 𝑏(𝑟1 + 𝑟2) = 𝑎 + 𝑏𝑟2 (
𝑟1
𝑟2
+ 1)
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Or 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝕌𝑛+1 donc il existe ℓ ∈ ⟦0, 𝑛⟧ tel que 𝑟1/𝑟2 = 𝑒
2𝑖ℓπ
𝑛+1 . De plus, 𝑟1 ≠ 𝑟2 donc ℓ ≠ 0 et ℓ ∈ ⟦1, 𝑛⟧. En utilisant la

formule de l’arc moitié
λ = 𝑎 + 2𝑏𝑟2𝑒

𝑖ℓπ
𝑛+1 cos ( ℓπ

𝑛 + 1) = 𝑎 + 2ρ cos ( ℓπ
𝑛 + 1)

en posant ρ = 𝑏𝑟2𝑒
𝑖ℓπ
𝑛+1 . Alors

ρ2 = 𝑏2𝑟22 𝑒
2𝑖ℓπ
𝑛+1 = 𝑏2𝑟22 ⋅

𝑟1
𝑟2
= 𝑏2𝑟1𝑟2 = 𝑏𝑐

car 𝑟1𝑟2 =
𝑐
𝑏 .

12 On rappelle qu’il existe (α, β) ∈ ℂ2 tel que

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑘 = α𝑟𝑘1 + β𝑟𝑘2
Puisque 𝑥0 = α + β = 0, on obtient grâce à la formule de l’arc-moitié,

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑘 = α(𝑟𝑘1 − 𝑟𝑘2 ) = α𝑟𝑘2 ((𝑟1/𝑟2)𝑘 − 1) = α𝑟𝑘2 (𝑒
2𝑖ℓ𝑘π
𝑛+1 − 1) = 2𝑖α (𝑟2𝑒

𝑖ℓ𝑘π
𝑛+1 )

𝑘
sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1)

Or on a posé ρ = 𝑏𝑟2𝑒
𝑖ℓπ
𝑛+1 à la question précédente de sorte que

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑘 = 2𝑖α ⋅
ρ𝑘

𝑏𝑘
sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1)

Notamment,

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 + 1⟧ , 𝑥𝑘 = 2𝑖α ⋅
ρ𝑘

𝑏𝑘
sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1)

13 Réciproquement soit ℓ ∈ ⟦1, 𝑛⟧. Notons ρ une racine carrée de 𝑏𝑐 et posons

λℓ = 𝑎 + 2ρ cos ( ℓπ
𝑛 + 1)

ainsi que

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑥𝑘 =
ρ𝑘

𝑏𝑘
sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1)

Pour tout 𝑘 ∈ ℕ,

𝑏𝑥𝑘+2 + (𝑎 − λℓ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘 =
ρ𝑘+2

𝑏𝑘+1
sin (ℓ(𝑘 + 2)π

𝑛 + 1 ) − 2
ρ𝑘+2

𝑏𝑘+1
cos ( ℓπ

𝑛 + 1) sin (ℓ(𝑘 + 1)π
𝑛 + 1 ) + 𝑐

ρ𝑘

𝑏𝑘
sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1)

Or ρ2 = 𝑏𝑐 donc 𝑐ρ
𝑘

𝑏𝑘
=
ρ𝑘+2

𝑏𝑘+1
puis

𝑏𝑥𝑘+2 + (𝑎 − λℓ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘 =
ρ𝑘+2

𝑏𝑘+1
(sin (ℓ(𝑘 + 2)π

𝑛 + 1 ) − 2 cos ( ℓπ
𝑛 + 1) sin (ℓ(𝑘 + 1)π

𝑛 + 1 ) + sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1))

Or pour (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2, sin(𝑎) + sin(𝑏) = 2 sin (𝑎 + 𝑏
2 ) cos (𝑎 − 𝑏

2 ) donc

sin (ℓ(𝑘 + 2)π
𝑛 + 1 ) + sin ( ℓ𝑘π𝑛 + 1) = 2 sin (ℓ(𝑘 + 1)π

𝑛 + 1 ) cos ( ℓπ
𝑛 + 1)

puis
𝑏𝑥𝑘+2 + (𝑎 − λℓ)𝑥𝑘+1 + 𝑐𝑥𝑘 = 0

On a de plus 𝑥0 = 𝑥𝑛+1 = 0 de sorte que

𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 = λℓ𝑥1
∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧ , 𝑐𝑥𝑖−1 + 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑥𝑖+1 = λℓ𝑥𝑖

𝑐𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑥𝑛 = λℓ𝑥𝑛

Ainsi en posant X =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

, on a A𝑛(𝑎, 𝑏, 𝑐)X = λℓX et X ≠ 0 puisque 𝑥1 =
ρ
𝑏 sin ( π

𝑛 + 1) ≠ 0 (ρ2 = 𝑏𝑐 ≠ 0). Ainsi λ

est bien valeur propre de A𝑛(𝑎, 𝑏, 𝑐).
La fonction cos étant injective sur [0, π], les λℓ pour ℓ ∈ ⟦1, 𝑛⟧ sont distincts. Ainsi la matrice A𝑛(𝑎, 𝑏, 𝑐) possède 𝑛
valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.
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14 Notons σ le cycle (𝑛, 𝑛 − 1,… , 2, 1). En notant 𝑓𝑛 l’endomorphisme canoniquement associé à M𝑛 et (𝑒1,… , 𝑒𝑛) la
base canonique de ℂ𝑛, on a donc 𝑓𝑛(𝑒𝑗) = 𝑒σ(𝑗) pour tout 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧. On en déduit que pour tout 𝑘 ∈ ℕ et tout 𝑗 ∈ ⟦1, 𝑛⟧,
𝑓𝑘𝑛 (𝑒𝑗) = 𝑒σ𝑘(𝑗). Par conséquent, (M𝑘

𝑛)𝑖,𝑗 = δ𝑖,σ𝑘(𝑗). On peut alors écrire

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ , M𝑘
𝑛 = (

0 I𝑛−𝑘
I𝑘 0

)

En particulier, M𝑛
𝑛 = I𝑛. La matrice M𝑛 est inversible et M−1

𝑛 = M𝑛−1
𝑛 . De plus, X𝑛 − 1 est un polynôme annulateur de

M𝑛.

15 Le polynôme X𝑛 − 1 = ∏
ω∈𝕌𝑛

(X − ω) est simplement scindé et annule M𝑛 donc M𝑛 est diagonalisable. De plus,

Sp(M𝑛) ⊂ 𝕌𝑛 = {ω𝑝𝑛, 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧}

Soit 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧.En posant X𝑝 = (ω𝑝𝑞𝑛 )⊤0≤𝑞≤𝑛−1, on vérifie que M𝑛X𝑝 = ω𝑝𝑛X𝑝 donc ω𝑝𝑛 valeur propre de M𝑛. Ainsi

Sp(U𝑛) = {ω𝑝𝑛, 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧}

et chaque sous-espace propre est de dimension 1. Par conséquent, le sous-espace propre associé à la valeur propre ω𝑝𝑛 est
vect(X𝑝). Une base de vecteurs propres de M𝑛 est donc (X𝑝)0≤𝑝≤𝑛−1.

16 La matriceΦ𝑛 est la matrice de passage de la base canonique vers la base de vecteurs propres de la question précédente.
Ainsi Φ−1

𝑛 M𝑛Φ𝑛 est la matrice diagonale diag(1, ω𝑛, ω2𝑛,… , ω𝑝−1𝑛 ).

17 Il existe (𝑡0,… , 𝑡𝑛−1) ∈ ℂ𝑛 tel que A = T(𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡0,… , 𝑡𝑛−1). On vérifie alors que A =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑡𝑘M𝑘
𝑛. Ainsi en posant

P =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑡𝑘X𝑘, A = P(M𝑛).

18 Soit P ∈ ℂ[X]. Notons Q et R le reste de la division euclidienne de P par X𝑛 − 1. Alors

P(M𝑛) = (M𝑛
𝑛 − I𝑛)Q(M𝑛) + R(M𝑛)

De plus, R ∈ ℂ𝑛−1[X] donc il existe (𝑡0,… , 𝑡𝑛−1) ∈ ℂ𝑛 tel que R =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑡𝑘X𝑘. Ainsi

P(M𝑛) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑡𝑘M𝑘
𝑛 = T(𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡0,… , 𝑡𝑛−1)

donc P(M𝑛) est bien une matrice circulante.

19 Soit φ∶ { ℂ[X] ⟶ ℳ𝑛(𝕂)
P ⟼ P(M𝑛)

. On vérifie aisément que φ est un morphisme de 𝕂-algèbres. De plus, les deux

questions précédentes montrent que l’ensemble des matrices circulantes est une sous-algèbre de ℳ𝑛(𝕂). C’est donc un
sous-espace vectoriel deℳ𝑛(𝕂) stable par produit. Comme l’ensemble des matrices circulantes est inclus dans Toep𝑛(ℂ),
c’est donc également un sous-espace vectoriel de Toep𝑛(ℂ).
Enfin, pour tout (𝑡0,… , 𝑡𝑛−1) ∈ ℂ𝑛,

T(𝑡1,… , 𝑡𝑛−1, 𝑡0, 𝑡1,… , 𝑡𝑛−1)⊤ = T(𝑡𝑛−1,… , 𝑡1, 𝑡0, 𝑡𝑛−1,… , 𝑡1)

donc l’ensemble des matrices circulantes est stable par transposition.
Remarque. On aurait aussi pu remarquer que pour tout P ∈ ℂ[X],

P(M𝑛)⊤ = P(M⊤
𝑛 ) = P(M𝑛−1

𝑛 ) = Q(M𝑛)

avec Q = P(X𝑛−1).

20 SoitA une matrice circulante. Il existe doncP ∈ ℂ[X] tel queA = P(M𝑛). On a vu qu’avecD = diag(1, ω𝑛,… , ω𝑛−1𝑛 ),
Φ−1
𝑛 M𝑛Φ𝑛 = D. Alors

Φ−1
𝑛 AΦ𝑛 = Φ−1

𝑛 P(M𝑛)Φ𝑛 = P(ϕ−1𝑛 M𝑛Φ𝑛) = P(D) = diag(P(1),… , P(ω𝑛−1𝑛 ))
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Les valeurs propres de A sont donc P(1),… , P(ω𝑛−1𝑛 ). On peut exprimer ces valeurs propres en fonction des coefficients

de A puisqu’on peut choisir P =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑡𝑘X𝑘 où A = T(𝑡1,… , 𝑡𝑛−1, 𝑡0, 𝑡1,… , 𝑡𝑛−1).

Enfin, une base de vecteurs propres de A est formée des colonnes de Φ𝑛, c’est-à-dire des vecteurs X0,… , X𝑛−1 définis à
la question 15.

21 Supposons qu’il existe 𝑥0 ∈ ℂ𝑛 tel que (𝑥0, 𝑓M(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1M (𝑥0)) soit une base deℂ𝑛. Alors il existe (𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) ∈
ℂ𝑛 tel que

𝑓𝑛M(𝑥0) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑓𝑘M(𝑥0)

La matrice de 𝑓M dans la base (𝑥0, 𝑓M(𝑥0),… , 𝑓𝑛−1M (𝑥0)) est alors C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1). Comme M et C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) sont les
matrices de 𝑓M dans deux bases de ℂ𝑛, elles sont semblables.
Réciproquement, supposons que M soit semblable à une matrice C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1). Il existe donc une base (𝑥0,… , 𝑥𝑛−1) de
ℂ𝑛 dans laquelle la matrice de 𝑓M est C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1). Pour tout 𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛 − 2⟧, on a donc 𝑓M(𝑥𝑗) = 𝑥𝑗+1, ce qui permet
d’affirmer que 𝑥𝑗 = 𝑓𝑗M(𝑥0) pour tout 𝑗 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧. Ainsi (𝑥0,… , 𝑓𝑛−1M (𝑥0)) est une base de ℂ𝑛.

22 Remarquons que pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧,

𝑓𝑘M(𝑢) =
𝑛
∑
𝑖=1

λ𝑘𝑖 𝑢𝑖𝑒𝑖

La matrice de la famille (𝑢, 𝑓M(𝑢),… , 𝑓𝑛−1M (𝑢)) dans la base (𝑒1,… , 𝑒𝑛) est

U =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑢1 λ1𝑢1 ⋯ λ𝑛−11 𝑢1
𝑢2 λ2𝑢2 ⋯ λ𝑛−12 𝑢2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑢𝑛 λ𝑛𝑢𝑛 ⋯ λ𝑛−1𝑛 𝑢𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

La famille (𝑢, 𝑓M(𝑢),… , 𝑓𝑛−1M (𝑢)) est une base de ℂ𝑛 si et seulement si det(U) ≠ 0. Or, par multilinéarité du déterminant,

det(U) = (
𝑛
∏
𝑖=1

𝑢𝑖)

|
|
|
|
|
|
|

1 λ1 ⋯ λ𝑛−11

1 λ2 ⋯ λ𝑛−12

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
1 λ𝑛 ⋯ λ𝑛−1𝑛

|
|
|
|
|
|
|

Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde dont on sait qu’il est non nul si et seulement si les λ𝑖 sont deux
à deux distincts.
Finalement, (𝑢, 𝑓M(𝑢),… , 𝑓𝑛−1M (𝑢)) est une base de ℂ𝑛 si et seulement si aucun des 𝑢𝑖 n’est nul et les λ𝑖 sont deux à deux
distincts.

23 Soit 𝑓 un endomorphisme de diagonalisable et cyclique. D’après la question précédente, 𝑓 possède 𝑛 valeurs propres.
Réciproquement si 𝑓 est un endomorphisme cyclique de possédant 𝑛 valeurs propres, il est bien diagonalisable.
Finalement, un endomorphisme cyclique est diagonalisable si et seulement si il possède 𝑛 valeurs propres.
De plus, la question précédente montre également que, dans ce cas, les vecteurs cycliques sont ceux dont aucune coordonnée
dans une base de vecteurs propres n’est nulle.

24 Supposons que λ est valeur propre de C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1). Alors il existe X =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

non nul tel que C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) =

λX. Alors
⎧⎪
⎨
⎪
⎩

𝑎0𝑥𝑛 = λ𝑥1
𝑥1 + 𝑎1𝑥𝑛 = λ𝑥2

⋮
𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛 = λ𝑥𝑛

En numérotant L0,… , L𝑛−1 les lignes de ce système, la combinaison linéaire
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘L𝑘 donne

𝑛−1
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑥𝑘 + (
𝑛−1
∑
𝑘=0

λ𝑘𝑎𝑘) 𝑥𝑛 =
𝑛
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑥𝑘
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et donc

(λ𝑛 −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘λ𝑘) 𝑥𝑛 = 0

Remarquons que si 𝑥𝑛 = 0, on obtient successivement 𝑥𝑛−1 = 0, …, 𝑥1 = 0, en observant les lignes L𝑛−1, …, L1 du

système initial. Ceci est impossible car X ≠ 0. Finalement P(λ) = 0 avec P = X𝑛 −
𝑛−1
∑
𝑘=0

𝑎𝑘X𝑘.

Réciproquement, soit λ ∈ ℂ tel que P(λ) = 0. On définit un vecteur X =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑥1
⋮
𝑥𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

. En posant

⎧⎪
⎨
⎪
⎩

𝑥𝑛 = 1
𝑥𝑛−1 = λ𝑥𝑛 − 𝑎𝑛−1𝑥𝑛

⋮
𝑥1 = λ𝑥2 − 𝑎1𝑥𝑛

En numérotant L𝑛,… , L1 les lignes du système précédent la combinaison linéaire
𝑛−1
∑
𝑘=1

λ𝑘L𝑘 donne

𝑛−1
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑥𝑘 =
𝑛
∑
𝑘=2

λ𝑘𝑥𝑘 −
𝑛−1
∑
𝑘=1

λ𝑘𝑎𝑘𝑥𝑛

ou encore

λ𝑥1 = (λ𝑛 −
𝑛−1
∑
𝑘=1

λ𝑘) 𝑥𝑛 = (P(λ) + 𝑎0)𝑥𝑛 = 𝑎0𝑥𝑛

Finalement on obtient
⎧⎪
⎨
⎪
⎩

𝑎0𝑥𝑛 = λ𝑥1
𝑥1 + 𝑎1𝑥𝑛 = λ𝑥2

⋮
𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛 = λ𝑥𝑛

ce qui prouve que C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1)X = λX. Or X ≠ 0 donc λ est valeur propre de C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1).
Remarque. Il eût sans doute été plus simple de calculer le polynôme caractéristique deC(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) qui est le polynôme
P. La matrice C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) s’appelle en fait la matrice compagnon de ce polynôme.

25 D’après la question précédente, tout vecteur X du sous-espace propre associé à la valeur propre λ est déterminé par
la valeur de 𝑥𝑛. On en déduit que ce sous-espace propre est de dimension 1. De plus, si 𝑥𝑛 = 1, avec les notations de la
question précédente, on obtient

∀𝑘 ∈ ⟦1, 𝑛 − 1⟧ , 𝑥𝑘 = λ𝑛−𝑘 −
𝑛−1
∑
𝑗=𝑘

𝑎𝑗λ𝑗−𝑘

26 SoitM ∈ ℳ𝑛(ℂ) une matrice cyclique. SiM est diagonalisable, alorsM possède 𝑛 valeurs propres d’après la question
23. Réciproquement, si M possède 𝑛 valeurs propres, elle est diagonalisable.
Remarque. On peut donc tout à fait se passer de la question précédente.

27 On sait que ℂ[𝑓M] = {P(𝑓M), ℙ ∈ ℂ[X]} est une sous-algèbre commutative de ℒ(ℂ𝑛). On en déduit que ℂ[𝑓M] ⊂
𝒞(𝑓M).

28 Comme (𝑓𝑘M(𝑥0))0≤𝑘≤𝑛−1 est une base de ℂ𝑛, il existe (α0,… , α𝑛−1) ∈ ℂ𝑛 tel que

𝑔(𝑥0) =
𝑛−1
∑
𝑘=0

α𝑘𝑓𝑘M(𝑥0)

Posons P =
𝑛−1
∑
𝑘=0

α𝑘X𝑘 de sorte que

𝑔(𝑥0) = P(𝑓M)(𝑥0)
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De manière générale, pour tout 𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, 𝑓𝑘M commute avec 𝑔 de sorte que

𝑔(𝑓𝑘M(𝑥0)) = 𝑓𝑘M(𝑔(𝑥0)) = 𝑓𝑘M(P(𝑓M(𝑥0))) = (X𝑘P)(𝑓M)(𝑥0) = P(𝑓M)(𝑓𝑘M(𝑥0))

Finalement, les endomorphismes 𝑔 et P(𝑓M) coïncident sur la base (𝑓𝑘M(𝑥0))0≤𝑘≤𝑛−1 : ils sont donc égaux.

29 La question 27 montre que ℂ[𝑓M] ⊂ 𝒞(𝑓M) tandis que la question 28 montre que 𝒞(𝑓M) ⊂ ℂ[𝑓M]. Par double
inclusion, 𝒞(𝑓M) = ℂ[𝑓M].

30 Il est clair que Sp(N) = {0}. Le seul sous-espace propre de N est donc KerN. Comme rg(N) = 𝑛 − 1, on en déduit

que dim KerN = 1 puis que KerN = vect

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
⋮
0
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

. Si N était diagonalisable, elle serait semblable à la matrice nulle et

donc nulle. N n’est donc pas diagonalisable.

31 N = C(0,… , 0) est une matrice cyclique.

32 D’après la question 29, 𝒞(N) = ℂ[N]. En considérant l’endomorphisme canoniquement associé àN, on peut montrer
que

∀𝑘 ∈ ⟦0, 𝑛⟧ , N𝑘 = (
0 0

I𝑛−𝑘 0
)

En particulier, 𝒞(N) = ℂ[N] = ℂ𝑛−1[N]. Finalement

ℂ(N) = {T(𝑡−𝑛+1,… , 𝑡0, 0,… , 0), (𝑡−𝑛+1,… , 𝑡0) ∈ ℂ𝑛}

i.e. 𝒞(N) est l’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires inférieures.

33 Soit A = (𝑎𝑝,𝑞) ∈ Δ𝑖 et B = (𝑏𝑝,𝑞) ∈ Δ𝑗. Soit (𝑝, 𝑞) ∈ ⟦1, 𝑛⟧2. Alors

(AB)𝑝,𝑞 =
𝑛
∑
𝑟=1

𝑎𝑝,𝑟𝑏𝑟,𝑞

Supposons que 𝑝−𝑞 ≠ 𝑖+𝑗. Alors pour tout 𝑟 ∈ ⟦1, 𝑛⟧, on a 𝑝−𝑟 ≠ 𝑖 ou 𝑟−𝑞 ≠ 𝑗 (car sinon 𝑝−𝑞 = (𝑝−𝑟)+(𝑟−𝑞) = 𝑖+𝑗)
de sorte que 𝑎𝑝,𝑟 = 0 ou 𝑏𝑟,𝑞 = 0. Ainsi (AB)𝑝,𝑞 = 0. Ceci prouve que AB ∈ Δ𝑖+𝑗.

34 Soit (A, B) ∈ H𝑖 ×H𝑗. Alors

A =
𝑛−1
∑
𝑝=𝑖

A(𝑝) et B =
𝑛−1
∑
𝑞=𝑗

B(𝑞)

puis

AB =
𝑛−1
∑
𝑝=𝑖

𝑛−1
∑
𝑞=𝑗

A(𝑝)B(𝑞)

Or A(𝑝) ∈ Δ𝑝 et B(𝑞) ∈ Δ𝑞 donc A(𝑝)B(𝑞) ∈ Δ𝑝+𝑞 d’après la question précédente. Or pour tout (𝑝, 𝑞) ∈ ⟦𝑖, 𝑛 − 1⟧ ×
⟦𝑗, 𝑛 − 1⟧, 𝑝 + 𝑞 ≥ 𝑖 + 𝑗 donc A(𝑝)B(𝑞) ∈ Δ𝑝+𝑞 ∈ H𝑖+𝑗 (y compris si 𝑝 + 𝑞 ≥ 𝑛 auquel cas A(𝑝)B(𝑞) = 0). Comme H𝑖+𝑗
est un sous-espace vectoriel de ℳ𝑛(ℂ), AB ∈ H𝑖+𝑗.

35 Comme C est nilpotente, C𝑛 = 0 (l’indice de nilpotence est majoré par 𝑛). Par télescopage,

(I𝑛 + C)
𝑛−1
∑
𝑝=0

(−1)𝑝C𝑝 =
𝑛−1
∑
𝑝=0

(−1)𝑝C𝑝 − (−1)𝑝+1C𝑝+1 = (−1)0C0 − (−1)𝑛C𝑛 = I𝑛

Ainsi I𝑛 + C est inversible et

(I𝑛 + C)−1 =
𝑛−1
∑
𝑝=0

(−1)𝑝C𝑝

36 C est triangulaire stricte donc C est nilpotente. Ainsi P = I𝑛 + C est inversible.
Comme C ∈ Δ𝑘+1, la question 33 montre par récurrence que pour tout 𝑝 ∈ ⟦0, 𝑛 − 1⟧, C𝑝 ∈ Δ𝑝(𝑘+1). Ainsi

(I𝑛 + C)−1 =
𝑛−1
∑
𝑝=0

(−1)𝑝C𝑝 ∈
𝑛−1

⨁
𝑝=0

Δ𝑝(𝑘+1)
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37 Remarquons que P−1 = I𝑛 + Q avec

Q =
𝑛−1
∑
𝑝=1

(−1)𝑝C𝑝 ∈
𝑛−1

⨁
𝑝=1

Δ𝑝(𝑘+1) ⊂ H𝑘+1

Alors
M′ = φ(M) −M = P−1MP −M = (I𝑛 + Q)M(I𝑛 + C) −M = QM+MC + QMC

Puisque Q ∈ H𝑘+1, M ∈ Δ𝑖 ⊂ H𝑖 et C ∈ Δ𝑘+1 ⊂ H𝑘+1, la question 34 montre que QM ∈ H𝑘+1+𝑖, MC ∈ H𝑖+𝑘+1 et
QMC ∈ H2(𝑘+1)+𝑖 ⊂ H𝑖+𝑘+1. Ainsi M′ ∈ H𝑖+𝑘+1 ⊂ H𝑘+1.

38 Posons P−1 = I𝑛 − C + R avec

R =
𝑛−1
∑
𝑝=2

(−1)𝑝C𝑝 ∈
𝑛−1

⨁
𝑝=2

Δ𝑝(𝑘+1) ⊂ H2(𝑘+1)

Alors

N′ = φ(N) −N−NC+CN = P−1NP−N−NC+CN = (I𝑛 −C+R)N(I𝑛 +C)−N−NC+CN = RN+RNC−CNC

Or N ∈ Δ−1 ∈ H−1, R ∈ H2(𝑘+1) et C ∈ Δ𝑘+1 ⊂ H𝑘+1 donc, d’après la question 34, RN ∈ H2𝑘+1 ⊂ H𝑘+1, RNC ∈
H3𝑘+2 ⊂ H𝑘+1 et CNC ∈ H2𝑘+1 ⊂ H𝑘+1. On en déduit que N′ ∈ H𝑘+1.

39 Tout d’abord, P−1 ∈ H0, A ∈ H−1 et P ∈ H0 donc B = P−1AP ∈ H−1 d’après 34.
Comme T ∈ H0, on montre comme à la question 37 que T′ = φ(T) − T ∈ H𝑘+1. D’après la question précédente,

B = φ(N) + φ(T) = N + NC − CN + N′ + T + T′ = A + (NC − CN) + B′

avecB′ = N′+T′ ∈ H𝑘+1 etNC−CN ∈ H𝑘 puisqueN ∈ H−1 etC ∈ H𝑘+1. Il est alors clair que pour tout 𝑖 ∈ ⟦−1, 𝑘 − 1⟧,
(B′)(𝑖) = (NC − CN)(𝑖) = 0 et que (B′)(𝑘) = 0 tandis que (NC − CN)(𝑘) = NC − CN. On en déduit que

∀𝑖 ∈ ⟦−1, 𝑘 − 1⟧ , B(𝑖) = A(𝑖)

B(𝑘) = A(𝑘) + NC − CN

40 D’après la question 32, Ker𝒮 = 𝒞(N) est l’ensemble des matrices de Toeplitz réelles triangulaires inférieures.

41 Soit X ∈ Δ𝑘+1. Comme N ∈ Δ−1, la question 33 montre que NX et XN appartiennent à Δ𝑘. Ainsi 𝒮(X) ∈ Δ𝑘 puis
𝒮(Δ𝑘+1) ⊂ Δ𝑘.
De la même, manière, soit X ∈ Δ𝑘. Puisque N⊤ ∈ Δ1, 𝒮∗(X) = N⊤X − XN⊤ ∈ Δ𝑘+1. Ainsi 𝒮∗(Δ𝑘) ⊂ Δ𝑘+1.

42 Soit (X, Y) ∈ Δ𝑘+1 × Δ𝑘. D’une part

⟨𝒮𝑘+1(X), Y⟩ = tr ((NX − XN)⊤Y) = tr ((X⊤N⊤ − N⊤X⊤)Y) = tr(X⊤N⊤Y) − tr(N⊤X⊤Y)

D’autre part,
⟨X, 𝒮∗𝑘+1(Y)⟩ = tr(X⊤(N⊤Y − YN⊤)) = tr(X⊤N⊤Y) − tr(X⊤YN⊤)

Mais, par propriété de la trace, tr(X⊤YN⊤) = tr(N⊤X⊤Y) de sorte que ⟨𝒮𝑘+1(X), Y⟩ = ⟨X, 𝒮∗𝑘+1(Y)⟩.
Soit alors (U, V) ∈ Ker𝒮∗𝑘 × Im𝒮𝑘+1. Il existe W ∈ Δ𝑘+1 tel que V = 𝒮𝑘+1(W). D’après ce qui précède,

⟨U, V⟩ = ⟨U, 𝒮𝑘+1(W)⟩ = ⟨𝒮∗𝑘(U),W⟩ = ⟨0,W⟩ = 0

Ainsi Ker𝒮∗𝑘 ⟂ Im𝒮𝑘+1.
Remarquons déjà que Ker𝒮∗𝑘 et Im𝒮𝑘+1 sont bien des sous-espaces vectoriels de Δ𝑘. D’après le théorème du rang

dim Im𝒮𝑘+1 = dimΔ𝑘+1 − dim Ker𝒮𝑘+1

Or Ker𝒮𝑘+1 = Ker𝒮 ∩ Δ𝑘+1. D’après la question 40, Ker𝒮 ∩ Δ𝑘+1 est l’espace vectoriel des matrices de Toeplitz trian-
gulaires inférieures dont tous les coefficients hors de la diagonale d’ordre 𝑘 + 1 sont nuls. Puisque 𝑘 + 1 ≥ 1, une telle
matrice est nécessairement nulle. Ainsi 𝒮𝑘+1 = {0} puis dim Im𝒮𝑘+1 = dimΔ𝑘+1.
De plus, Ker𝒮∗𝑘 = Ker𝒮 ∩ Δ𝑘 est l’espace vectoriel des matrices de Toeplitz triangulaires supérieures dont tous les coef-
ficients hors de la diagonale d’ordre 𝑘 sont nuls. Cet espace vectoriel est engendré par la matrice dont tous les coefficients
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de la diagonale d’ordre 𝑘 sont égaux à 1 et les autres coefficients sont nuls. Ainsi dim Ker𝒮∗𝑘 = 1.
Finalement,

dim Im𝒮𝑘+1 + dim Ker𝒮∗𝑘 = dimΔ𝑘+1 + 1

Or il est clair que dimΔ𝑘 = 𝑛 − 𝑘 et dimΔ𝑘+1 = 𝑛 − 𝑘 − 1 donc

dim Im𝒮𝑘+1 + dim Ker𝒮∗𝑘 = 𝑛 − 𝑘 = dimΔ𝑘

On en déduit bien que
Δ𝑘 = Ker(𝒮∗𝑘) ⦹ Im(𝒮𝑘+1)

43 Comme A(𝑘) ∈ Δ𝑘, la question précédente montre qu’il existe (B, C) ∈ Ker𝒮∗𝑘×Δ𝑘+1 tel que A(𝑘) = B−NC+CN.
En posant P = I𝑛 + C et L = P−1AP, la question 39 montre que

∀𝑖 ∈ ⟦−1, 𝑘 − 1⟧ , L(𝑖) = A(𝑖)

L(𝑘) = A(𝑘) + NC − CN = B ∈ Ker𝒮∗𝑘

Or on a vu précédemment que Ker𝒮∗𝑘 était la droite vectorielle formée des matrices de Δ𝑘 dont tous les coefficients de la
diagonale d’ordre 𝑘 sont égaux. La matrice L répond donc bien à la question.

44 Comme toute matrice cyclique est semblable à une matrice de la forme C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1), il suffit de prouver le résultat
pour une matrice de ce type.
Soit donc (𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) ∈ ℝ𝑛. Posons A0 = C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1). Remarquons que

T0 = A0 − N =
⎛
⎜
⎜
⎝

0 ⋯ 0 𝑎0
⋮ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0 𝑎𝑛−1

⎞
⎟
⎟
⎠

est bien une matrice triangulaire supérieure. D’après la question précédente appliquée avec 𝑘 = 0, A0 est semblable à une
matrice A1 de la forme

A1 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡0 ∗ ⋯ ⋯ ∗
1 ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ∗
0 ⋯ 0 1 𝑡0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A nouveau T1 = A1−N est bien une matrice triangulaire supérieure. La question précédente garantit queA1 est semblable
à une matrice A2 de la forme

A2 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡0 𝑡1 ∗ ⋯ ∗
1 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ ∗
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑡1
0 ⋯ 0 1 𝑡0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

A l’aide d’une récurrence (qu’il faudrait rédiger proprement), C(𝑎0,… , 𝑎𝑛−1) est semblable à une matrice

A𝑛 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑡0 𝑡1 𝑡2 ⋯ 𝑡𝑛−1
1 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋱ ⋱ ⋱ 𝑡2
⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 𝑡1
0 ⋯ 0 1 𝑡0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= C(0,… , 0, 1, 𝑡0,… , 𝑡𝑛−1)

qui est bien une matrice de Toeplitz.
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