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DEVOIR A LA MAISON N°09

* Le devoir devra étre rédigé sur des copies doubles.

* Les copies ne devront comporter ni rature, ni renvoi, ni trace d’effaceur.

* Toute copie ne satisfaisant pas a ces exigences devra étre intégralement récrite.

Probleme 1

L application

T { c2n-1 Mn(C)
(t—l’H-l"“’tO""’tn—l) —> T(t—n+1!'~- ,to,...,tn_l)

est clairement linéaire. Ainsi Toep, (C) = ImT est un sous-espace vectoriel de M,,(C). De plus, le noyau de T est claire-
ment nul donc T induit un isomorphisme de C*"~! sur Im T = Toep, (C). Par conséquent, dim Toep, (C) = dim C**~! =
2n—1.

On en déduit également que 1’image de la base canonique de C2"*~! est une base de Toep,,(C). Les vecteurs de cette base
sont les matrices de M ,,(C) avec des 1 sur I’'une des 2n — 1 diagonales et des 0 ailleurs.

Soient A et B deux matrices de M,,(C) qui commutent. On montre par une récurrence évident que A€ et B commutent
pour tout k € N. Par linéarité de la multiplication matricielle a gauche et a droite P(A) et B commutent pour tout P € C[X].
En appliquant ce qui précéde a B et P(A), on montre que Q(B) et P(A) commutent pour tout couple (P, Q) € C[X]?.

Comme A est une matrice carrée de taille 2 :

Xa = X2 — tr(A)X + det(A) = X2 — 2aX + (a® — be)

@ Le discriminant de ), est 4bc.

Si bc # 0, xa est simplement scindé donc A est diagonalisable.

Si bc = 0, alors Sp(A) = {a}. Ainsi A est diagonalisable si et seulement si elle est semblable a al,, ce qui signifie qu’elle
est égale a al,. Ceci équivaut donc a b = c = 0.

Pour récapituler, A est diagonalisable si et seulement si bc # 0ou b = ¢ = 0.

Comme A est de taille 2, card Sp(A) < 2. De plus, A est une matrice a coefficients complexes donc elle posséde au
moins une valeur propre. Finalement, card Sp(A) € {1, 2}.
Si card Sp(A) = 2, alors Sp(A) = {al, B} avec a # . Dans ce cas, A est diagonalisable puisqu’elle posséde autant de

a 0
valeurs propres que sa taille. Ainsi A est semblable a ( 08 )
Si card Sp(A) = 1, alors Sp(A) = {a}. A étant une matrice a coefficients complexes, elle est au moins trigonalisable donc

o
semblable a une matrice de la forme ( 0 ¥ )
ot

[6] Soit M € M,(C).

a
Si M est semblable a une matrice de la forme ( 0 Y ), alors M est bien semblable a une matrice de Toeplitz puisque
a

a
( Y ) = T(0, o, y).

0«

. X , a0

Supposons maintenant que M est semblable & une matrice de la forme D = ( 08 ) avec o # f3. Il suffit donc de montrer

ab
que cette matrice est semblable a une matrice de Toeplitz i.e. une matrice de la forme ( ) En identifiant trace et
ca
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a+f
2a=a+f =7
déterminant, on est donc incité i choisir (a, b) € C? tel quey , , ce qui équivaut a 5. Posons
a*—bc = af <O£ — B)
bc = —

+8

a
par exemple, a = — etb=c=

a—-p
2

b _ 2
puis N = T(c, a, b) :(a ).Onabc: (OCTS) # 0 car a # . On vérifie
ca

a 0
que xxy = X% —2aX + a? — bc = (X — a)(X — ) avec a # B donc N est bien semblable a ( 08 ) Par transitivité de la

similitude, M est semblable a la matrice de Toeplitz N.
On a bien montré que toute matrice de M,(C) était semblable a une matrice de Toeplitz.

On a donc A, (a, b,c)X = AX. En observant la premiére ligne, on obtient
ax, + bx, = Ax;
et, comme Xy = 0,
bx; +(a—2A)x; +cxg=0

En observant la derniere ligne
CXp_1 + ax, = Ax,

et, comme X, .1 =0,
bxpy +(@—Mx, +cx,_; =0

Pour laligne i € [2,n — 1],
cxij_1 + ax; + bx; = Ax;
ou encore
bxjg,+(@a—2A)x;+cx;_; =0
Finalement, pour tout k € [0,n — 1],
bxyip + (@ — )Xy +cx, =0

Les termes d’indices de la suite (x;) sont alors définis a partir du rang n + 2 par la relation de récurrence
1
Vk 21, Xy = =3 ((@ = D)xpqn + 0xi)

ce qui est valide car b # 0.
La suite (xj) vérifie donc bien
Vk €N, bxpn+(a—)xpp +cx, =0

Puisque b # 0, (E) est une équation du second degré qui posséde une ou deux racines.
Si I’équation (E) posséde une racine double r, alors 3(a, B) € C? tel que

Vk €N, x, = (ak + B)rk
Si I’équation (E) posséde deux racines distinctes 1 et 1, alors 3(a, ) € C? tel que

vk e N, x, = ar¥ + prf

@ Supposons que (E) posséde une unique racine r. Comme ¢ # 0, r # 0. Avec les notations de la question précédente,
Xo =B =0et x4 = (a(n+1)+ By = 0 puis a(n + 1)r**! = 0. Comme r # 0, A = 0. Ainsi (x;) est nulle puis
X = 0, ce qui contredit le fait que X est un vecteur propre.

L’équation (E) posséde donc deux racines distinctes 1, et 7.

A nouveau, ¢ # 0 donc r; et r, sont non nuls. On utilise toujours les notations précédentes de sorte que Xy = a+ =0

et Xy = o't 4 Bt = 0. Ainsi a({"t! — '*!) = 0. De plus, a # 0, sinon o = § = 0 puis X = 0, ce qui contredit le
n+l _ n+l
h

fait que X est un vecteur propre. On en déduit que =t cest-a-dire (1/r,)"*! = 1 ou encore 1, /1, € Uy,y;.

—-a c
—— etnp = . Alors

Les relations coefficients/racines nous enseignent que ; +r, = 5 b

)L:a+b(r1+r2):a+br2<:—l+1>
2
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2iém
Or n/r, € U, donc il existe ¢ € [[0,n]| tel que r;/r, = en+1.De plus, 1, # 1, donc € # 0 et € € [[1,n]. En utilisant la

formule de 1’arc moitié
)—a+2 cos( on )
- e n+1

itn e
A = a + 2bren+l cos ( T
n+1

ifn

en posant p = bren+1. Alors

2iém n
p? = b’rfen+ = b?r} - == b?nr, = be
2

W = =
car B, = —.
27 p

On rappelle qu’il existe (o, B) € C? tel que
Vk €N, x; = arf + prf

Puisque xy = a + § = 0, on obtient grice a la formule de 1’arc-moitié,

k

k _ ok k k k(e Lo Ckn
Vk €N, x; = a(rf — ) = ar’ ((n/R)* — 1) = an <e i — 1) = 2ia (rze n+1) sin(n m 1)

ifn
Or on a posé p = bren+! ala question précédente de sorte que

k
i P €kn>
Vk e N, x; = 2ia _bksm(n+1

Notamment,

k
i P €k7‘t>
Vk € [0,n+ 1], x; = 2ia _bksm(n+1

Réciproquement soit € € [[1, n]. Notons p une racine carrée de bc et posons

én
)Lg—a+2pcos(n+1)
ainsi que
k
_ Pt [ tkn )
VkeN, x = bksm<n+l

Pour tout k € N,

k+2 k+2 k
o Sin<€(k+2)rc> _,P < T )Sin(€(k+ 1)7t> +Cp_ sin( Ckm )

bxya +(a— Ap)xpqr + eXg =

bk+1 n+1 bk+1 n+1 n+1 bk n+1
ok k+2
Or p? = bc donc Cor = pEr puis
k+2
_ _p . é(k+2)7‘c> _ ( ém ) . <€(k+ 1)71) . < ¢km ))
bxpys + (@ —Ap)Xpyq + X = kT <sm< 1 2 cos ] sin{ — 1 + sin P

Or pour (a, b) € R?, sin(a) + sin(b) = 2sin <a t

b)cos<a ; b) donc

. <€(k + 2)7'c> . ( ¢kn ) . <€(k+ 1)71) e
sin| ————— ) +sin| —— ) = 2sin cos( >
n+1 n+1 n+1 n+1

puis
bXpyz + (@ — X)Xy +Cx =0
On a de plus xg = x,,,; = 0 de sorte que
ax; + bx, = Apxq
Vie[1,n—1], cx;_q +ax; + bxj1 = Apx;
CXy_1 + ax, = Apxy,

X1
T

n+1

Ainsien posant X =| : |,onaA,(a,b,c)X = A,X et X # 0 puisque x; = % sin(

) £ 0 (% = be # 0). Ainsi A
xn
est bien valeur propre de A,(a, b, ¢).

La fonction cos étant injective sur [0, 7], les A, pour € € [[1,n] sont distincts. Ainsi la matrice A, (a, b, c) possede n
valeurs propres distinctes : elle est diagonalisable.
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Notons o le cycle (n,n — 1, ...,2,1). En notant f,, ’endomorphisme canoniquement associé a M,, et (e, ..., e,) la
base canonique de C", on a donc f,,(e;) = eg(j) pour tout j € [[1,n]]. On en déduit que pour tout k € N et tout j € [[1,n],

f,{‘(ej) = egk(j)- Par conséquent, (MK);. j = 8igk(j)- On peut alors écrire
0 | L,
Vk € [[0,n], MK = n—k
I, | 0

En particulier, M? = I,. La matrice M,, est inversible et M;;! = M?~!. De plus, X" — 1 est un polyndme annulateur de
M,,.

Le polynome X" — 1 = H (X — w) est simplement scindé et annule M,, donc M,, est diagonalisable. De plus,

wely,
Sp(M,) € U, = {wh, p € [0,n—1]}
Soit p € [0,n — 1].En posant Xp = (wﬁq)gqun_l, on vérifie que M nXp = coﬂXp donc wh, valeur propre de M,,. Ainsi
Sp(Uy) = {wh, p € [0,n—1]}

et chaque sous-espace propre est de dimension 1. Par conséquent, le sous-espace propre associé a la valeur propre wh est
vect(Xp). Une base de vecteurs propres de M, est donc (Xp)o<p<n—1-

Lamatrice ®,, est la matrice de passage de la base canonique vers la base de vecteurs propres de la question précédente.

Ainsi ®,;1M,,®,, est la matrice diagonale diag(1, w,, w2, ..., wh ).
n-1
I existe (ty, ..., t,—1) € C"tel que A = T(ty, ty, ... , tgs ... » ty—1). On Vérifie alors que A = Z tMK. Ainsi en posant
n—1 k=0
P = Xk A=PM,).
k=0

Soit P € C[X]. Notons Q et R le reste de la division euclidienne de P par X" — 1. Alors

P(Mn) = (Mﬁ - In)Q(Mn) + R(Mn)

n—1
De plus, R € C,,_;[X] donc il existe (tg, ..., t,_1) € C" tel que R = Z t; XK. Ainsi
k=0
n-1
P(Mn) = Z tkMﬁ = T(tl, tz, ceey to, cee gy tn—l)
k=0

donc P(M,,) est bien une matrice circulante.

Soit ¢ : { C[Xll : P(IY\E/I(K)) . On vérifie aisément que ¢ est un morphisme de K-algebres. De plus, les deux
n

questions précédentes montrent que I’ensemble des matrices circulantes est une sous-algébre de M, (K). C’est donc un
sous-espace vectoriel de M, (I<) stable par produit. Comme I’ensemble des matrices circulantes est inclus dans Toep,,(C),
c’est donc également un sous-espace vectoriel de Toep, (C).

Enfin, pour tout (¢, ..., t,_;) € C",

T(tl, . tl’l—l’ to, tl’ ooy tn—l)T = T(tn—l’ ceey tl’ to, tn—l’ ceey tl)

donc I’ensemble des matrices circulantes est stable par transposition.

REMARQUE. On aurait aussi pu remarquer que pour tout P € C[X],
P(M,)" = P(My) = P(M7™") = Q(M,,)
avec Q = P(X™1).
Soit A une matrice circulante. Il existe donc P € C[X] tel que A = P(M,,). Onavu qu’avec D = diag(1, w,,, ..., o 1),
@, M, ®, = D. Alors

@,'AD, = ©;,'P(M,,)®, = P(¢;'M,®,) = P(D) = diag(P(1), ..., P(wi™"))
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Les valeurs propres de A sont donc P(1), ..., P(w}!~1). On peut exprimer ces valeurs propres en fonction des coefficients
n-1

de A puisqu’on peut choisir P = Z (XK ol A = T(t1, ove s b1y Lgs Es oee s Ep)-

k=0
Enfin, une base de vecteurs propres de A est formée des colonnes de @,,, c’est-a-dire des vecteurs X, ... , X,;_1 définis a

la question

Supposons qu’il existe x, € C" tel que (g, fyr(X0)s --- » fir (o)) soit une base de C". Alors il existe (ag, ... , @y_1) €
C" tel que

n-—1
Ri(xo) = 3, axfi(xo)
k=0
La matrice de fy; dans la base (xq, fyr(Xo)s --- » fir 1 (xo)) est alors C(ay, ... , a@,_;). Comme M et C(ay, ..., a,_;) sont les
matrices de fy; dans deux bases de C", elles sont semblables.
Réciproquement, supposons que M soit semblable & une matrice C(ay, ... , @,,_1). Il existe donc une base (x, ... , X,,_1) de

C" dans laquelle la matrice de fy est C(a, ... , @,_1). Pour tout j € [[0,n — 2], on a donc fy(xj) = Xj41, ce qui permet
d’affirmer que x; = fi(xo) pour tout j € [0, n — 1]). Ainsi (X, ..., 7 1(xo)) est une base de C".

Remarquons que pour tout k € [[0,n — 1],
n
Riw) =3 fuie;
i=1

La matrice de la famille (u, fyy(w), ..., s~ (w)) dans la base (ey, ... , e,) est

ul Alul )\?_1”1

-1
u, Auy - A u,

U= . . . .
Uy }‘nun lﬁ_lun

La famille (u, fyr(), ..., fjt1(u)) est une base de C" si et seulement si det(U) # 0. Or, par multilinéarité du déterminant,

1A - At
1 ) 1 Ay - A1
Ui oL

det(U) = (

i=1 : N
1 ln )Lﬁ—l

Le dernier déterminant est un déterminant de Vandermonde dont on sait qu’il est non nul si et seulement si les A; sont deux
a deux distincts.

Finalement, (&, fyr(w), ... , fii~1(w)) est une base de C" si et seulement si aucun des u; n’est nul et les A; sont deux a deux
distincts.

Soit f un endomorphisme de diagonalisable et cyclique. D’apres la question précédente, f posséde n valeurs propres.
Réciproquement si f est un endomorphisme cyclique de possédant n valeurs propres, il est bien diagonalisable.
Finalement, un endomorphisme cyclique est diagonalisable si et seulement si il possede n valeurs propres.

De plus, la question précédente montre également que, dans ce cas, les vecteurs cycliques sont ceux dont aucune coordonnée
dans une base de vecteurs propres n’est nulle.

X1
Supposons que A est valeur propre de C(ay, ..., a,_1). Alors il existe X =| : |non nul tel que C(ay, ..., a,_1) =
le
AX. Alors
ApX, = Ax;
x1 + alxn = }\,XZ
Xp_1 + Au_1Xy = AXy
n-1
En numérotant Ly, ..., L,,_; les lignes de ce syste¢me, la combinaison linéaire Z AXL, donne
k=0

n—1 n—1 n
2 )kak + (2 Akak> Xp = Z )kak
k=1 k=0 k=1
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et donc
n-1
(A" - akkk> X, =0
k=0
Remarquons que si x,, = 0, on obtient successivement x,,_; = 0, ..., x; = 0, en observant les lignes L,,_;, ..., L; du

n-1
systéme initial. Ceci est impossible car X # 0. Finalement P(A) = 0 avec P = X" — Z a; XK.
k=0

X1
Réciproquement, soit A € C tel que P(1) = 0. On définit un vecteur X =| : | En posant
xl’l
X, =1
Xp_1 = AXp — Qp_1Xy
X1 = AXy — Q1Xp
n-1
En numérotant L, ..., L; les lignes du systeme précédent la combinaison linéaire Z AKL; donne
k=1

n-—1 n n—1
Z Moxy = Z Aexy — Z Aeagx,
k=1 k=2 k=1
ou encore
n—1
Ax; = <?L” — Z kk) x, = (PV) + ap)x,, = apxy,
k=1
Finalement on obtient

ApX, = Ax;
X] + a1 x, = Ax,

Xp_1 + Au_1Xy = AXy
ce qui prouve que C(ay, ... ,a,_1)X = AX. Or X # 0 donc A est valeur propre de C(ay, ... , @j_1)-

REMARQUE. Il eiit sans doute été plus simple de calculer le polyndme caractéristique de C(ay, ... , @,_1) qui est le polyndme
P. La matrice C(ay, ... , a,,_;) s’appelle en fait la matrice compagnon de ce polyndme.

D’apres la question précédente, tout vecteur X du sous-espace propre associé a la valeur propre A est déterminé par
la valeur de x,. On en déduit que ce sous-espace propre est de dimension 1. De plus, si x,, = 1, avec les notations de la

question précédente, on obtient
n-1

Vk € [Ln—1], x; = A"k = > gk
Jj=k

Soit M € M,,(C) une matrice cyclique. Si M est diagonalisable, alors M possede n valeurs propres d’aprés la question
23] Réciproquement, si M possede n valeurs propres, elle est diagonalisable.

REMARQUE. On peut donc tout a fait se passer de la question précédente.

On sait que C[ fy] = {P(fm), P € C[X]} est une sous-algébre commutative de L(C™). On en déduit que C[ fiy] C
C(fw)-

Comme (fl\l/([(xo))oskSn—l est une base de C", il existe (ay, ... ,a,_1) € C" tel que

n—1
8(xo) = Z akfl\l/{l<x0)
k=0
n-1
Posons P = Z o XK de sorte que
k=0

8(xo) = P(fm)(xo)
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De maniére générale, pour tout k € [0,n — 1], fl\’f[ commute avec g de sorte que

g(hi(x0)) = hi(8(x0)) = AM(P(fu(x0)) = (X*P)(fin)(x0) = PUAD(A(X0))

Finalement, les endomorphismes g et P(fy;) coincident sur la base ( fl\’/i(xo))oskSn—l : ils sont donc égaux.

La question 27| montre que C[fy] C C(fu) tandis que la question [28] montre que C(fyy) C C[fu]. Par double
inclusion, C(fy1) = C[ful-

11 est clair que Sp(N) = {0}. Le seul sous-espace propre de N est donc Ker N. Comme rg(N) = n — 1, on en déduit
0

que dim Ker N = 1 puis que Ker N = vect 0 . Si N était diagonalisable, elle serait semblable a la matrice nulle et

donc nulle. N n’est donc pas diagonalisable.

N = C(0, ..., 0) est une matrice cyclique.

D’apres la question C(N) = C[N]. En considérant I’endomorphisme canoniquement associé & N, on peut montrer
que

0 0
Vk € [[0,n], Nk =
Lk O
En particulier, C(N) = C[N] = C,,_;[N]. Finalement
C(N) = {T(t_n+1, ooy to, 0, ooy 0), (t—}’l+1’ ooy to) (S Cn}
i.e. @(N) est I’ensemble des matrices de Toeplitz triangulaires inférieures.

Soit A = (a,4) € Ajet B = (b ) € A;. Soit (p, q) € [1,n]* Alors

n
(AB)pq = Z ap,rbrg
r=1

Supposons que p—q # i+ j. Alors pourtoutr € [1,n],ona p—r # iour—q # j(carsinon p—q = (p—r)+(r—q) = i+j)
de sorte que a, , = 0 ou b, ; = 0. Ainsi (AB),, ; = 0. Ceci prouve que AB € A; ;.

Soit (A, B) € H; x H;. Alors

n-1 n-1
A=ZA(p) et B=ZB(Q)
p=t q=J
puis
n-ln-1
AB = Z Z A@B@
p=iq=j

Or AP g Ap et B@ e Ag donc APB@ g Ap4q d’apres la question précédente. Or pour tout (p,q) € [i,n— 1] X
[j,n—1], p+q>i+ jdonc APB@ g Apyq € Hiyj (y compris si p + q > n auquel cas APB@ = (). Comme Hi,j
est un sous-espace vectoriel de M,(C), AB € Hy, ;.

Comme C est nilpotente, C" = 0 (I’indice de nilpotence est majoré par n). Par télescopage,

n-1 n-1
(I +C) D (~1PCP = 3 (~1PCP — (~1PHCPH = (=1)°C, — (-1)"C" = I,
p=0 p=0

Ainsi I, + C est inversible et

n—1
I, + )t = Y (-1)PCP
p=0

C est triangulaire stricte donc C est nilpotente. Ainsi P = I,, + C est inversible.
Comme C € Ay, la questionmontre par récurrence que pour tout p € [0,n — 1], CP € Ap(iy1)- Ainsi

n-1 n-1
(I, + O = Y. (=1)PCP € € Apges
p=0 p=0
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Remarquons que P~! = I, + Q avec

n—1 n—1
Q= Z(_l)pcp € @ Ap(k+1) C Hier
p=1 p=1

Alors
M’ =cp(M)—M=P_IMP—M=(In+Q)M(In+C)—M=QM+MC+QMC

Puisque Q € Hy,1, M € A; C H; et C € Agyq C Hyyg, la question 34 montre que QM € Hyy 4, MC € Hjypyg et
QMC € Hyky1)4i C Higpyr- Ainsi M" € Hyypyy C Hyepq

Posons P71 = I, — C + R avec

n—-1 n—1
R= ) (-1)PCP e @Ap(k+l) C Hak+1)
p=2 p:z

Alors
N = @N)—N—-NC+CN =P !NP-N-NC+CN = (I, - C+R)N(I, + C) =N — NC + CN = RN + RNC — CNC

OrN € A_; € H_j, R € Hy(yy) et C € Agyy C Hyyy done, d’apres la question 34 RN € Hyyyy C Hyyy, RNC €
Hijip C Hyyq et CNC € Hypyq € Hyyq. On en déduit que N’ € Hy,;.

Tout d’abord, P~! € Hy, A € H_; et P € H, donc B = P7IAP € H_,; d"apres[34]
Comme T € Hy, on montre comme a la questionque T = @(T) — T € Hy,,. D’apres la question précédente,

B=o(N)+@(T)=N+NC—-CN+N+T+T =A+(NC-CN)+B

avec B’ = N'+T’" € Hy,; et NC—CN € Hy puisque N € H_, et C € Hy,,. Il estalors clair que pour touti € [-1,k — 1],
BHD = (NC — CN)D = 0 et que (B')*) = 0 tandis que (NC — CN)*) = NC — CN. On en déduit que

Vie [-1,k—1], BD = A®
B = A®) 4 NC-CN

D’apres la question Ker 8 = C(N) est I’ensemble des matrices de Toeplitz réelles triangulaires inférieures.

Soit X € Ay,q. Comme N € A_,, la question montre que NX et XN appartiennent a Ag. Ainsi 8(X) € Ay puis
8(Ak41) C Ay
De la méme, maniére, soit X € Ag. Puisque NT € A}, 8*(X) = NTX — XNT € Ay,;. Ainsi 8*(Ag) C Apyy.

Soit (X,Y) € Agy1 X Ay. D’une part
(8r1(X),Y) = tr (NX —XN)TY) = tr (X'NT = NTXT)Y) = r(X'NTY) — tr(NTXTY)

D’autre part,
(X, 85,1 (V) =tu(XT(NTY = YNT)) = r(X"NTY) — tr(XTYNT)
Mais, par propriété de la trace, tr(X'YNT) = tr(NTXTY) de sorte que (Sy41(X), Y) = (X, 8., (Y)).
Soit alors (U, V) € Ker 8§ X Im 8y,1. Il existe W € Ay, tel que V = 8y 1(W). D apres ce qui précede,
(U, V) = (U, 8§41(W)) = (8(U), W) = (0, W) =0

Ainsi Ker 8}, L Im 8j4;.
Remarquons déja que Ker 8;, et Im 8, sont bien des sous-espaces vectoriels de Ay. D’apres le théoréme du rang

dimIm &y, = dim Ay, —dimKer 8y,

Or Ker 8y, = Ker8 N Ayy;. D’aprés la question [0 Ker 8 N Ay, est I'espace vectoriel des matrices de Toeplitz trian-
gulaires inférieures dont tous les coefficients hors de la diagonale d’ordre k + 1 sont nuls. Puisque k + 1 > 1, une telle
matrice est nécessairement nulle. Ainsi 8, = {0} puis dimIm 8y = dimAy;.

De plus, Ker 8;; = Ker 8 N Ag est I’espace vectoriel des matrices de Toeplitz triangulaires supérieures dont tous les coef-
ficients hors de la diagonale d’ordre k sont nuls. Cet espace vectoriel est engendré par la matrice dont tous les coefficients
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de la diagonale d’ordre k sont égaux a 1 et les autres coefficients sont nuls. Ainsi dim Ker 8§ = 1.
Finalement,
dimIm 8y, + dimKer 8§ = dim Ay +1

Or il est clair que dim Ay = n —ketdimAy,; =n—k —1donc
dimIm 8y + dimKer 8§ = n — k = dim A

On en déduit bien que
A = Ker(8}) © Im(Sin)

Comme A®) e Ay, la question précédente montre qu’il existe (B, C) € Ker 8y X Ay tel que A% = B_—NC+CN.
En posant P = I, + C et L = P~AP, la question[39] montre que
Vie[-1,k—1], ID = A®
[0 = A + NC— CN =B € Ker S;

Or on a vu précédemment que Ker 8;; était la droite vectorielle formée des matrices de Ay dont tous les coefficients de la
diagonale d’ordre k sont égaux. La matrice L répond donc bien a la question.

Comme toute matrice cyclique est semblable & une matrice de la forme C(ay, ..., @,_;), il suffit de prouver le résultat
pour une matrice de ce type.
Soit donc (ay, ..., ay_1) € R™. Posons Ay = C(ay, ..., a,_1). Remarquons que

0O -0 ao
TO=A0_N= :
0O -0 anu_1

est bien une matrice triangulaire supérieure. D’apres la question précédente appliquée avec k = 0, A, est semblable a une
matrice A; de la forme

to* ...... sk
-
Ar=]|o0
%

0 -+ 0 1 ¢t
A nouveau T} = A; — N est bien une matrice triangulaire supérieure. La question précédente garantit que A, est semblable
a une matrice A, de la forme

tg t;7 * - %

1
A,=]0 *
51

A T’aide d’une récurrence (qu’il faudrait rédiger proprement), C(ay, ... , a,_1) est semblable & une matrice
lo i L = Ip
1 .o
An = 0 - e tz = C(O, veey 0, 1, to, veey tn—l)
A}

qui est bien une matrice de Toeplitz.
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