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[Réduction des FEndomorphismes
Exercu:e i : 3 EAS
1. Soit'A € M,, (C), montrer que Tos proposmons smvantes sont équiva-
lentes: . -
(3 A est mlpotente
(i1) Sp(A) = {0}
(m) xa(X) =
. Déterminer les n:nphcatxons qui restent vreies lorsque A€ M, (R).
Ebcercxce 2 2 _

Soit M = (mi;) € Mn (R) telle que:
(my 20V1<ij=<n .
" :
@) % my=1ViSi<n.
. J o 1
1. Montrer que 1 € Sp(M ) et donner un vecteur propre associé.

9. Prouver que pour tout A € Sp(M), A L1

Exercice 3 . ,
Soit E un R—ev de dimension nn > 1 et ©w-€ &

1. Soit D = Q A R. Montrer que Im(D (u)) = Im(Q (u)) + Im(R (u)). e

(E). Solent Q,R € R[X].

2. On suppose que Q A R=1..

(2) Que vaut ker(Q (u)) ® ker(R (u))?

(b) Prouver que ker(Q (u)) est stable par R (u) et que l'endomorph:lsme
de ker(Q (u)) induit par R (u) est injective.

(c) En déduire que R (u) [ker(Q (u))] = ker(Q (u)). .

(d) Onsuppose que QR (u) =0.M trer que: E = Im(Q (u))@Im(R (v)),
(@ ) = her R (0) o I I iR

3. 3(2;1 suppose que 'u. = —u. Mcmtrer que Im(u) = ker(u? + Idg) et rg(v) .
pair.

Exercice 4
Soit E un C—ev_de dimension =, we [,(E) et X € Sp(u) de multxphcﬂ:é p.

On note par F = ker (u — AId E)”
1. Montrer quil existe Q € C[X] tel que Q(A) £0et E= F,. @ ker(Q(w)).
2. Justifier que F, et ker(Q(u)) sont stables par u.

3. On désigne par v (resp. w) l'end hisme
e ) omorp de F) (resp ker (Q(“)))
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Aldp, est nilpotent. - .- :
tion de A et de d = dim(Fh)-

Xw 6t tuGXw‘ (A) #0.

(s) Montrer que V=
", (b) Calculer X, en fonc
. (¢) Prouver que Xu = ¥y

(d) En déeduire que dim(Fi) =P ¢

Exercice 5 . . ) .
Soit £ wn R—ev et F, @ deux sev supplémentaire de E de méme dimension
. On consideére s une atrio de F avec 8 ¢ {Ids —It:zp} ‘ .
Soit ¢ un isomorphisme de Fdens Get fEL (E) defini per: )
) siz = m1+m2a.vecz1EFetmgeG
flz) = 9@)+o (@) +e (z1) -

1. Montrer que f € G‘L(E)‘.
Ex(O\ {0} avec 71 € F et o2 € G.

Soit A € .S'p(f) etz =o1+ 22 €
Montrer que A0, 71,52 70 et r—1 e 5p(s).
ntrer qu'll existe A € Sp(f) tel que -

3. Réciproquement, soit & € Sp(s), mo
A= -} = Q.

Déduire toutes les valeurs propres de f.
Soit {e;, ..,ep} une base de ker(s + Idr) et {ep+1; -
ker(s — IdF).
(a) Montrer que {e1, -
(b) Déterminer des vecteurs propres de f associés adch
propres de f. )
(c) Déterminer dim(Ex (Mr

1o -

en} une base de

en, 9(1), s G(€n)} est vune bese de E.
acunes des valeurs

our tout A € Sp(f)-

Exercice 6 :
Soit 1 €N, on pose f : Ra[X] — R, [X]
o PP 4 PX+D)4XPI(X)
1l est clair queé f € L(Rn [X]). )
1. Donner la-matrice de f dansla base ca.nom que de R-n [X] | , " .
2. En dédu R A .
" able? ,}1:“3 les valeurs propres de f. L’endomorphisme f est-il diagonalis-
3. Montrer qu'il existe un uni ; :
ue a3t -
f(Rn) - (n+ 1) Pn. q Pﬂl}’l‘ldme unitare Pn € Rn [X] tel que

4. Prouver que deg (P;)' =n. '

Qe

5. Montr ' |
| ntrer que V& € {0,...,n}, f (P,(;k)) =(n+1-= k)P,(,k) .

<

Scanné avec CamScanner



[X] formée par des vecteurs propres de f.

6. Déduire une base de Ry [X] formée par des vecteurs pro :
Exercice 7 / /;77/ & g opmembhagy -
. . W _‘l.\-‘-—L_ - . _.d...q .B—,—.......— .....—o:—- -
On considére la matrice A = e M, (R),a#0
: ‘ T
a . » a b

1. Déterminer rg(4 — (- a)l,). :
les valeurs propres de A et leurs ordres de multi-

9. Déterminer alors toutes ‘ 5
A est diagonalisable et diagonaliser A.

. plicité. En déduire que
) 3. Que vaut det(A), A*?
| Exercice 8 M 6'//1/ 2"

.. , ; . ¢

1. Montrer que si P € Ry {X] alors X"P(%) eRa{X]. _. ,%’L: id '
- R.[X] — Ra[X] ; v LR
2. On : : .l estcl e L(R, X
pose i) P — X“P(jlf) est clair flue,f R, 1X]) “% %

(a) Calculer f2, en déduire qgie f est diagonalisable et donner Sp(f). £Q
(b) Donner la miatrice de f dans la base canonique de Ry, [X] . .
~ (c) Diagonaliser f. /@)

Exercice 9 _ : -
Soient A et B € My(C) tes que AB = —BA et A2 = B? = I4.

1. Montrer qué A et B sont diagoﬁa'lisables et trouver leurs valers propres.
9. En caculant tr(BAB) ‘de deux manitres, montrer que tr(A) = ir(B) =0.
3. Déterminer les multiplicités des valeurs propres de A.

Exercice 10 |
Soit M € M,(C).

1.- On suppose que tr(M*) = 0Vi € {1, ..,n}. Montrer que & M admet comme
valeurs_propres.non nulles.A1, .., Ax de miltiplicités respectives aj, .., @k

alors:

@i Mt . +apiy =0
a1A§+ i RS +ak)\i =0
. " ‘- [ ]
a M+ +ap)E =0
P

Scanné avec CamScanner



nt si, tT(Mi)f 0 pour tout

i e
9. En déduire que M est nilpotente 81 et seulem

ie{l,., -n}_..

Exercice 11
SOit Ae Mn(R) *

- On suppose que A% = A%,
(a) Montrer que A est trigonalisabe.

(b) Prouver que tr(4) € N. _ . | - =

(c) Montrer que si ¢r(4) =0 alors A% = 0 et si tr(4) = alors A n
agonalisable. - S

(d) Montrer que A? est dxa.gonahsa.‘ e s

(e) Montrer que A est diagonalisable A2 = A& Ker (A‘g’ = ker (A),!

Exercice 12 - . )
 Soit Eunk—ev de dimensionn € N* ebw'€ L (E).On 0051‘15’-'913 commutant
‘de u définie par: . ; -
2 5/ Cu)={veL(E)/uov=vou}

lg;Montrer que G (u) est une sous algebre de £ (E).
" 9, Monizer que si v € C' (u) alors pour tout A € Sj;(u), E) (u)-est stable par
s ' ' t .
Z

4z 3. SoitveC (1) :-On supose que u et v sont diagonalisables, Montxer qu'il
A existe B une base de E tel que Mp(u) et Mp(v) sont diagonales,

'\«”‘4. On subpose que u admet n valeurs propres 2 & 2 distinctes. Soit £ un .-

- \r\’j\:; ) vecteur propre de u essocié & une valeur propre AetveC(u).

() Que peut on dire dé u?
(b): Déterminer E) (u) en fonction de z.
| (c) Montrer que z est aussi un vecteur propre de v.
- (d;fﬁDédmre que v est diagonalisable dans une méme base que u.
¥ (e) Montrer qu'il existe un unique P € k,—; [X] tél que P(uj =v.
(f) Déduire que c (u) = vect {Idg,u,.,u"1},
y (g). Prouver que dim(C (u)) =n. ' .
. - 3 10
- 5. Application. Soit u € £ (R®) tel que Mp.(u)=}| 1:3 0 |.
' - -1'00
() Montrer que u est diagopeliseble et diagoneliser u. *
(b) ' Déterminer tous les endomorphismes v de RS tel que v = u.
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Exercice 13 v,
Qoit B un C—ev de dimension n € N*, f et g € £ (F) tel que fog—gof = 2f. % (‘0
. !

Soit v un vecteur propre de g associée & la valeur propre A.

1. Montrer que Yk € N, go f¥v) = (A +2k) f*(v). __ . ———-, e S
oMo i = B YL Gt g o)
2. Montrer qu'il existe k € {0, .., n} tel que f¥(v) =0. e
8. Déduire que f ¢ GL(E). bc\o'mmc\t ‘
4. Prouver que si g est disgonalisable alors f est niipotent.
5. On suppose que n = 2, montrer que f2 =0.
Exercice 14
Soient ag, ..,an—-1 € C . On pose
[ oy Gp_y———0g-— Gr Y 0 0 01
a1 ap . az | 10 0
A=| a ,J=10 : e M,(C).
. 3 : “Gn—1- i . 0 .
Gpn—1 - G2 G1 Qg : 0 0.1 0
On pose P(X) = ag +a1X + ...+ 0n 1 X*71.
. 0 I
1. Montrer que Vp € {1,..,n—1}, JP = I 0 et J* =I,.
s n-2

9. Exprimer A en fonction de J.

3. Prouver que J est di_a:gonalisable.'

4, Déterminer le polynfgzﬁe caractéristique de J et diagonaliser J ‘
. Montrer que A est dig:gona.lisa.ble et diagonaliser A.

5
6. En déduire qué:

det(4)= [[ P o w=en
0<k<n—1
Exercice 15
: /0 0 . 0 ao
. : 10 .
Soient ag,.an—1 Eket M= 0 1 "\ 0 € Mn(k).
' . ..\ 0 .
c . 0 1

1. Montrer que X7 (X) =.P.
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9. Soit \ € sp(tM), déterminer E\(*M )‘;

3. En déduire une condition nécesssire et suffisante pour que M soit diago-

nalisable.
4. Déduire que si A1, vy An € k deux & deux distincts alors la matrice de
1 )
)\1 Az . . e An
N b L
Vandermonde . 2 n est inversible.
\ i R /

5. Montrer que pour tout i € {1,.,n—1}, MiE, = Ei41 avec {E1, . Bn}
est 1a base canonique de Mni (k).

6. Déduire que T = X €t retrouver 3.

Exercice 16
Soit & un R—ev de dimension 7 € N* et f € L(E).

1. On suppose que (f —Id)® (f +2Id) =0.

(a) Montrer que'f est trigonalisable.

(b) On suppose de plus que (f — 1 d)? (f + 2Id) # 0. Montrer que f n'est
pas diagonalisable. ;

9. On suppose que f? est un projecteur.

(2) Quelle sont les valeurs propres eventuelles de f?
(b) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si fi=1

Exercice 17
Soit A € Mn(R) tel que rg(4) =1

1. Montrer que A est trigonalisable.

" 2, Justifier 'existence de X et Y € Mp(R)\ {0} tel que A= X*Y.
3, Prouver que A? = tr(A)A.

4. Déduire que A est dia.gone;]isable s‘i et seulement si tr(4) # 0.

5. Déterminer 74 et retrouver 1 et 4.

Exercice 18
1 1—4a -—-1+4+4a
Onpose M=| =3a. —1+2a 2+a € Ms (R).
—3¢ —-2—a 3+4a
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6.

Déterminer smva.nt les valeurs de a, le rang de M — (1 + 3a) Is.

Quelle valeur propre de M at-on mise en évidence? Préciser la d1men51on
du sous espace propre associé.
I

Mbntrer que V = ( 1
'

est un vecttfur prop.r-ea de M ? puls déterminer

les valeurs propres de

Prouver que M est trigonalisable.

Déterminer 'ensemble des valeurs de a pour lesquelles M est diagonalis-

able.
Montrer que pour a 7% —§, M est inversible et donner M -1,

Exercice 19

Soit & un C — ev de dimension finie n et f € GL(E).

1. Montrer que f est diagonalisable’ 5i et seulement si _f2 est diagonalisable.

Exercice 20
. o 1 0

_ Le résulta reste t-il vrai si f n'est pas bijective ou si E est un R — ev?

-1 ) M3 (R) et f 'endomorphisme canoniquement

Soit A= -1 O

0o -1 1
associé 4 A.
1. Déterminer X 4-

W

d.
6.

7.
.- —.—8.-Déterminer;une matrice diagonalisable D et une matrice nilpotnt

9.

Montrer que A est trigonalisable et non diagonalisabie.

Qans faire de calcul montrer que ker(f — I) G ker(f — I)? avec I = Idgs
Soit vz € ker(f— I)2\ke'r(f ~Netvy= (f—I) (vs) . Montrer que {v2,vs}
est une base de ker(f —I)%.’

Prouver que ker(f) = vect {v1} avec v; =

Sans calculer vy et vz montrer que B = {v1,v2,vs} est une base de RS,

(1,-1,-1).

Déduire une trigonalisation de A.
e N tel

que A=D+ N avec DN = ND,

Donner A™ pour tout n € N.

Exercice 21

aueA B = DA

Soit A, B € Myp(R),on pose M= C 'g‘ ‘3 ) ;
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1. dompuer sp(M)
@ - (a) Soit P e R[X],

et sp(4)-

caleuler P(M ).

M ‘est diagonalisable si et senlement giB=0e A

(b) En déduire que
est diagonalisable.

Exercice 22
Soit E un R—ev de dimension n 2 1 et u € L(E). On pose

1

L T o

_L(B) — L(E)

Tu f —r -uof

Vérifier que 7, € £ (L (E)).

Montrer que u et <y, ont les mémes valeurs propres et que pour tout
X € Sp(w). on & By (1) = {f € L(E) : Im(f) C Ex (u)}.

Montrer que dim(Ex (1,)) = ndim(Ey (z)) pour tout A € Sp(u). -
Déduire que 7, est diagonalisable si et seulement 81 u ’est aussi.
Soit P € R[X], montrer que P (7,) = Yp(u):

Retrouver alors §f .

Exercice 23 : ~
Soit E un k—ev de dimension n > 2 et f,g € L(E) trigonalisables avec

fog=gof.

1.

2.

Montrer que f et g ont un vecteur propre commun.

Montrer qu'il existe b base de F telle que M, (f) = ( 3 1{:{ ) et My(g) =

0 M
Veérifier que M et M sont trigona.]iﬁa.bles et que M M =MM.

( a L ) avec e, A €k, I, L' € Mip_1(K) et M, M’ € M,_(K).

Soit P € GLy—(k), vérifier que Q = ( (1) ?3 ) € GL,(K) et déterminer
Q—l. .
En déduire qu'il existe B base de E telle que telle que Mp(f) et M. 8(9)

" sont triangulaires supérieures.

Montrer que si'g est nilpotent alors det(f + g) = det(f).
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