AU 2020 - 2021 ¢

TD : Espace préhilbertien-espace euclidien

Exercice 1 .

o Tl -

1. Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien et z, y deux vecteurs non nuls de E. Montrer :

lz=yll
lzlllyll oy
: taires de E
2. Soit (E, (.].)) un espace préhilbertien réel et (€1,...,€n) UNE famille de llzectit:;:l ch-lle B
tels que : ||z||? = Tp,(zlex)? V = € E. Montrer que c'est! une base orthono

i i rve ’ortho-
Exercice 2 Soit (E,(.|.)) un espace préhilbertien réel et f un endomorphisme qui conse

gonalitétcad : Vax,y € E, (zly) =0 = (f(=)|f(w) =0.
1. Montrer : ||z]| = |yl = (z+ylz—y)=0-

2. Montrer : [z]| = |ly|l = IF @I =If®I.
3. Montrer : 3k >0, tel que : || f(z)|| = kl|lz| V= € E.

s . . . i 5 d 't
Exercice 3 Soit (E,(.|.)) un espace préhilbertien réel muni de la norme ||.|| associée au procut
scalaire. Montrer que l'orthogonal d’un sev est un sev fermé. |
'Exercice 4 : o i 0 [

1. Montrer que pour tout P € R [X] , la fonction ¢ — P(t)e‘ est intégrable i_ur [0, +ool.

o0
' —t
On définit alors une application ¢ : R[X] x R[X]— Rpar: o(P,Q) = /0 P(t)Q(t)e"dt.
9. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X]. e e = AL

3. Calculer p(XP?,X9).

+00 4
4. Calculer : inf {f et(t? — (at + b)) dt} .
a,beR 0

5 ,
5. Calculer : inf {f G at? — bt —c))2dt , a,b,c € R} .
-1

6. Ca.lculer:inf{(m—1)2+(y+1)2+(z—2)2, z,y,2 € R,z+y+z=0}. | 2

Exercice 5 / On munit M. (R) par le produit scalaire : (A|B) = tr(*tAB).
1. Montrer que pour toute matrice A € My (R), on

tr(A) < VnviAA

9. Montrer que Sy(R) et An(R) sont supplémentaires orthogonaux.
3. Déterminer l’expression de la projection orthogonale sur Sn(R).

1 =20
4. Calculer la distance de M & S3(R)ou M =13 0 2
1 -2 3

5. Soit H le sev de My (R) formé par les matrices de trace nulle. Calculer la distance & H de la
matrice J dont tous les coefficients valent 1.

6. Soit M = (mij)ij S Mn(R). Calculer : ail?efli "M —al, — bJH,
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de
ar les polynomes
Exercice 6’ Soit E = C ([-1,1],R) et pour tout 7 € N,Pn le sev de B formé P

degrés < n. ha)
. H 111'
1. Montrer que pour tout » € E,la fonction z + oot est intégrable 8
F@)ola) 4

LA
On définit alors une application  sur E x E par: o(fr9) = /_._1 —"""m
dans 1a suite, par (:|.)-

T s

2. Montrer que c’est un produit scalaire qu'on notera,

3. Montrer :(flg) = ”f(cos 6)g(cos 6)db, Vf,g € E.

ier na:urel. Montrer qu'il existe un polynéme Ta
cosnf = Tn(cos8) VOER

4. Soit n un ent tel que

(1)

E(3)

Vérifier que Ta(X) = Y, o2k x -2k (X?
k=0
Donner Ty, T} et Tb.

5. Montrer que la famille (T

6. Déterminer le degré et la parité de Tp, pour tout n.
Montrer que (Tp, - ,Tn) est une base (orthogonale) de Pn.-

7. Soit (Rn)n>0 une suite de polyndémes orthogonaux tels que deg Ry,
Vn > 0, 3an € B; Ry=anTn

—1)* ou E(}) est la partie entiére de 5.
)n>0 €st orthogonale et calculer || Tn || pour tout 7.

=n¥Vn > 0. Montrer :

8. Montrer que pour toutn > 1,ona:
(a) cos(n+1)8 +cos(n—1)0 =2 cos § cosnd
(b) Tn41+ Tn1=2XTh
(c) le coefficient dominant de T, est gr=1,
9. En dérivant deux fois les membres de I'égalité (1), montrer :

(1-X)T! - XT}+n*Tn =0

10. Montrer que les racines de T}, sont Z(Ty) = {cos (2%, + k%) 0<k<n— 1}.

11«/ Montrer que la série Z‘Tn(:r)t" converge pom" |z|<let|t|<let déterminer sa somme.
Ymq Lo famlla ), et ikl z s lbs Cﬂ\ > ol bl kol 7

2 \Im
12. Soit f € E. Montrer la convergence de la série Z (_J[l%% \ ) n
’ n>0 0T

13. Montrer que la suite (d(f, Pn))n est décroissante.
14. Montrer que la suite (d(f, Pn))n converge vers 0.

o] 2
15. Déduire : [|f|? =) %

n=0

Exercice ThSoit (F, (.)) un espace euclidien de dimension n > 1 et f € L(E) tel que

(f(@)ly) = —(@=fly) V=9 € E.
. Montrer que cette condition est équivalente & : (f(z)|z) =0V z € E.

Montrer que : ker f = (Im f)+.

Montrer que : Sp(f) € {0}.

Montrer que : tr(f) = 0.

Montrer que si n est impaire alors : det f = 0.

Montrer que le polynéme caractéristique de f a méme parité que n.
Montrer que si H est un sev stable par f alors H- est stable par f.
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Exercice 8

1. Soit A € On(R). . X
a) Montrer : [|AX]| = IXIvX € R*( |I.Il est la norme associ¢e au p-S- usuel s

b) Montrer : Spr(4) € {~11
c) Montrer : Z a?j = n.

1<t jsn
d) Montrer : Z lagi] < nyn.

I<iyg<sn
2. Veérifier que chaque matrice est orthogonale et déterminer la nature de l'e

L(R3) canoniquement associé :
L(-2 -2 L8401
A=-2—21,B=—§474.
3\1 2 2 1 4 -8 4

Exercice 9 (Décomposition OT )

1. Soit f1, B2, B trois bases d’un espace vectoriel. Etablir : Pass(B1,52) .Pass(B2, f3) = Pass(p1, P3)-

2. Soit A € Mn(R) orthogonale et triangulaire supérieure. Démontrer .A = Diag(e1,** »€n) AVEC
€1, y€n € {£1}.

3. Soit P € GLa(R). Les vecteurs colonnes de P forment une base 8 =
_le procede de Gram-Schmidt & 3, on obtient une b.o.n. g = (Wii-
(a) Veérifier que Pass(B, B') est triangulaire supérieure & diagonale strictement positive.
(b) Montrer alors I'existence d’une matrice orthogonale O et d’'une matrice triangulaire supé-

rieure & diagonale strictement positive T telles que : P = oT .

(c) Montrer que cette décomposition est unique.

ur R™ ).

ndomorphisme f €

(Vi); de R™. En appliquant

‘Exercice 10

1. Soit A= (
21

2. Vérifier que A = (1 é) n’est pas diagonalisable.

=

1
1
1

—

) _Trouver P € O3(R) et D € D3(R) telles que A=PD'P.

3. Soit A € Sn(R). Montrer : AS=0=A=0.

n

4. Soit A € Sn(R). Montrer : »_, a; = S X (avec At,cer,An les v.p. de A ).

1<ijsn k=1
5. Soit A € Mn(R). Montrer : ‘AA est diagonalisable et Sp(tAA) C R,.
6. Soit A € Sp(R) et B = A%+ A + I,,. Montrer que A est un polynéme en B .
7. Soit A € Sn(R). Le rayon spectral de A est défini par : p(A) = max {IAl; » € Sp(A)}. On note

par | . || la norme issue du produit scalaire usuel dans R™. Montrer :
IAX]|
sup ——— = p(A).
xewhioy TXT P

Exercice 11 ( Théoréme de Courant-Fisher )

Soit : A € Sn(R) €t Ay < -+ < My ses valeurs propres. Soit (e1, -+ ,en) une b.on. de R formée par
des vecteurs propres de A associés respectivement & A1, ++ , An. Pour 1 < k < n on note par Vi le sev
engendré par (e1, ", €k), par Wi, celui eng?ndré par (e, ,en) et par Fi 'ensemble des sev de R"

. . . . XAX
de dimension k. On définit aussi R4(X) = T bour tout vecteur colonne X € R™\ {0}.

1. Exprimer R4(X) en fonction des coordonnées de X dans la base (e1,** ,en)-

3
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: mi =A max Ra(X) = An
2. Montrer : r}?;é%RA(X) 1o B (

3. Montrer : _ max Ra(X) = Ak
XeVi\{0}

4. Soit V € Fk -
(a) Montrer : VN Wi # {0}

Ra(X) = A
(b) Déduire : Xn‘xfaiv%o} A(X) Z Ak

. i Ra(X
5. Déduire : gg,& R A(X) =

‘Exercice 12/ (Réduction simultanée) -
On définit les ensembles

st ®) = {AeS.® /tXAx > 0VX € M;,l(R)} |

t
) .s++ (R) = {4 € Sa(R)/XAX > 0VX € M, 1(R) \ {0}}
1. Soit A € Sn(R). Montrer : = A€ S;{' (]R) & Sp(4) C R+

CAc s++(R) & Sp(A) cRY

9. Soit A € S;F(R). Montrer : . det A < (tr( )) Soit A € S++ (R) et B € Sn(lR)

3. (a) Montrer l'existence d'une matrice Q inversible telle que RQ=A.
(b) Vérifier : 9-1.B.Q7! € Su(R) -
(c) Trouver alors D diagonale et P inversible telles que 'P.D.P = B et tpP=A.
(d) Déduire que si B € S (R) alors :

det(A + B) > det A + det B.

Exercice 13 (Determinaht'dé Gram)

Soit E un R-ev muni d’un produit scalaire (.|.) et de la norme associée ||.{|. Pour des vecteurs v

de E, on définit la matrice de Gram et le déterminant de Gram par : Gr(vs, ..., 5,) = ((u; lvl,))
Sp(R) et G(v1, - ., vp) = det Gr(vy,.. Up). ' A« v3 74,5

1 Up

: ‘ p
1. Soit X = Y=1,...,%p) €RP. Montrer : 2XGr(v1,...,vp) X = || meinz_
9. Montrer alors : Gr(v,...,vp) € SF (R) et que |

Gr(v,...,vp) € SFT(R) & (v1,...,vp) est libre .

3. Soit H = ( L ) Mn(R). C ty 1
oi € . Cal i-1y-1 &1
TTio1 n(R) culer ‘/0 £ 97 dt et déduire : H ¢ ST (R).

4. Soitz € Eet F = Vect(vl, ...,Up) un sev de E de dimension finie Etabljr

G(v1,... avpa-'n) == G(Uli o ,vp).d(:z:, F)2

Exercice 14

1. Montrer que Op(R) est une partie compacte de M, (R).
2. Montrer que S;' (R) est une partie fermée de M, (R).
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