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‘SERIE D’ANALYSE N°1

Section: SM . ..

P

INTEGRATION

K Exercice 1.Déterminer la nature des Iintégrales sulvantes ;

L[] y 100 ge o OO |
3 X

x!

6 [“Incoeax| B[ cos(v)( “‘(‘)) ax) &

tIn(1+sin(x))-sh(In(1+ :\))

@-‘. (x’)
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¢ 1
X 15-
X J Intx)

Y Exercice 2.

x|

11 F
0

x|In(x)[*

1) Justifier I'existence et calculer les intégrales suivantes :

J; +m(cos t)e~%dt,(a > 0), f

<+
=
1

e
x 0

+

+® (arctant )?

!

+o
3x? — x4+ 1) e~ dx, f =5
@x*—x+1)e . G o+ ™

f*“’ [x|dx

o 1+

t

2) Justifier I'existence et calculer les intégrales suivantes :

fmf(t)dt. ) = Vil +1) (1+ )
1

tz\/t -

+0 1 /1 tor—E(t
f =-=E (;) dx, f —-#dt, (uﬁliser lim (
- x 1 t n-+co

t€]0,1]

51t €]1,+oo[

f+°° E(t)
0

J‘:uo
ln( )’
saf 1(sh(x))"
12- IO e*~]|dx 13- J'o————xz dx

x4’

t?)

(1+t)

n

k=1

V., Exercice 3. Justifier ’existence et calculer les intégrales suivantes ;

J'l dx
0 ,/x(l —x) ’

+00 +w 1 '
f (x + Vx)e~ VZ gy, f (-E--arctan ) dt, f

Exercice 4.

Mintégrale | '.[' ()
1-a- Montrer que l'Iintegraie | =
g 1 01+x2

b- A |'aide d'un changement de variable, montrer que | = ..L

XZ

2 - En déduire la valeur deJ = J-O o

——=dx converge.

]“’ dx 4
1 (x+D)VT=1 o 3—2cos?t’

+ 00

+ In(x)
1+x2

Z%—lnn

|

dx

chd x’

5 dt,

7 8in (3x)
o sm’(Zx)

t2

e

In(x
-—(-—)—dx -0l a est un réel strictement positif.

)

1t—=In(l+1t)

‘ ( )J'w sin(x) sin(x) 4. /

sh(x)

) 0- jf'cos(x)m(tan(x))dx\f

f‘ dt
-1 (1 +t2) V132

dx +00 6-22
dr@+sh)’ Sy =t
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Exercice 5. Onpose: * °

sint 1
fO=—7-7%
1. Etudier I'intégrabilité de f sur ]0, 1].
2. Déterminer :
3x Zgint
xl&n&+ X f(t)dt puls xlln&L 'Tz"dt'

3. Démontrer que pour tout (a,b) € (R$)? :

b 3 3a 3b
sin’ ¢ 3 sinu 3 sinu
] -dT—d = - -—zdu——f —z—du
a t 4), u 4), u
4. Prouver I'existence puis calculer I'intégrale suivante :
t@ogind ¢
[ot
0 t

U
Exercice 6. On définit la fonction f par f (x) = J —t.
0 /1 - t!

1- Quel est le domaine de définition de f ? Calculer f (0) et f (1).

X
f (x - 2). (On pourra partir de f (x - 2) - f (x) et effectuer une intégration par parties). En

2-Montrerque: Vx>1,f(x)=
déduire la valeur de f(2) et de f (3).

3 - Montrer que la fonction f est positive et décroissante sur son domaine.
1 L .
4 - prouver que: VX € Dy, f(x) 2 el En déduire la valeur de Lim f(x).
X x-—_:l"

- Exercice 7.

1. Montrer la convergence de l'intégrale :

2. Justifier Ia convergence et montrer que :

3. Prouver I'existence et établir que :
2

oo 2

4. Pour tout entier naturel , justifier 'existence et calculer u, ol ¢
1
Up = f t"Intdt.
0

5. Montrer que po;.lr tout entier natureln, 'ona:

n . . 1 tn+1 lnt

Y (~Dhu =g+ (0| o dn

k=0 2
6. Démontrer que pour tout entier naturel n

J-ltn+11nt o 1
o 14t (n+2)*"

7. Endéduire que:

2 +°? (__1)11—1 2

d= -3 oo admet que 2T= o
n=1
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Exercice 8. 5

1. Justifier la convergence et montrer que :

2 j-wo dt o 42
' 0 1+t4"f0 Tyodt
2. Etablir I'égalité :
j“""’ 14 t2 dt = f‘“" chx d .
A T+ o= . chix x. (Posert = e*).

En déduire que :

f+m dt rt
o 1+t 242"

: & e dt
- On considere l'intégrale J = _[.0 N (1ee) Montrer que J est convergente et calculer sa valeur,

(93]

+ arctan(t)

4. Pour a > 0, on considere lintégrale K(a) = .[0 T dt. Pour quelles valeurs de « I'intégrale K(a) est-elle

3
convergente ? Calculer K(;— .
\Exercice 9. On pose pour tout x > 0
+o e =xt

dt.

Flx) = f
1. Montrer que pour tout x > 0, F(x) existe et que : '

Vx € ]0, +oof, | F(x) = f+w——;—t- dt.
2. Montrer que F estde classe C? sur ]0, +oof et calculer sa fonction dérivée.x

3. Démontrer que :
1
F(x) xf+wo(x—2) et F(x)—-F(1) x:m_::lnx.
4. Donner le tableau de variations et tracer la courbe représentative de F.
Montrer que F est intégrable sur ]0, +oo[ et calculer son intégrale sur ]0, +oo[.

b

Exercice 10. (L’intégrale de Gauss)

1. Montrer que Vx € R, e*>1+x. En déduire que Vt € R,

1
1—-t2 < et <

1+t2

2. Soitn € N°. Etablir I'existence des intégrales suivantes :
+© 1

+o 1
R A i L e
I foe dt, Jn . Aror et I 0( té)"de

-

puis montrer que :

I s < /ne

I
Vn
3. On considére I'intégrale de Wallis :

n/2 T
Wy = J; cos™t dt et on admet que W, n-ﬁm[{ﬁ

a) Etablir que pour toutn € N*: Iy = Wansr et Jnss = Wap
-
b) En déduire la valeur de I'intégrale / puis la valeur de 'intdgrale : ﬁ“ e~ dx.

Exercice 11. (Intégrales eulériennes)

1. Soientb > a > 0. Justifier la convergence de I'intégrale :
+noe—at = e-bt

J(a,b) = ——'t"'——'dt.
0

2. Montrer que Ve > 0 ¢

40 ,—at _ p=bt b &b 1-— ec:-t
f——-—e——dt=ln(—)—f : dt.
t € t

E
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3. En déduire la valeur de 'intégrale 7(a, b).
4. Soitx > —1. Justifier l'existence et calculer la valeur de I’ intégrale suivante :

f (t: - l)t"

Int
Exercice 12. (La fonction Gamma d’'Euler)
1. Montrer que la fonction t = tX~1 gt est intégrable sur sur 0, +oo[ si et seulement si x € ]0, +oo[. On note:

+00
vx € ]0,+ T(x) = f t*1e~t dt.
: 0

Cette fonction I est appelée la fonction gamma d’Euler.
2. Prouver que pour tout x € ]0, +oo[, I'(x) > 0 et que I'(x + 1) = xT'(x).
Soitx > 0. Prouver que Vn € N*:

(93}

. Calculer pour toutn € N, T'(n + 1) puis la valeur de I'intégrale : f0+°°(2t“' —3t3 +t2 4+ 2t — 5)e~tdt.
S. Montrerque Vx > 0:

$oo
I(x) = zf p2E-1g-t20p

6. En utilisant I’exercice 10, calculer I'(1/2) puis F(n +1/2) pourteutn € N.
7. On pose pour tout x € ]0,+oof :

ot
f(x)= L VA dt.
a) Démontrer que :
xETmf(x) =+ et f(x) = 2Vx.

b) Etudierles variations de f et tracer sa courbe représentative.

c) Justifier la convergence et prouver que :
+o0 T
vx € ]0,+oo], f f@)e~*tdt = Vr
0

xvx +1

Exercice 13. (L’intégrale de Dirichlet)
1. Montrer que Vt € [1,+oo[ :
|sint|] 1—cos2t
> .
. t 2t .
En déduire que la fonction : t + ﬂ:—t n’est pas intégrable sur [1, +oo[. Est-elle intégrable sur ]0,1] ?

2. Enutilisant une intégration par partie montrer la convergence de I’intégrale :
+tosint

—_—

. t

Cette intégrale est appelée I’intégrale de Dirichlet.
3. Montrer le noyau de Dirichlet :

sin(2n + 1)t

SN , vt €]0, m|.

n
142 Z cos(2kt) =
4. Soient a et b deux réels tels que a <b- et f une fonction de classe C* sur [a, b]. Montrer que :
b
lim fa £(8) sin(xt) dt = 0
5. Onpose:
FQE) = e o ite]oz] et f(0) =0
St t o '2 et £(0)=0.

Justifier I’existence et montrer que ¥n € N* ;

19
z T’ 2 sin(2n+ 1t
sz(t)sin(2n+1)tdt-—-% Z= 1l od I, =f2——————-sm( - LPN
0

6. Calculer la limite de la suite (I,,). En déduire, a I'aide d'un changement de variable dans I, que :

f+°°sintdt b4
. t 2°
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