IPEIN SERIE D’ANALYSE N°2 Section : SM

Séries numériques et familles sommables

Exercice 1 :

1. Etudier dans chacun des cas suivants la nature de la série de terme général u, :

a 2 "
n+l , n+3" =" _n+ln(n) L S
=1 i b dnm R e T EE0 T S T
ﬂun=(n+1)(n+2)...(2n), e = ) = =) @>0  blu= (=1 ’ i)u_n=cos(7h/n2+n+2).
n" D) +n n=lnn

2. Dans chacun des cas suivants montrer la convergence et calculer la somme de la série de terme

général u, :
__2n-1 - 1 = M D u = (n?2-2)a"/nl.
et L N v O ), = (n°=2)

3. Soient Y u, et ¥ v, deux séries & termes strictement positifs convergentes. Montrer que,les suivantes
sont aussi convergentes : VQQ.A Hlrss

DY maxt,u), WY e, 9o @ Y wivie,a e o]

oS, pVu, oY mltu), WY @-cosu) DY (@+u) -

Exercice 2 : (La série harmonique et la constante d’Euler)

On pose : ‘ '

1. Montrer que :

2. Montrer que :
1
(Yn 'Vn+1)n S io2n?

3. En déduire que la suite (y,) est convergente. (On note y sa limite, y est appelée la constante d’Euler).

4, —Pai‘—eemp&ralsaﬂ-avcctmegraie établir que

1 1
Z P — puis que H, —lnn+y+—+o(n) n - oo,

na+m n 2
k=n+1

5. Apphcatmn 1 ! montrer que
2n+1

(=)t . (=1)k1 =
z = In2. | Exprimer Z i en fonction H,, 4 et Hy, |-

. . . . = =
6. Application 2 : justifier I'existence et calculer lintégrale :

f“""t —E@® dt
1

t2
7. Application 3 : on pose pour toutn > 3:

n . n
—D¥Ink Ink (Inmn)?
=2 k=2

a) Prouver que la série est convergente mais qu’elle n’est pas absolument convergente.

Z (-—1-)1;l In n.
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ple.de L’n lorsque n e d +00.

équivalent sim .
graledontRn ¢ la série de terme général:

»3 eSt converge. On pourra utilis
Ink (¥ Int dt

b) Encomparantavecune int
c) Justifier que la suite Wadn

k k-1 ©
ire que
d) Montrer que pourtoutn =3: Uz = Va— ‘:3" + (In2)Hy. Endédulreq
‘ - & (-1 nn _ ( _133:_)1“2'
Z w2
n:gJ y
Exercice 3 : (Les séries de Riemann)
On considére ies fonctions suivantes :
= +o _1)n+1
. (&) =) = s> et u@S)=) s s->0-
n=1 n=1
1. Déterminer les domaines des fonctions { et u.
2. Par comparaison avec intégrale, montrer que Vs € 11, +eo[ :
‘ s
<—
sT1S@ =57
En déduire un équivalent simple de { au voisinage de 1. . _ )
3. Vérifier que Vs € ]1,+wo[: p(s) = (1 —=2'7%){(s) puis calculer u(1). (On admet que 4 est continue en 1).
4. Donner une majoration |u(s) — 1] en déduire les limites de u(s) puis § (s) quand s = +.
5. Vérifier que Vx € ]0,+[:
+o
2 = > 0 e
4 n* (n+1)*
= .
6. Etablir que Vx €]0,+x[:

- 1
0<—1+2u(x) sl—E;.

En déduire la limite de pu(x) quand x = 0*.

Exercice 4 : (La fonction téta)

1.

On pose :

+00

_\EDt
G(x)' - Z; n+x

a) Jusﬁﬁer P’existence de 6(x) pour tout x > 0.
b) Montrer que pour tout x > 0 :

1 1
x(x+1) S6() é;'

c) Donner un équivalent simple de 0(x) lorsque x — 0.
d) Montrer que 6 est strictement décroissante et dresser son tableau de variations.

On note :
1 txé'l

o “’(")=J;1'+tdt
a) Déterminer le domaine de définition de la fonction ¢.

b) Montrer que pour tout entier naturel n, l'on a :
n (—'1),( _ n
x+k
) . k=0 k=0
c) En déduire que pour tout x > 0, 6(x) = ¢(x).
d) Calculer les sommes suivantes :

1 sn+x

rl
J (153 gt = (x) + (—1)" dt.
0

Jo T+E

*zm<—1>"'1 NN
n 2n+1

n=1 - n=0
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Exercice 5 : (Transformation d’Abel)
On pose pour tout (z,x) ECXR:

zn
U = o

1. Etudier la nature de la série de terme général u, lorsque |z| < 1, |z| > 1 puis z = 1.
9. Dans cette question z = e!’ un nombre complexe de module 1.
a) Etudier la convergence de la série de terme général u, dans lescas : x > letx <0.
b) Danslecasodl 0 <x<1letz=1, onpose: Sp=0¢et 5, = yr_.z¢ yn €N’

9 Montrer que Vn € N*":

ISal < : et izk nis(l 1 )+S"
nl =7 9 T k' T T L aax )
‘Sm %| Lakx LNk (k+1)*)  n*

En déduire que la série Yu, est convergente.
Exercice 6 : (Reste d’une série convergente)

1. Montrer que Y u, converge si et seulement s'il existe une suite convergente (v,) telle que u, = vp — Vn41-
2. Soit ¥ u, une série & termes positifs convergente. On note R, le reste d’indice n de la série.

a) Montrer que si X R, converge et que si nR,, - 0 alors Y nu, converge et on a:
+a0

too n
z nu, = z Ry. (Ind : calculerz kuk).
n=1 n=0 k=1
b) Montrer que la série ) (—1)" R, est convergente.

3. On pose pour toutn €N :
< (-1
Rn = k ' 1
k=n+1 .
a) Justifier 'existence de R, et calculer Ry, — Rps1 et R, + Rn+11911 déduire que :
(__1)n+ 1
nnste2(n+ 1) 0 (?)
b) Quelle est la nature de la série de terme général R, ?

Exercice 7 : (Série puissance niéme)

Soit f une fonction continue et croissante sur [0,1] telle que f(0) =0 et que la fonction : t » % soit

intégrable sur ]0,1].

1. Soit x €]0,1[ fixé. Montrer que la fonction : t ~ f(xt) est intégrable sur ]0,+] et que :
5 4+ 1 1
f flxtydt = ——éf AN
0 o U

Inx

2. Montrer que Vx € ]0,1[, la série Tneo f(x™) converge. On imte :

Fe) =) fG")
n=0

3. En comparant avec une€ intégrale, montrer que : )
f)
lim (1 — x)F(x) = —du.
x—1 0 u

4. Montrer que :
T

t P
Z 1+x2n x-1 4(1—x)
n=0
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Exercice 8 :

1. Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1et |b] < 1. Prouver que: 3
1 & gttt = pnHt 1
=y slawb et = (n+1a"
(1-a)(1-0) o a-> (1-a) o
2. Dans chacun des cas suivants montrer que la famille est sommable et calculer sa somme

1 1
2) (thl)nez q€ 10,1, 3) (ﬁ)ner' ) ((P +q)(+p+ qz))(l’.q)EN"z'

i +j)
(1 (zw —

<0
On admet ezl_n-"‘
n admet qu =%/

n=1
3. Etudier la sommabilité des familles (apq)paqenxn® €t (Bp,) parencxne
1

3 [ P
Apq = (p + @)’ bpq = p? +q?'

Exercice 9:

On pose :
+co

r =y (i) o 0=

n=1
1. Justifier la convergence et calculer la somme de la série :

Y -1

= _1\k+1
n n+x z( D n"+1 :
3. Montrer que F est bien définie sur j - 1,1[ et que

vie] =11 F)= Z(—l)"'”((k + Dk,
k=1

2. Montrer que pour |x] < 1:
(n e N*).

4. On admet que Vx € R\nZ:

+c0

cotan(x) L Z 2x
x L x? - n2n?’
a) Montrer que pour [x] < m:
+
_ nznz Z g 0 (MEN)
k=1

b) En déduire pour |x| < 7, la relat1on

xcotan(x) = 1 — ZZ ¢(2k) x2k,

c¢) En déduire les valeurs de {(2) et {(4).

Exercice 10 :
On pose pour tout x € ]-1,1[ :

+e0 X
_ X
$) =) T
k=1

1. Montrer que ¢ est bien définie sur ]-1,1[ et que pour tout x € ]-1,1 :

#0) = Zd(n)x

« =l

ou d(n) est le nombre de diviseurs positifs de n.
2. Déterminer le développement limité de ¢ a l'ordre 10 au voisinage de 0.
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