IPEIN SERIE-D'ANALYSE N°3 Section : SM

Espaces vectoriels normeés

Exercice 1 : (Norme sut R?)

On définit sur R? lapplication Ny : (x,y) + max {Ix],12x + y|}.

1. Montrer que N, est une norme sur R2. Dessiner la boule unité fermée

correspondante.
2. Trouver des constantes strictement positives « et B telles que :

all.lly < Ny £ Bll M-
Exercice 2 : (Normes équivalentes et non équivalentes)

On note : E = {f € €2([0,1], R); f(0) =0}. Pour tout f € E, on pose :
NuCF) = 1 Tl » No(F) = I = Fllow Na () = [IF Ty NaP) = IF @1+ 11771,
1. Montrer que E estun espace vectoriel et que N; et N, sont deux normes non
équivalentes. (Utiliser la suite (f)ns1 définie par : Vx € [0,1], fu(x) = x™).
2. Montrer que N; et N; sont deux normes sur E.
3. Etablir que ¥f € E, [Iflle < [|f ]| (ndication : [} f(©)dt = f(b) ~ f(a), Va,b €

[011])'
4. Soit la fonction g : x » e *f(x). Comparer ||f|lw etllgllo Puis llg'llo et N, ().

5. En déduire que les normes N; et N, sont équivalentes.
6. On pose : .
o2 o (5 1 nx 1t
p(x) = x%, op(x) =x +(£—ﬁ)e -s-—n—z, x €[0,1].

a) Montrer que la suite (¢,)n 21 cOnverge vers ¢ dans E pour la norme N;.
b) Etudier la convergence la suite (¢n)n>1 dans E pour la norme N,. '

Exercice 3 : (Normes et produits scalaires)

1. Soit E = C*([0,1], R). Pour f,g € E,on note : (f|g) = f(0)g(0) + folf'(t)g'(t)dt.
a) Montrer que (.|.) est produit scalaire sur E. On note N la norme associée.

b) Montrer que : Vf € E, lIfllo < VZ N(f).
(On pourra remarquer que V(a,b) € R?: (a + b)? < 2 (a® + b?)).

c) N et |||l sont-elles équivalentes ? (Utiliser la suite (f;)n»1 définie par :

n
vx € [0,1], f,(x) = %().
5. Pour p € N*on note E =M, (R). f

a) Montrer que (4, B) + (4/B) = tr(‘*AB) est un produit scalaire sur E. On note
Il lls la norme associée est appelée norme de Schoor.

b) Trouver les matrices 4 € M,(R) telles que (tr(A))z = ptr(tA4).

c) Pour tout 4 = (a;;) € E, on définit la norme sur E par : [|4]l. = max, ¢; j<p| ;]|

Trouver deux constantes ¢ > 0, f > 0 tels que :
vA €E, allAllo < llAlls £ BllA]l -
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Exercice 4 : (Application dérivation et forme linéaire sur R[X])

On munit £ = R[X] des normes N et No :

+0
VPEE, N(P)= Z|p(k)(o)|, No(P) = tes[‘-’ﬁulpct)l'
pour N et discontinue

k=0 .
1. Montrer que l’application D : P = P’ est continue sur E

pour Ny. (Utiliser B,(X) = X™).

2. Soit la forme linéaire 7, : E = R, P(a). On munit E dela

définie par Fz(P) =

norme Ny. 3 i
a) Montrer que %, est continue sur E si et seulement si |a| S 1. (Utiliser Pn(X)

X™). ’
: {(PEE, p(2) # 0} n’est pas un

b) Montrer que {P € E, P(1) # 0} est un ouvert mais
ouvert. (Utiliser Q,(X) = 27"X" —1).

Exercice 5 : (Endomorphisme continu) ], telles que
,te

Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions rée

f@=0.
Pour tout f € E, on définit sur [0, 7] la fonction :

U(F)(x) = f(Q)sinx +x fx(cos t)f (t)dt.
0

lles f de classe C* sur [0,m

Pour tout f € E, on pose : N(f) = ||f'llw )

1. Montrer que N est une norme sur E et que Vf € E, Iflle < m N(). (On pourra
remarquer que Vx € [0,7], f(x) = fox f'(@®)at).

2. Montrer que || [l et N ne sont pas équivalentes. (Utiliser fr(t) = sin(nt)).

3. Montrer que U est un endomorphisme continu sur E pour la norme ||. llo-

4. U est—il continu sur E pour la norme N ?

Exercice 6 : (Distance et diamétre)
~ Soient (E,[|.]) un e-v-n et Aune partie non vide de E.
1. Montrer que : d(x,4)=0& x €A

2. Montrer que : d(x,A) = d(%A).

3. Soient 4, B deux fermés de E-non vides et disjoints. On pose Vx €EE:

d(x,A)
)= 3G m + 6, By
a) Montrer que f est bien définie et continue sur E. Calculer f(x) pour x € A

puis pour x € B.

b) Montrer que 0, = {x € E;f(x) <1/2}et0, ={x €E;f(x) > 1/2} sont deux
ouverts disjoints tels que A € 0, et B < 0.

Soit A une partie non vide et bornée de E. On appelle diameétre de A le réel .

positif :
8(4) = sup llx =yl
_ x,yEA
a) Prouver que A est bornée et que §(4) = §(4).
b) Déterminer le diamétre de la partie {x € Q; x* <2}
5. On note : E = ¢([0,1], R) et on munit E de la norme ||.||o. On pose :

F= {f € E; flf(t)dt =1 etf(0)= 0}.
0

a) Montrer que F est un fermé de E et que d(0, F) > 1.
b) On pose pour tout n € N*: = { (n+1)x six€[0,1/n]
fn () 14+1/n six€]l/n,1)

Montrer que pour tout n € N*, £, € F et calculer . En dédui '
d(o, F) ] 1. n "fn” edulre que :
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Exercice 7 : (Opérateur de Voltera)
Soit E I'espace vectoriel réel des fonctions réelles f de classe C* sur

1 0,1], telles que
f(0) = f(1) = 0, muni des normes suivantes : W -

1
1 2
Ifle= sup I ||fuz=(f F©OP dc) .

i 0
Soit K un noyau de Voltera définie sur le carré € = [0,1] X [0,1] par la relation :

1-t)x six st
K(x,t) = { ( ; A
i (x,t) t(l—=x) six=t
Pour tout f € E, on définit sur [0,1] la fonction :

1
U((x) =f0 K(x, t)f(t) dt.

1. Onpose: fa(x)=x(1+vne™) x €[0,1). Montrer que la suite (fi)n 1 converge
dans E pour la norme ||. ||«.

2. Montrer que pour tout € E, || fll2 < lIfllo. En déduire que la suite (fa)n 21 converge
dans E pour la norme ||. ||,. r

3. Calculer les intégrales ci-dessous : |

1 1
f K(x,£) dt, J' (K4 D)2 dt.
0

0 :
4. On fixe t dans ]0,1[ et on pose’pour tout x € [0,“1]_,.“’,Kt,(x) = K(x,t). Montrer que :
) | Kello = £C1 = ©).

5. Montrer que K atteint son maximum et son minimum sur C et les calculer.
6. Montrer que U est endomorphisme continu de (E, |I. ) puis de (E, . l2)-

Exercice 8 : (Topologie classique)
1. Montrer que F = {P € Ry[X]; Pest constant}:est un fermeé de R,[X].

2. Montrer que F = {(x,y,2) € R3; exp(xy—z) =n, Vn € N'} est un fermeé de R3.
3. Soit f: R —R continue sur R. Prouver que son graphe et un fermé de R2. (La
réciproque est-elle vraie ?) . . - N ETIE T T .

4. Soit E I'espace vectoriel des fonctions cohatinues sur [0; 1] muni de la norme

II. lo. On considére l'ensemble A = {f EE, lfoi f (t)dt\ <1 } Montrer que A est

ouvert convexe de E. Déterminer son adhérence et sa frontiére.

5. Etablir que B ={(x,y) € R? / e* < y} est une partie ouverte et convexe de R2.
Déterminer son adhérence et sa frontiére. Représenter graphiquement la
frontiére de B.

6. Soient(E, |.|l) un espace vectoriel normé et A une partie de E.

a) Montrer que si 4 est un sous-espace vectoriel de E alors son adhérence 4 est
aussi un sous-espace vectoriel de E.

b) On suppose que A est non vide. Soit f: E = E une application continue.
Montrer que si f est bornée sur 4 alors elle est bornée sur 4 et que :

supllf COll = sugllf Il
X€EA X€

c) Montrer que F.(4) est un fermé de E et que F.(4) =0 si et seulement siA=E

ou A =0.
d) Montrer que 4 une partie fermée de E si et seulement si F.(4) € A.
e) Montrer que 4 une partie ouverte de E si et seulement si A n E.(4) =9.

Exercice 9 : (Compact et connexité par arcs)

1. Soit K et L deux compacts d’'un evn E. Montrer que K+L = {x+y/ x€K, y€eL} est
un compact de E. )
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t Fun femié et K un compact. Montrer que F+ K = {x + y/ x€F, yeK} est

2. Soi
fermé. . et
3. Montrer que si F est ferme et K est compact de E alors F N K est un compact.
4. On munit R*de la norme I.ll.. On pose i
K={x=(r,x%%) ERY (x1 -1+ (x;—1)? <1 et x32 + x4 <4}

a) Montrer que K est un compact et convexe de R*.
b) Montrer que 'application fi x = (X1, X2, X3,%,) ~ (X1 — 1)%x3
ses bornes sur K et que: Vx €K, |f(x)| < 2.
¢) En déduire que f(K) =[-2.2].
5. Soit f: R? =R une fonction dérivable. On suppose que f ‘prend des
¢ strictement positives et des valeurs strictement négatives et on sou
que f's’annule.
a) Etablir que A = {(x,Y) € R? /x < y} est une partie ouverte et connex
R2. :
b) On note §: A —R l'application définie par §(x,y) = fly) - fix). Etablir que O € 5(A)-
c) Conclure en exploitant le théoréme de Rolle.
6. On munit R3 de la norme |. ||,. Soit K = {(x,y,z) € R x? +y* S 1 et (z— 1)? < 4}
a) Montrer que K est un compact de R3,
b) Déterminer son intérieur et sa frontiére. Représenter graphiquement la
frontiére de K.
7. Montrer que K ={(x,y) ER?|y=x, x 20, x +y < 1} est un compact connexe
par arcs de R?. Déterminer lintérieure et la frontiére de K. Représenter
graphiquement la frontiére de K. '

+ (g — D)% atteint

valeurs
haite établir

e par arcs de

Exercice 10 :

Soit(E, |l II) un espace vectoriel normé. Soient A une partie fermée non vide de
. £ . . . . . . . Xg € A
E et f: A - A une application. Soit (x,) la suite définie par: { X4y = f(Xn), VRLEN'

On note : B ={x € 4; f(x) = x}.
1. On suppose que f est continue sur A.
a) Montrer que si (x;;)"‘éét‘f;@vergente vers a alors a € A.
b) Montrer que B est un fermé de E. _
c) Montrer que si A est un compact de E alors B est un compact de E.
2. On suppose que A est un compact de E et que f est lipchitzienne de rapport
k €]o1l[.
a) Montrer que pour tout nn € N : |lxpey — pll S k™|l 1 — xoll.
b) Montrer qu’il existe (X,(n)) une sous-suite de (x,) qui converge vers a € 4 et

que (¥pmy+1) converge vers a.
c) Montrer que f est uniformément continue sur 4, que a € B puis que B = {a}.
3. On suppose que A est un compact de E et que :

V(x,y) €A% x#y = ||f(x) = FO < lix - yl.

a) On pose g(x) = |If(x) —x|l. Montrer qu’il existe b € A tel que :
g(b) = min g(x).

b) Montrer que f(b) = b et que B = {b}. : : S
c) Montrer que la suite (u, (b)) définie par u,(b) = ||x, — b|| est convergente
d) Montrer que la suite (x,) admet une valeur d’adhérence q € 4. '
e) Montrer que ||a — b|| = ||f(a) — b|| en déduire que b = a.
f) ‘Montrer alors que la suite (x;) est converge et donner sa limite.
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