Suites et séries de fonctions

Classes SM

Exercice 13

-n2x%  Endier la convergence simple de () n=o sur R. Montrer la convergence

La convergence est-elle uniforme sur ]9, +oo[ ? E
imple et uniforme de (f)nz1 SUr {o,1].

1. Posons : fn(x) =ne
uniforme sur [a,+oo[ (a > 0).

2. Posons : fn(X) = nx™Inx, f,(0) = 0. Etudier la convergence.s

3. Pour tout x = 0 et pourtoutn € N*, posons :
. . x '
fu(x) = (1 —;) six€[0,n], fRlx)=0sIxE In, +oo[

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme .de.‘(fn)nzl_.surr IR a0

4. Posons : fa(x) = inf (n,x). Etudier la convergence simple et uniforme de (f)nzo sur R.
5. Posons : fn(x) =n®x™ (1 —x). Etudier la convergence simple de (fn)nz1 SUT [0,1]. Montrer que la
convergence est uniforme si et seulement si @ < 1. . e e doal

* 6. Pour tout x € [0,1] et pour tout n € N°, posons:
n

= fo ) dx

RO = g . .
. La convergence est-elle uniforme sur [0,1] 7

_Etudier la convergence simple de (f)n2a sur [0,1]. Calculer I
7. Pour tout .x = 0 et pour tout n € N*, posons :

~ no. Xy . _

fa) = Jzsin (;) six €10,4) £(0)=0

Etudier la convergence simple de (fu)n21 sur Ra. Calculer lim, 4o fn (%) La convergence est-elle uniforme

sur Ry?
Exercice 2

1. Pour tout x = 0 et pour tout n € N*, posons :

x
£ = ()Pl +m)

Montrer que Ia série de fonctions ¥ £, converge uniformément sur R,. La convergence est-¢lle normale sur R,?

2. Soit () 10y la suite de fonctions définies sur Ry par :
— . X e—r_x
Un (%) =
a / Montrer que la série de fonctions Y 1, converge simplement sur R,.
5/ On note R, (x) son reste d’ordre 7. Démontrer que pour tout x € 10,+co[ :
—X

0< Rx) < ———e———
In(n+ DA —e™%) :

¢ / En déduire que la série de fonctions ,u, converge wmiformément sur R,. La convergence est-elle

normmale sur R 7 .
3. Soit (a,,) une suite complexe telle que la suite des sommes partielles ( A, = Xf-ax ) soit bornée. Pour tout

x>0, 0onpose 1,(x) = a,n™*.
" a/Montrer que V(p,q) € (N*) ) p<gq
. g-1
7 _ Aq' Ap'.ﬂ X 1 1
ivk(x) =T P +kZ A“(Tc?e(k+1)x)

k=p

y b/ En déduire que pour tout & > 0, la série de fonctions ), v, converge uniformément sur [e, +ool.
La convergence est-elle normale sur [a, +0[ ? ( Considérer a, = e'™), ’

Exercice 3 :

1. Pour tout x € R et pour toutn € N*, posons:
U = 55—
Montrer que la série de foncti formbmiat
er que la série de fonctions ¥, u, converge uniformément sur tout segment de R.
R : 1
On note f(x) = X33 U, (x). Exprimer | i (x)dx comme somme d’une série convergente
Vérifier que oy P52 .
: 'qu pourtout n € N*, 33T, —=— 2 <. Laconvergence est-elle uniforme sur R,?
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. 2. Posons : fu(x) = ne™™ . Montrer que la série de fonctions X fa converge simplement sur 10, '*jw[ :

ur tout n € N ]
Vérifier que pour to +o - (DX
Z hz1¢=
k=n+1

La convergence est-elle uniforme sur 0, +oo[ ?

3. On pose : +o
. _ 1
FoO= ) T |
. e ~—2Inx en 0.
. Montrer que f est bien définie sur R, qu'il existe K >0, f(x)~ % en+oo-ctque @)
. ( Comparer f(x)  une intégrale ). -

~ 4.0npose:

St (x)_ZI-!-nz :
: . Montrer que g est continue surR.xt de classe €® sur]O +00[ mais n’est pas déﬂ"able  droite en 0.

" Montrer que Vk > 0, g(x)-o( ) en+o .

. Exercice 4 :

"; Pourtoutn € N'et pour tout réel x 2 0, posons:
e:c
) =1
0, +cof vers une fonction f que l’on prec1sera. .

* .. 1. Montrer que (f)ms: cODVerge simplement sur [
2. La suite (f)ney converge-t-elle uniformément sur

3.Soita € [0,1[. Onpose:
a t?le't d " N
=] —— €N
f 1+gn . ]" - j; A Agn t’ N

a/ Calculer la limite quarnd 7 = + de Pmtégrale I,.
b/ Soitp > 0. Montrer gue quand 7 = +%, nPf, — 0.Endéduire que I, = € —1+o(:—p).

" Exercice 5: (Eﬁmik, C\»Kmx&ms}

{0,+e0?

—Nx
converge et que la suite (Rp (z)),>q de

1. Soit z € R*. Montrer que la série Z (-1)"
n>0

ses restes vérifie :

On pose : :
4 0o e~ T

RT =Rz~ -1)" :

f nz=:0( ) n+1

2. Montrer que f est continue sur RT.
3. Montrer que . _llr_ll_loo f(z)=1
4. (a) Montrer que f est de classe C* sur ]0, -o0f.

(b) Montrer que, pour tout z > 0,
@) =13
l1+e®

(c) Deéduire alors que, pour tout = > 0,

- “ f(a)=eln(l+e™¥).
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Exercice 6 :
Pour tout x > 0, posons:
+co (_1)_"_
n+x
n=0 1
je sur ]0,+co[ et que Vx >0, flx+ 1) +8(x) =~
ent-de 8(x) quant x = 0.

6(x) =

1. Montrer t:iue 6 est bien défin
2. Montrer que 6-est continue sur ]0, +oo[ et donner un équival
3. Calculer la limite de 6(x) quand x = +eo.
4. Soit ¢ une fonction réelle définie sur )0, +oo[ et telle que
1 i
vx >0, p(x+ 1) +ox) = - et Il_l.l'fm p(x)=0
Y= 6(x) = (-D)™(plx +m) = B(x +n)) en déduire que 9 = 6.

Montrer que Vx > 0,¥n € N, @(x

5. Soit (f)nao l2 suite de fonctions définie sur 10, +oo[ par :

_ L (i)
fu() Tntx n( n+x
a/ Montrer que la série de fonctions Y. f, converge normalement Sur 10, +co[. On note F sa somme.
b/ Montrer que Vx >0, F(x)—F (2x) = 6(2x) en déduire que F(x) =212 6(2™x).

Exercice7: . .

Pour tout x > 0, posons:
7~ +co

v9=) (3-553)

C\.S n=1
1. Montrer gue P est bien définie sur ]_:b +oof et queVx 2.0, Pp{x + V-l = =i
2. Montrer que P est de classe C* sur ]3], +co[ et donner sa fonction dérivee.
3. Calculer pourn € N, ¥(n + 1) en déduire la limite de 1¥(x) quand x — +co.

4. Soit (fi)ne1 la suite de fonctions définie sur ]0, +oo[ par:

1=

n—1
< 1
L@ =G - Y
k=0 ;

1
1+ ;)) est convergente. On note y sa somme.

a / Montrer que la série 2, (—17; —1In (
4co[ vers une fonction f que I'on exprimera en

b / Montrer que (f;,)n21€0NVEIge simplement sur ]0,
fonctionde 3 et y. g

Exercice 8¢
Onpose:
+c

N +co (_1)n+3. _ 1 ‘ _ += 1 n+l dt
.u(x) —HZI nx ((x) = ey F(x) = ;(7—{;— j.n E;)

n=1

1. Déerminer les domaines de définitions de i et { et mOomiTer que vx> 1, px) =1 -2¥)).

5 Calculer les limites de p(x)et {{x) quand x — +.

3, Montrer que ¥ x €]0,4c0[.:

1 1

s
12(x) n}:( T

Endéduire que Vx>0, 0 < —1+ 2p(x) <1 —27%. Calculer alors limzo ().

4. Montrer que la fonction  est €% sur son domaine et qu’elle est convexe.

5. Montrer que F est bien définie sur ]0, +oo[ et que VX > 1, F(x) =¢(x) - -xi—l En déduire que quand

x—1, {(x) = +y+o(1). Oy = F(1).
6. Montrer que la foniction z est C* sur son domaine et calculer ' (x).
7. Déterminer le développement limité au voisinage de 1 aordre 1 de Ja fonction .

En déduire les sommes suivantes :

“‘Z'*c-n"*i E(—i)“lnn
~ n n
n=1. n=1"
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Exercice 9 :

Pourtout x > 0 et pour toutn € N*, posons :
n* n! fn+1(x)).

fux) = x(x+ .. (n+x) un(x) = m( Jn2)

1. Montrer que la série de fonctions 2, u, converge simplement sur-]0,+oo[ en déduire que la suite de fonctions
(f2.) converge simplement sur ]0, +co[ vers une fonction f strictement positive.

2. Montrer que £(1) =1, f(x + 1) = xf(x), Vx > 0 et que f(ri +1)=nl, vneN.

3. Seit (g,), 7, 1 site d¢ fonctions définies sir 10, +c0 (par: .
. i v S x
gn(x) =xlnn—Inx —Zln (1'+E)

k=1 vt
Montrer que pour tout n € N*et pour tout x > 0, fu(x) = exp Lgn(y;)] en déduire que la suite de
converge simplement sur ]0, +-oo[ vers une fonction g que I’on-exprimera & I'aide de £

fonctions (gn)

4. Soit F la fonction définie sur ]0, +oo[ par la relation suivante :

+c s
FG) = ) [9a() = gns(3)]
’ n=2 T
Monmirer que F est de classe € sur ]0, +oo[et donner sa fonction dérivée. En déduire la limite de la suite de

fonctions {Gr)n>1-

5. Montrer que f est de classe € sur ]0, +oo[. Que vaut f’(l)".? Buig

Exe¢ice 10 :

Pourne IN, onpose:fa(x)= [ ] (x:- B Vx € 0,40,
k=0 ’

1°/ a) Montrer que la série de fonctions Z f, converge simi:lement sur }),+oo[ _
n20 :

b) ya-t-il convergence uniforme sur }),+oo[ ?

20/ On note S (x)= i f.(x) Vxe Joi+e]

n=0

a) Montrer que S est continue sur }),+oo[ '
. b) Montrerque V x>0, ona: S(x+1)-xS (x)=-1%
1
¢) En déduire que S (x),vi— etS (x) Y - : _
> o* + .
3°/a) Déterminer la décomposition en ¢léments simples dans IR [X]def2 (x)
b) En déduire qu’il existe une constante A € IR que I’on déterminera tel que :

@)= 13, CO_ vxe ool

nl(x+ n)

n=0
¢) Montrer que S est de classe C” sur ]0,+oo[
1 x x?
i % R ==t
4°/ ) Vérifier que Vne IN*,Vx~0,ona = A T nz(x+n)
sited 1 +o0, ona S(x)= —1—+L+o(-l-
- b)En déduire que lorsque x —> +°0, 01 —t =
50/ Montrer que Vx>l ona:$ (x)= jlot"lel"dt‘
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