)
=
o
—
>
o

— IR .

I Modele simplifié de la suspension

1) A Iéquilibre, la tension du ressort d’une des quatre suspensions compense le quart du poids
du chassis (le chassis n’est soumis a aucun frottement visqueux puisque la vitesse relative d’un
amortisseur est nulle a I’équilibre) :

P M
T=T+ = selonel: 0=—k(L.— L)~ (1)
. M M
Soit : Le:LO_4_kg et ZOZL€+R:L0—4—]5—|—R

2.a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique au quart du chéssis associé a une
suspension :

M_____,
Z Qchassis/R = ? + Z + ?frot
AVeC Aehassis/R = %e; (mouvement vertical), T = —k(L — L) e} et ?frot = —a(ic—ia) el =
—a z"ce_z> = —a Ze_z>. Soit, en projection selon e_; :
M

) Mg .
Zz:-k(L—Lo)—Tg—az ()
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M
Soit, en faisant (2) — (1) : T Z=—-k(L—L)—az=—k(z—2)) —az;dou:
. . 4a 4k 4k
F4+ai+Pz=0 (FE) avec a= 4 ﬂ—M 6_MZO

2.b) Pour que le retour a la position d’équilibre soit le plus rapide possible, il faut qu’il corres-
ponde a un régime libre critique.

Le régime critique est obtenu lorsque le discriminant de 1’équation caractéristique associé a
I'équation différentielle (E) est nul :

16 a? 4k
b=a’—48=0 < | a=2/8 :)%:4M<:> a=VkM

2.c) Lasolution z(t) de (F) se décompose en une solution particuliere de I’équation avec second
membre (zp) et de la solution générale de ’équation homogene (z¢(t)).

(== ]
e L’équation caractéristique de (E) (72 +ar + 3 = 0) admet, pour le régime critique, une racine
double :

Alors, | zg(t) = (A+ Bt) e™ ot

e Ainsi : z(t) = zg(t) + z2p = (A + Bt) e “0t + 2.

Les constante d’intégration se déduisent des conditions initiales :
OZ(tZO):ZO—h:A+ZO = A= —h;
Oé’(tZO):O:—AwO+B = B = Awy = —huwy.

2(t) = 20 — h (1 + wot) ™0

2d) 2(t) =20 — h(1+wot)e 0t = 2(t) = hwdte 0t >0 = 2(t) = hw (1 — wot) e 0L

124
Ainsi, z(t) est une fonction croissante dont la courbe )

admet : /
o une tangente horizontale en t = 0 (car 2(0) = 0), | 0.8

) =
o un point d’inflexion M; pour Z(¢;) 0, soit

20.6

1 2h
t = —, = _—— s
M,y < 1 wo 21 = 20 o ) 041

o une asymptote horizontale d’équation z = zg

(retour & 1’équilibre). 023

0 05 1 15 2 25 3 35

3.a) La nouvelle équation traduisant 1’équilibre du véhicule en charge nominale est :

0= —k(L, — L)~ M (1

(en introduisant la nouvelle longueur & 1’équilibre L. du ressort correspondant & la nouvelle
garde au sol z{, du chassis chargé par 4m).
Tandis que ’équation du mouvement du chassis chargé selon e devient :

M+ 4 M+ 4
ﬂgz_k(L_LO)_w_aé 2)
4 4
Soit, en faisant (2') — (1), avec L — L], = z — z{ :
4a 4k 4k
. /. / :5/ EI /: I:— 5/:—/
AR (E) avee ol =y B = S am M 1 4m ©
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3.b) Le discriminant de I’équation caractéristique associée a (E’) est (en se souvenant que

a:\/k_M!):

4a )2 4k 1642 — 16k (M + 4m) 64 km

A — ’2_4 / -
a”—4p <M+4m <0

_4 -
M +4m (M + 4m)? (M + 4m)?

Ceci correspond a des racines complexes de 1’équation caractéristiques, donc & une solution

pseudo-périodique de (E’), c’est-a-dire & une oscillation sinusoidale amortie exponentiellement.

3.c) Pour déterminer la pseudo-période, il faut déterminer la pseudo-pulsation qui est la partie
imaginaire commune aux deux racines 71/, de I’équation caractéristique :

- 4 = _— 4
T1/2 J 9 9 Jw
21 4V km
=—=——D
Soit : w T = M +am onc
T_7TM+4m
2 Vkm
M+ 4
3.d) Onveuthzﬂ:zs, soit :
2 Vkm 3
9 (M + 4m)>?
k= 1 ﬂ = 44100 N.m™! et donc : a=VkM = 6600 kg.s~!
m

Il Etude de la réponse harmonique

Remarquons que sur le schéma et dans I’énoncé, la céte z par rapport a ’horizontale est désormais
notée s!

1) Comportement sur une route difficile du véhicule chargé.

_27r

2
e Le véhicule roule selon (Ox) a la vitesse V = cte, donc, (avec un choix judicieux de 'origine
des temps), x = V't et e(x) peut s’écrire explicitement en fonction du temps ¢ :

1.a) e la période spatiale (‘distance entre deux bosses’) correspond a YA =21 — | A

|4
e(t) = em cos(yx) = e cos(YV t) = ey cos(wt) = | w=~V =2r—

A
. . . A 27
Ce qui se retrouve en écrivant que la durée de parcours entre deux bosses est T' = v
w
1.b) e La force de frottement exercée par 'amortisseur sur le chassis est proportionnelle a la
différence de vitesse de ses extrémités : ?frot =—a(Zc —24) el =—a ($—é) er.
Donc, selon €2 : | Frot = —a ($—¢é)

e [’équation traduisant ’équilibre du véhicule en charge nominale est toujours :

(M +4m)g

0=—k(L — Lo) — 1

(17)
Tandis que I’équation du mouvement du chassis chargé selon e devient :

(M +4m) (M +4m)g
4 4
6 http://atelierprepa.over-blog.com/ Qadri J.-Ph. | PTSI
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Soit, en faisant (2”) — (1”), avec L — L, = s —e — 2 :

. . 4a 4k 4k
8+Od/8+/BIS:f+5/ (*) avec a/:m ﬂ/:m 5/:m26

et f=dé+pe

2) Régime forcé permanent.

2.a) Le régime forcé permanent est le régime des oscillations sinusoidales de pulsation w imposées
au systeme une fois que le régime transitoire a disparu.

Il correspond a la solution particuliere de I’équation différentielle. Il est de forme sinusoidale et
de pulsation w.

2.b) e On cherche & résoudre, en notation complexes (e = e, ¢/“! et s = S /), P'équation :

itad's+ps=f.

e On ne tient pas compte du terme §’ dans (*) parce que seules les oscillations du chéssis nous
intéresse ; or ¢’ n’intervient que par I’ajout d’une constante (z;, = so) dans la solution particuliére.
(Négliger ¢’ revient, finalement, & translater le repere a la position d’équilibre s.)

e En complexes, il vient : S (8" — w? + jwd’) = ey, (B + jwa'), soit :

0
B+ jwa! . e 1+‘7@
S=en,———-—— |quipeutsécrire:| S=e¢, ————
B —w? + jwa! 5, 8
1 -2 45—~
Q
w wf M+ 4m
: Q = — \/ = —O = _
avee wh M + 4m @ o 4M
Q2
1+ @
2.c) Donc:| S=|S|=en a7 | Et lorsque Q = 1,| Sig=1) = emV/ 1+ Q?
(1 _ 92)2 + —
Q?
U
g\ 2 1+ 0?
2.d) e On pose u = Q% et on dérive g(u) = (—) = par rapport a u :
€m (1—u)?2+—
Q?
dg . — cette dérivée s’annule pour : ——u?4+u—1=0.
du p 2@2
Or, ce polynéme n’a qu’une seule racine positive (v > 0!) qui est :
=Q? (/1 —1 Q= L
Uy = Q + —= 2Q2 —— m=Q + TQQ —

Q,, est la pulsation réduite de résonance correspondant a une résonance des oscillations du
chassis roulant sur la route ondulée.

S\ 2 2 1
o [ ) = Q , avec, par définition de wy, : ——= u2 + Uy — 1 =0

em (1 —um)? + Q?

2—-2
Soit : % = Tum Donc :
2 — U,
cm (1—um)2+21;ﬂ U (1= um)? +2 (1 =) (1= um)(um — uZ, +2)
m
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(S 2 — uy, 1 S 1
S t: — = = — = JE—
o <€m> (1= um)(2—um)(1 +upy) 1—u, = em 1-Q4
Sm
2€) AN: | Q=05 Q=075 “"=172

Rq : Situation ou le facteur de qualité est faible, pour avoir une faible acuité & la résonance ——.

€m
2.f) Cf. graphe ci-contre. L4
2.g) e Valeur de la pulsation propre du systeme : 1.2
1,
4k 44100

0=\ =2y/—— =112 rad.s" 08
O\ M+ am a0 0 oo
e Pour étre a la résonance, il faut que 047
0.2]

W=wm = Quw) =0,75w, = 8,4 rad.s! ‘ , ‘ : ‘

0 2 40mega © 8 10

2
Or, A = VT = V—W, donc, la distance A, entre les ondulations du sol qui commande la

w
résonance des oscillations du chassis si le véhicule roule a vitesse V' constante est :

2w 27
A=V Ly T 487
W 0, 75wy m

e Si les déformations sont plus rapprochées, A < Ay, soit w > wy, ; on sort donc de la zone de

S Sm
résonance et les oscillations de la route sont alors mieux absorbées par le véhicule : — < —.
em em

Ill  Analogie électrique

1.a) En convention récepteur :

. o dig . dg _ duc
UR—RlR uL_LE 'LC_%_ 7

1.b) Aux trois relations précédentes correspondent les relations entre amplitudes complexes (en
posant i = [ /%t et u = U e/*?) :
. 1
Ur=RIp Up=jlwly QC:jC—wlc
jLRw 1
R+jlw  jCw’

R — RCLw? + jLw

2.a) L’impédance du circuit est : Z = Zp//Z; + Zo =

7 =
= jCw (R + jLw)
2.b) Diviseur de tension entre U, et U, :
14 Lw
U _Zo__ Rijlw TR
U, Z R— RCLw?+ jLw Lw

1—-CLw? +j—
w—l—]R

Q

1+j—=
. u Q w 1 R C
Soit : | =2=— % _ Cla=2 == SR Y
o Qe 1—-02 +,] g avee wo “o LC Q Lwo L
Q
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3.a) La puissance dissipée par effet JOULE est en moyenne :

5 o 20.)2
vz o1 I o, 1 12 0¥ (1+ R2) )
" 3R =3 U

17 1 1
P;>=— | Ri*dt=-RI} = — I’ =
=T T/O A R O
— — LCw
R? R? R?
1 L202 4
<Py>=_— U?
2R gy | LPw? €
(1—-LCw?)? + 2

3.b) La puissance dissipée par frottement visqueux dans l’amortisseur est en moyenne :

1 (T
<Py >_—/ frot = é)e_§|dt:?/ a($—é)Pdt=a< (5—¢)%>.

0
Pour calculer ($ — é), il faut prendre la partie réelle de (s — é), avec, d’apres 11.2.b) :
B B+ jwad’ ¢ d L P jwd
S=Coyr 5 .. edonc: S=ec—o —
B — w? + jwa b — w? + jwa
2 20p0 2
ce qui donne :  §—€é=¢— ;} - =§w(ﬁ w jfua).
B —w —}-]wa’ (ﬂ’—w2)2—|—a2w2
Ve w?

Et donc : Re(s —é) =5 —¢é = (8" — w?) coswt + a’wsinwt).

(B — w?)? + 22
Alors : < Py >=a < (5 —¢)? >, ce qui donne :
‘/'62 w4

_ I 2N2 2 202 _ 2
<Pp>= (5 — o2 1 a2?)? (6" —w?) <coslwt>+a w <sm1wt>
2 2
+2(f — w?)a'w < cos(wt) sin(wt) >).
0
(m+M/4)2 .
— | w
1 w 1 k
Finalement : | < Py >= —aV?? s = —aV?
inalemen ¥ 5 aVe 7 =) 1 a7t 5 aVe i d N a
== 2

3.c) la comparaison des deux expressions des puissances moyennes dissipées par le systéme
mécanique en suspension et le circuit électrique permet d’identifier les équivalences électroméca-
niques suivantes :

M
m+ — <«—C Vy +—— Us

= k =
a— 7 1

Rq : Pour la derniere analogie, comparer = avec —.
L — I

[[S RV
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