
Solution Ex-M1.17

1) Condition de roulement sans glissement : 𝐶0𝐶 = ö𝑂𝐼 ⇐⇒ 𝑣𝑡 = 𝑅𝜃 ⇐⇒ 𝑣 = 𝑅𝜃 ≡ 𝑅𝜔.

2)
−−→
𝑂𝐶

¨
𝑥𝐶 = 𝑅𝜃 = 𝑅𝜔𝑡
𝑧𝐶 = 𝑅

3)
−−→
𝑂𝑀 =

−−→
𝑂𝐶 +

−−→
𝐶𝑀

¨
𝑥𝐶 = 𝑅 (𝜃 + sin 𝜃) = 𝑅 (𝜔𝑡+ sin𝜔𝑡)
𝑧𝐶 = 𝑅 (1 + cos 𝜃) = 𝑅 (1 + cos𝜔𝑡)

4) 𝑧(𝜃) est une fonction périodique paire
de période 2𝜋 et 𝑥(𝜃+2𝜋) = 𝑥(𝜃)+2𝜋𝑅 : il
suffit donc d’étudier 𝑥 et 𝑧 sur 𝜃 ∈ [0, 2𝜋].
Le reste de la courbe se déduisant par
translation de 2𝜋𝑅 selon (𝑂𝑥) et par sy-
métrie par rapport à 𝑂𝑧 si on veut tracer
𝑀(𝑥(𝜃), 𝑧(𝜃)) sur 𝜃 ∈ [−4𝜋, 4𝜋].
On étudie d’abord¨

𝑥′(𝜃) = 𝑅(1 + cos 𝜃)
𝑧′(𝜃) = −𝑅 sin 𝜃
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On pose 𝜖 = 𝜃−𝜋 pour étudier la tangente
à la courbe au point de paramètre 𝜃 = 𝜋.
Le cœfficient directeur de la tangente à la

courbe est : 𝑝 =
d𝑧

d𝑥
=

d𝑧

d𝜃

d𝜃

d𝑥
=

𝑧′(𝜃)
𝑥′(𝜃)

𝑝 =
−𝑅 sin(𝜋 + 𝜖)

𝑅(1 + cos(𝜋 + 𝜖))
=

sin 𝜖

1− cos 𝜖

z(θ)

0 πR

2R

2πR x(θ)3πR

→ Donc 𝑝(𝜃 = 𝜋) = lim
𝜖→0

sin 𝜖

1− cos 𝜖
≃ 𝜖

𝜖2/2
=

2

𝜖
−→ ∞ : la tangente en 𝜃 = 𝜋 [2𝜋] est verticale :

on dit que la courbe présente un point de rebroussement en 𝜃 = 𝜋.

5) −→𝑣 𝑀/ℛ = 𝑥̇ = 𝑅𝜔 (1 + cos𝜔𝑡) = 𝑅𝜔 (1 + cos 𝜃)

𝑧̇ −𝑅𝜔 sin𝜔𝑡 −𝑅𝜔 sin 𝜃
Cl : L’hodographe du mouvement est donc un cercle de
centre (𝑅𝜔, 0) et de rayon 𝑣 = 𝑅𝜔.
De plus :

𝑣2𝑀 = 𝑥̇2 + 𝑧̇2 = 𝑅2𝜔2.2(1 + cos𝜔𝑡) = 4𝑅2𝜔2 cos2
𝜃

2

→ 𝑣𝑀 = 2𝑅𝜔∣ cos 𝜃
2
∣

6) −→𝑎 𝑀/ℛ = −𝑅𝜔2 sin𝜔𝑡 = −𝜔2 𝑅 sin 𝜃

−𝑅𝜔2 cos𝜔𝑡 𝑅 cos 𝜃

→ −→𝑎 𝑀/ℛ = −𝜔2−−→𝐶𝑀

Soit : 𝑎 = 𝜔𝑣 =
𝑣2

𝑅
; A. N. : 𝑎 ≈ 3, 7.103𝑚.𝑠−2.

7) Pour 𝜃 = 𝜋 : −→𝑣 𝑀/ℛ =
−→
0 et −→𝑎 𝑀/ℛ = 𝑅𝜔2−→𝑒𝑧 .

Ü Complément : Base sphérique

Coordonnées sphériques
𝑟 distance entre 𝑂 et 𝑀 𝑟 ∈ [0;+∞[

𝜃 angle entre −→𝑒𝑧 et
−−→
𝑂𝑀 𝜃 ∈ [0, 𝜋]

𝜑 angle entre −→𝑒𝑥 et
−−→
𝑂𝑚 𝜑 ∈ [0, 2𝜋[

base sphérique
−→𝑒𝑟 prolongement unitaire de

−−→
𝑂𝑀−→𝑒𝜃 v. unitaire du « plan de la porte » et ⊥ −→𝑒𝑟−→𝑒𝜑 v. unitaire ⊥ au « plan de la porte »

Rq : Une B.O.N.D. vérifie la « règle des trois doigts de la main droite » Ü à vérifier !
−→𝑒𝑟 ×−→𝑒𝜃 = −→𝑒𝜑 −→𝑒𝜃 ×−→𝑒𝜑 = −→𝑒𝑟 −→𝑒𝜑 ×−→𝑒𝑟 = −→𝑒𝜃
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𝑀 a pour coordonnées (𝑟, 𝜃, 𝜑) dans le référentiel ℛ d’origine 𝑂 et de Base locale (−→𝑒𝑟 ,−→𝑒𝜃 ,−→𝑒𝜑)
(base « locale » = base définie en 𝑀) :

−−→
𝑂𝑀 = 𝑟−→𝑒𝑟 −−−→𝑣𝑀/ℛ = 𝑟̇−→𝑒𝑟 + 𝑟𝜃−→𝑒𝜃 + 𝑟 sin 𝜃𝜑̇−→𝑒𝜑 d

−−→
𝑂𝑀 = d𝑟−→𝑒𝑟 + 𝑟d𝜃−→𝑒𝜃 + 𝑟 sin 𝜃d𝜑−→𝑒𝑧
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