— Chapitre 3
Ondes électromagnétiques planes dans le

vide

Introduction

| Equation de propagation des champs

On se place dans le vide (de permittivité électrique gy et de perméabilité magnétique )
. . . ) LN - =
dépourvu de charges et de courants électriques, c’est-a-dire p = 0 et j = 0. Dans ce cadre,

les équations de Maxwell s’écrivent :

divE(M,t)=0 (MG) @ﬁ(M,t):—aﬁgi/[’t) (MF)
divB(M,t) =0 (M®) : rolB(M,t)= Mogoaﬁgw (MA)

I.1 Equation de propagation du champ électrique

Si on applique maintenant I'opérateur rotationnel a I’équation (MF) on obtient :

AE) = (D)
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D’autre part, on donne : r—o_%(r—o_%ﬁ) = Wi(divﬁ) — AE. Comme dz’vﬁ =0 (MG), il vient

enfin que le champ électrique E(M ,1) obéit a I’équation différentielle suivante :

82E —

AF — s = 0 (1.1)




— Equation de propagation du champ

électrique dans le vide

1.2 Equation de propagation du champ magnétique

De la méme maniere, si on applique cette fois 'opérateur rotationnel a I’équation (MA) on
obtient :
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Encore, comme 771?(7"_0;5?) = gmd(divﬁ) — AB et vu que div§ (M®), il s’en suit enfin que
I’équation différentielle satisfaite par le champ magnétique ?(M ,1) s’écrit :
PB =~

AE — Mogow =0 (12)

— Equation de propagation du champ

magnétique dans le vide

Remarques :

e En coordonnées cartésiennes, l'opérateur Laplacien A d’un vecteur ﬁ(M ) = ﬁ(x, y,z) =
Uy (M) €, + Uy, (M)€, + U.(M)¥ se donne par :

02U, N 0*U, N 0*U,
0x? 0y? 022
0*U, n 0*U, N 0*U,
0x? 0y? 072
02U, N 02U, N 02U,
ox? 0y? 072

AT = AU, @, + AU, E, + AU, T, =

e Analyse dimensionnelle de pey :

58] =2 = e (2]
= [/ﬁoﬁo} [i]



Do 1 cent. | » U
ou : {,uoso} =727 W et, par conséquent, la quantité ppeg est homogene a l'inverse du

carré d’une vitesse : poeg = W Cette vitesse n’est autre que la vitesse de propagation
vitesse

de 'onde électromagnétique dans le vide.
Application numérique : on donne les valeurs de gy = 8,85.10'2 Fm ="t et pg = 47.10~" Hm ™!

ce qui permet de montrer que :

=3.108ms ' =¢

v/ Ho€o

— célérité de la lumiere dans le vide

Ceci permet d’écrire les équations de propagation des champs B(M ) et ﬁ(M ,t) dans le vide

en ’absence de charges et de courants comme suit :

182? — 102§ N

e Les champs E(M ,1) et ﬁ(M ,1) obéissent a la méme équation de propagation :

Elle est dite équation d’onde ou encore équation de d’Alembert. On définit ’opérateur mathématique

suivant appelé opérateur d’Alembertien :

1.3 Solutions de I’équation de propagation

I.3.1 Cas d’une propagation unidimensionnelle

Pour simplifier, supposons que la fonction d’onde W (M, t) cherchée (V(M,t) = E(M,t)ouB(M,t))

dépend spatialement d’une seule variablee x : W(M,t) = W¥(z,t). L’équation d’onde s’écrit alors :

0*W(z,t) 1 0*W(z,1)

=0 1.3
Ox? 2 ot? (1.3)

Les solutions d'une telle équation sont :
e Uy (z,t) = cte : a rejeter car une solution pareille (constante pure) n’a aucun intérét

physique dans la description d’un phénomene ondulatoire (c¢’est-a-dire qui évolue dans le

temps et dans Iespace)

o Uy(z,t) = f(t — %) : cette fonction caractérise une onde qui se propage dans le sens des



x croissants (z )

o Us(x,t) = g(t+ %) : cette fonction caractérise une onde qui se propage dans le sens des

x décroissants (z )

Démonstration :

On se propose de montrer que f(t — 2) est bien solution de I’équation d’onde a une dimension

(1.3). Pour cela, optons pour un changement de variable en posant :

0
guv_q
. ot
u=t—— ce qui permet d’écrire
c
ou 1
oxr ¢

of _of on_ 10y
 Oudx ¢ Ou

Il vient alors que :

Soit encore :

or2 9z \ ¢ Ou ou 0x'\ e ou
_ iﬁ(iﬁ)
e ouN e lou
L rey
2 ou?
e mome s 05 08
eméme : = = .20 = o, ce qui donne :
o _f
o2 Ou?

En remplacant les expressions précédentes dans ’équation (1.3) on obtient :

0% f 102f_l82f_l82f_0
or2  2ot2  2ou:  2ou:

D’olt on conclut que f(t — %) est bien solution de I’équation de propagation a une dimension.
En posant v = t + £ on montre de méme que g(t + ¥) est aussi solution de I'équation de

propagation.



Finalement, on retient que la solution de 1’équation d’onde & une dimension (1.3) s’écrit :

xz

x
V)= f-0) o+ g+ ) (1.4
——— ———
onde se propageant onde se propageant
vers les x 7 vers les x\

I.3.2 Cas d’une propagation tridimensionnelle : onde sphérique

Dans ce cas, la fonction d’onde W(M,t) ne dépend spatialement que de la variable r =

pra
HOM H : W(M,t) = ¥(r,t). Le Laplacien d’une telle fonction s’écrit en coordonnées sphériques :

10%(r¥
A\IJ(T, t) = ; 8(7"2 )

. D’ou, I'équation d’onde devient :

1°(0r0) 1 0°0 0
r or? 2 o2

F(rv) 1 P(r¥)
or? 2 Ot?

soit, en multipliant par r :

= 0, ce qui donne :

rU(r,t) = f(t — g) +g(t+ g)

et enfin la fonction d’onde sphérique suivante :

U(r,t) = i.f(t —) + i.g(t +7)

II' Onde plane progressive monochromatique

II.1 Notion d’onde plane

— On désigne par «surface d’onde» ou encore «front d’onde» la surface qui est perpendiculare

a | direction de propagation d’onde.

— Une onde est dite plane si, a un instant t fixé, et perpendiculairement a sa direction de

propagation on a |[|[U (M, )| = cte.

Autrement, a un instant ¢ fixé, ||W(M, )| reste constant sur la méme surface d’onde, ce qui
implique que cette derniére est de géométrie plane. On parle alors dans ce cas de «plan d’onde».

Encore, une onde est dite plane si elle se propage suivant une direction fixe de I’espace.
Remarque :
e Pour une onde plane se propageant dans le direction d’un vecteur unitaire fixe dans I’espace

er (ey = ael + e, +ver), la dépendance spatiale de la fonction d’onde W(M,t) = U(z, y, z,t)



peut se ramener a une seule variable spatiale v = OM e

U(M, 1) = U(u,t) = W(OM.2,, 1)

e En réalité, les ondes électromagnétiques émises par des sources de maniere spontannée se
propagent dans toutees les directions de I'espace, et -par conséquent- sont des ondes sphériques.

Elles ne peuvent étre approximées a des ondes planes que tres loin de leurs sources.

I1.2 Onde plane progressive monochromatique : OPPM

I1.2.1 Définition

On désigne par « Onde Planne Progressive Monochromatique» OPPM (appelée encore OPPH,
Harmonique) une onde plane dont la fonction d’onde varie sinusoidalement dans le temps et
dans I'espace. L’OPPM représente une solution particuliere de I’équation de d’Alembert.

Il s’agit d’'une notion purement mathématique dont l'intérét repose sur la décomposition de
Fourier : toute onde peut étre déomposée en une somme de vibrations parfaitement monochro-
matiques OPPM.

I1.2.2 Expression générale

Considérons une OPPM qui se propage dans les sens d'un vecteur unitaire . fixe dans

I’espace. Le champ électrique d'une telle onde s’écrit :

e

ﬁ(M,t):ﬁ(t—%) - E(t- —o)

N
— Eg.cos<w(t - O]\/C['e_g) + 900)

— s
= Eo.cos(wt—gaf.OM + @o)
c

=

(1.6)

- w
En introduisant k¥ = ke, = —e, appelé vecteur d’onde et dirigé dans le sens er de propagation
c

de 'onde, on peut finalement écrire :

E(M, t) = Eﬁ.cos(wt _K.OM + g00> (1.7)

— Forme générale du champ
électrique d’'une OPPM



On définie dans 'expression précédente :
%
e Iy : amplitude vectorielle du champ électrique
- —— . ,

e o(M,t) =wt — k.OM + ¢q : phase instantannée de 1'onde, telle que :

— w : pulsation de 'onde

_>
— k = k.e_u> : vecteur d’onde de 'onde

— (o : phase de 'onde a l'origine des temps et des espaces.

Remarques :

%
e Le champ électrique de I'onde plane se propageant suivant la direction et le sens de k£ peut

aussi étre écrite comme suit :

ﬁ(M,t) = Eg.cos(?.—) )

OM — wt + ¢g
e [’OPPM est doublement périodique, dans le temps et dans ’espace telque :
— T =27 /w (en s) représente la période temporelle de I'onde
— v=1/T =w/2m (en Hz) est la fréquence temporelle de 'onde
— A =27/k (en m) désigne la période spatiale de I'onde; appelée «longueur d’onde»
— o0 = 1/X = k/21 (en m™') est équivalent & une fréquence spatiale de 'onde, appelé
«nombre d’onde»

e On a toujours k = 27/\, mais seulement dans le vide k = w/¢, de sorte que la longueur
d’onde dans le vide de 'OPPM se donne par :

Ainsi, le spectre des ondes électromagnétiques est donné par la figure 1.1 ci-bas :

< Fréquences croissantes (v)

10 1072 10 10" 10" 10" 10" 10" 10% 10° 10 107 10" v (Hz)
|

rayons y rayons-X | UV IR micro-ondes | F AM grandes ondes
andes raclics

1 | 1 | I ol I 1 I | | I 1
10 w1 et 1w ot 10 10 10" 10° 10° 10° 10° L (m)
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T
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Longueurs d'onde croissantes (A) en nm —

Figure 1.1 — Spectre électromagnétique



I1.2.3 Surfaces équiphases

On appelle surface équiphase le lieu des points M de I'espace qui, & un instant t fixé, ont la
méme phase : (M, t) = cte.
On peut montrer aisément que les surfaces équiphases sont toujours perpendiculaires au vecteur
d’onde ?
En effet, considérons deux points M et M’ apparteant a la méme surface équiphase et qui sont
infiniment voisins, de sorte que : W = d0~]\7_/> .
Comme (M, t) = cte il vient alors que dp(M,t) =0 — F.dOM = 0 et donc dOM L .
Alinsi, ? est perpendiculaire a dO—]\}[ c’est-a-dire & MM’ quelque soit M et M’ sur la méme
surface équiphase, ce qui implique immédiatement que ? est perpendiculaire a toute la surface

équiphase.

Remarques : vitesse de phase et vitesse de groupe

e La vitesse suivant laquelle se propagent les surfaces équiphases au cours du temps est appelée
— — S
vitesse de phase v,. En effet, pour k = ke, et OM = ue, (u= OM.Z;) on a :

- —
o(M,t) =wt — k.OM + g = wt — k.u+ @y

d
do(M,t) =0 — wdt — k.du =0 —3 ?u:“@:%

On retient finalement que la vitesse de phase s’écrit :

w
V<p = % (18)
Dans le vide on a : v, = ¢
e Par définition, on désigne par vitesse de groupe v, la quantité suivante :
dw
Vg = % (19)

Dans le vide on a : vy = v, = ¢

I1.3 Représentation complexe d’une OPPM

I1.3.1 Intérét de la notation complexe

Il est souvent commode, pour des raisons de simplification, d’associer a une grandeur har-
monique une expression complexe. L'ntérét de travailler avec a notation complexe réside dans
la simplicité qu’elle offre lors du calcul des dérivées.

En effet, si on considere une grandeur vectorielle harmonique 8(]\/[ ,1) (qui peut représenter le



champ E(M, t) ou ﬁ(M, t) d'une OPPM), celle-ci s’écrit :
— - —
8(M, t) = G’g.cos(wt — k.OM + gpo)
A 8(M ,t) on associe une écriture complexe E(M ,t) telle que :

é(M,t) = C?o.expi<wt—?.0—]\_>/[+cpo)
= ég.expi<wt—?._0—]\_>/[)

— =
ou Gy = Gg.expiyy : est 'amplitude vectorielle complexe de E(M , ).

On peut montrer aisément qu’en notation complexe on a :

aa ‘wa 825 = —WQH

ot ot =
divG = —ik.G ol G < ik AT
AG = —12C

Remarques :
%
Si ’'OPPM est représentée par la grandeur vectorielle 8(M ) = Go.cos<

a laquelle on associe I'expression complexe :

%
k.O—]\>/[—wt+(,00)

%,

E(M, t) = Eo.expi( OM —wt)

alors les dérivées spatio-temporelles de E(M ,t) donnent dans ce cas :

882—7@3 . divG =+ik.G ; Tl G=+ikAG

ot

11.3.2 Equations de Maxwell en notation complexe-Structure d’'une OPPM

Pour une OPPM se propageant dans le vide dépourvu de charges et de courants, de vecteur
— -
champ électrique E(M 1) = Eo.expi(wt — k.OM ), les équations de Maxwell s’écrivent en

notation complexe :

(MG) dwE=0 — —ik.E=0 (1.10a)
(M®) divB=0 — —ik.B=0 (1.10b)
(MF) rolE = —35 s S KANE=—iwB (1.10¢)



(MA)HﬁzldE . K AB-YE (1.10d)

Les équations précédentes permettent de caractériser les propriétés structurelles d’'une OPPM,

& Savoir :

%
e L’équation de Maxwell-Gauss (1.10a) implique que : | k L E — Tonde est alors dite

transverse électrique (TE)

%
e L’équation de Maxwell-Flux (1.10b) implique que : | k L E — l'onde est aussi dite

transverse magnétique (TM).

Elle est alors transverse électrique et magnétique TEM.

I

1

A\
w

e L’équation de Maxwell-Faraday (1.10c) implique que : § =

— on dit alors que

(?, E, E) forme un triedre direct.

Dans le vide, £ = ke, = —e_g, ainsi la relation précédente devient dans ce cas :
c

gZQAE

C

ce qui implique que les modules E et B des champs électriques et magnétiques vérifient la

relation suivante :

E
B= =
C

Remarque :
Pour une OPPM se propageant dans le vide sans charges ni courants, I’équation de propa-

gation s’écrit :

w? —
soit, en remplagant : —kQE + —QE =0
c

Finalement, on établit la relation suivante entre k et w, appelée relation de dispersion du milieu

(i.e. le vide dans ce cas) :

2

w
k== (1.11)

Si la relation de dispersion est linéaire le milieu de propagation est dit non dispersif. Sinon, si

elle est non linéaire le milieu est dit dispersif.

10



I1.4 Aspects énergétiques de ’OPPM

On s’'intéresse a 'OPPM de champ électrique en notation complexe :
— S
E(M, t) = Eo.ea:pi(wt — k.OM + <,00)

Une étude énergétique s’appuie sur I’équation locale de conservation de I’énergie électromagnétique,

i.e. équation de Poynting, qu’on rappelle ici :

Deem , —
gt — _divTl - J - (1.12)
ou :
€0E2 B? , . y . 5, . L.
® Coy =€t Ep = 5 + o désigne la densité volumique d’énergie électromagnétique
Ho

LT _EnE

Ho

o j E = p%° : représente la densité volumique de puissance dissipée par effet Joule

: est le vecteur de Poynting

Comme ces différents termes énrgétiques sont tous des termes quadratiques, il ne faut jamais

les calculer avec la notation complexe, mais plutot en passant d’abord a la notation réelle :

E(JW7 t) = Ré(E(M, t)) N E)o.cos <wt ~¥.OM + cpo)
Compte tenu de ¢a, on a :

e La densité volumique d’énergie électromagnétique :

€0E2 B?
+ R
2 240
QE | (B
2 240
€0E2 4 E?
2 219C?
€0E2 X 80E2
2 2

eem(M,t) = e.(M,t) + en(M,t) =

On retient enfin que, pour une onde plane se propageant dans le vide, on a équipartition de l’énergie

eoE?(M,t
entre électrique et magnétique e.(M,t) = e, (M,t) = 0(2’), et la densité volumique
d’énergie électromagnétique totale s’écrit :
Cem (M, t) = 2e.(M,t) = g E*(M, 1) (1.13)

11



Dans le présent cas, on a :

%
eem(M,t) = g9 Ej.cos® (wt — k.OM + ¢

e Le vecteur de Poynting :

(M, )

OM + )

ﬁA(e_ﬁAB)

N Ho -

B E A (e A B)

@RR-EaP
HoC

Or Ee_u) = 0 car 'onde est plane donc elle est transverse électrique TE, ﬁﬁ = FE? et

1/poc = epc (car ¢ = 1/uggg), il vient enfin que le vecteur de Poynting s’écrit :

(M, £) = egc B2 = eom(Mit) .25

= eem<M» t) 7énergie (]-]-4)

On reconnait immédiatement que 1’énergie électromagnétique se propage dans le vide a la vitesse

—
7énergie = C€y

12
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