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Dot Y Section MP2-PT2
PHYSIQUE STATISTIQUE

Exercice 1 : Erude de différents modéles d’atmosphére

Dans cette partie, on considere I’air comme u@i}g@jﬁda masse molaire M = 29 g/mole. Cet air est en

équilibre statique dans le champ de pesanteur terrestre de module g Oz désignant I’axe vertical
@aﬁ\t on désire étudier les évolutions {de fa pression P, de la température T et de la masse

volumique p en fonction de I’altitude z du poi i;bnsidéré. On pose : S =0 10 = 0l 1),

po=p(z=0). £

Pour les applications numériques, on prendra: g =9,8 s ™ pe=1.25 Keid =10 P8, (Ty=290K.

1.Modéle de I’atmosphére isotherme »

On suppose I’air en €quilibre isotherme a la terhpérature To.

FEETIEeS

a - On donne la loi hydrostatique : grad P =p é_ e

Etablir I'équation barométrique suivantzﬁl"‘(fzi)f P, Vekﬁ(— Mg z/R T)\« s T
b- Soit n = n(z) la densité volumique d ¢ molécules a l'altitude z-Montrer que l'on p?ut ¢crire la loi des
gaz parfaits sous la forme suivante : Pj=n kg T kg constante de Boltzmann. : P
c- Montrer que 'on obtient I'équatign du nivellement barométrique suivante
n(z) = n(O)exp(—- E(z)/ kBT). Quelle est la signification physique de E(z). ¢ f v

N

d- La pesanteur varie désorm_ﬁig avec [’altitude selon la loi g(z) = (?G—D—/I—T)f oiRrest le rayon de la
,A & T F2))

Terre, G/ constante d ' masse de la terre. ( . 4

Montrer que pouf z << Rrona: g(z)= g, (1- Zi) avec gy champ de pesanteur pour z =0

Utiliser la Toi \)t f démontrer P(z) = P(0) mego () 2 1 &
[ 111ser ja 101 rostatique pour aemontrer Zz)y= €X : = = . I 1a masse une
iliser P, sl A

4 ) (\\i‘ ; e
molécule @air . / To+’8-=
: z.Atmé\sphériéiiabatique_ -

L'air suit toujours la loi des\igé_g: parfaits,“mais il est maintenant le siége de phénomenes adiabatiques
réversibles sfiivant la loi PV’ = constante. W/ i,
a.Etablir l£quation des adiabatiques réversibles T *P ¥ = nstante? en fonction de .

b. Etablir la relation donnant dT/ T en fonction de dP/P .

: . d : . : T
c.Etablir I’équation différentielle vérifiée par T et rg‘on’trernfc) : (;_: -a dz ou o est une constante que
I’on exprimera en fonction de 7, po, g et Po. c = ,)
d. En déduire les expressions : T(z), P(z) et p(z).
e.Montrer que dans ce modele, 1’atmosphére(est limi}ée et calculer la hauteur limite h; en fonction de Py,
g: pO et Y' 1 y i
3.Atmosphere polytropique. L
Dans les couches basses de I’atmosphére groﬁosphére) le modele de I’atmosphére isotherme doit étre
remplacé par un modele ou la température varie/avec Ialtitude. On admet la loi empirique: T(z) =To-A z
avec A= 6,5 10° K.m". On pose H=RTo/Mg!
T,
: : Az H
a- Donner I’expression du champ de pression : P(z)=Py | 1 - o
0
T,-*»H
: . Az) *H
b- Montrer que la masse volumique p(z) s’écrit : p(z)=p(0)| 1 - 5
v 0

¢- Trouver la relation suivante : P(z) Q,J(z))wk = Cte. On exprimera k en fonction Ty, A et H
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D" Kchaou borhen Section MP2-PT2
Exercice 2 : Systéme a deux niveaux

A- On considere un systeme de N particules indépendantes a deux niveaux non dégénérés d'énergie €; et
& en @quilibre avec “un thermostat Jqui maintlent la température T. On suppose que N >> 1.
On posc gummmman®. £
1. Déterminer la probabilité P; (respectivemafit Pp) pour une particule d'étre dans le niveau d'énergie €;
(respectivement €,) en fonction de €, kg et T.
2. Définir une température caractéristique 6 d\xﬁ%téme et déterminer les expressions de Nj, N,, en
fonctionde N, g, kg et T pour T >> 6 et si T ,<< 0.
3. Etablir I’expression de I'énergie intefne U du systeme en fonctionde N, €5, €, kpet T
a- Par calcul direct : U=N;g;+ Nz &,
b- Par un calcul utilisant la fonetion dg partition Z de N particules.
¢- Tracer ’allure de I’énergie interne U en fonction T
4. En déduire ’expression de la \capagigialoriﬁque thermique a volume constant Cv en fonction de N,

€2, €, kp et T. Tracer I’allure de la courbe Cv en fonction T.

¥

A

E- Application : paramagnétisme
Nous considérons un modele simple de cristal paramagnétique : N ions identiques sur un réseau,

soumis a un champ magnétiqu B, de moment magnétique ;T; : (up > 0 aimantation d’un ion)

Les interactions entrg ions t négligeables: Systéme en équilibre avec un thermostat qui maintient la

température T. A Llequalilore tes ies
1- Déduire les e}’.pressi de Ny, Nz ions en fonction de N et x (variable sans unité). s!ﬁquJraw‘wM\" .
2- Vérifier les pertgnen es de ces deux expressions si x >0 et x - =0 Jai 6= ;“

3- Calculer 1? l’énerigﬁ moyenne < E > d’un ion ainsi que sa variance var (E)= <E?*> - <E>

. Tracer sbn@h“;

4- Déduire sa capagité calorifique a champ magnétique constant: C (x) = (%Tq)

_ B
C . (
5- Mo\ntfe{ 3 p?’ession suivante : I"écart type © (Ey,) = \/ var(E, )= TJC kg , ' /
6- On désigré par M la somme des moments magnétiques des N ions. Montrer quel’aimantation
T2, = =5
moyenne gar ion: m= —;T ”Mu =pp th(x). = Ncup> e
]

7- Tracer Iallure de m (B) pour deux isothermes Ty et T, < T, be b ol

8- Déduire la loi de Curie : m (x <<1) = 'y% ou y est une constante spécifique cgfolide considéré.

9- On admet que I’entropie, par ion, s(T): s = kB[ Inz+B<E >] ; z fonction de partition par particule
a- Vérifier que : s = kg @(x) ou ®(x)=Ln [2 ch(x)] =X th(x)

. e . . B Y
b- Justifier qu’une transformation isentropique correspond a —,é:—f cte J)
c- Etudier s(x) dans les cas limites x 30 et x 3> /}
g" i
C- Refroidissement magnétique Ty ¢Th ispy
Nous étudions maintenant le cycle suivant : Pk ool ‘ Jé

R/

% Transformation isentropique allant d
¢ Transformation isotherme éai‘ , allant de B
1- Représenter le cycle dans le diagramme (m, B) g

2- Etablir Pexpression du travail W regu par le systéme *rfeﬁ'dant le cycle W= m dB

cycle

% Transformation isotherme 4 [T allant deB=0aB < By Ta g T
5,

3- Exprimer la chaleur Q¢ > 0 regue par le systeme depiﬁi la source froide.
4- Déduire ’expression de I’efficacité du cycle en fonétion de T, et T;
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D" Kchaou borhen 7 Section MP2-PT2

5- On suppose que le solide utiliser dans la désaimantation suit la Toi de Curie Il est soumis a un champ

magnétique de B; = 20 mT et refroidi & une température T; = 350 mK avant d’etregsole therrmquement s,

Le champ magnétique abaissé jusqu’a une valeur r?&duelle de B¢=2,0 mT. / i

a- Calculer la différentielle ds de s. / ~ il
b- Déterminer ’expression de la température ;;@a la ﬁ? de cette transformation isentropique. c

D- Théorie de Langevin (nivean d iplagie ¢a4£ g o % & )

Les ions ou atomes d’une substance pa};amagnenque sont 54

assimilables a de petits aimants de moment Jjmagnetique B Placé n

———

dans un champ magnétique um't;Qrme d‘;induction Bo=Bju,, 0

I’énergiec d’un ion est, en théii? classique: €=-pn.B.

1- En admettant que les N iorigsmparé;nagnetiques obéissent a la statistique de Maxwell- Boltzmann.
Montrer que la fonction de partlg,o}n = ” exp(—PBe)sin6 dO d(p S ecnt sous la forme':

7
7(a)=4n sh(a) ou “’a’ un parametre qu’on le défini™ ¢
2- Sachant que la prgbabﬂlteL 25 SEBLZ—B—lsmG d® , pour un ion d’avoir soff’ momaﬂ) magnétique
/
n formant un 1angle ¢ g%prls entre © et@+dO aveclaxedesz, Vo { ;
Montrer qu@" I¢ mement magnétique total M= J' 1, dN peut s’écrire sousfla forme suivante
M:Npiotha-—— : /'Vég Mﬁ&{j
Z a v -

3- Etudié'r‘ﬁ’équaﬂon de M(a) ainsi trouver pour : \

a- 1 Les basses températures 4

b- Les hautes températures, montrer pour ce cas pour une induction suffiéamment faible, la substance

CB .
stitth loi de Curie : M = - L ou Cestla constante de curie. /
/
y - B, & ") Sl
¢~ Tracer I’allure de la fonction — =f(—>) ;* On donne :eothx = —+——— + 1(x*)
pN T j X3 4D
g
el
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D" Kchaou borhen Section MP2-PT2
Exercice 3 : particule dans un puits infini

r
Soit une particule de masse m piégée dans le potentiel :V(x)=0 s;flx[ <023 V(x)=owsi [x|>£/2.
La particule est équilibre avec un thermostat a la tempémt?e T./On admet que ce systéme se trouve dans
: }
nz hz

une combinaison statistique des états quantiques d’?nergie—E{ =n’E; ou E, = i
{ m
/
1- Exprimer r, = Post oy P est la probabilite d’occpipation de I”état E,

n
&

2- Calculer ry pour E;=10eVa T = 289 K{NCo:;fngntaire.
Dans la suite on prend E; = 2.5 1 eV (L échélle macroscopique )

3- Calculer les nombre n; et n; tel que \E..l f)‘n TetEn=1,02kgT avec T =289 K

4- En déduire qu’il est possible de considéfer que I’énergie varie continiment quand on étudie le systeme
a température ambianfe.

Dans la suite on se placera dgns cetﬁg}gondition a toutes températures

5- Exprimer n(E) le nombxg i\:?t{éue en fonction de I’énergie E de la particule.

6- Le nombre de niveafux d’énergie compris entre E et E + dE est donné par : dn = n (E + dE) — n (E).

4 sy . : : m ¢?
dn=w(E)dE ou ’y_v(E) C,Siﬁl densité des niveaux d’énergie. Montrer que : w(E) = e

/
7- Soit dp (E};?A ex§(4 B E) w(E) dE : la probabilité pour qu’une particule ait une énergie comprise

e

entre E et E + HE‘.Y;)()eterminer la constante A.

8 En déduire I

9- En déduire)a variation relative

eur < E > et sa variance Var(E) en fonction de T.

. Commentaire.

ondome: [y a=2E [eaf [amik

Ko= 4,38 e kg g bE: o (B - VZE%-(EB
AT, sgak  heT=26%F meN

Bo- C,c8L .- Cevs
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D" Kchaou borhen ~ Section MP2-PT2
Exercice 4 : Calcul de la loi de répartition des vitesses

On considére un gaz de particules monoatomiques, de masse m; en équilibre thermique dans une
enceinte a la température T. Ces particules suivent la statistique de Maxwell-Boltzmann. On ne
considérera que I'énergie cin€tique de translation de ces\partic«ﬁles. o

dN=N f(vy) ﬁﬁ(ﬁ) dvgdvgdvy  L( Vo) Mery

ou N est le nombre de molécules, et AN le nor{tbre d

olécules, par unité de volume, dont la vitesse v
a ses composantes comprises entre vy et vy 4; dvy; Vyf et vy+ dvy; v, et v, +dv,;
1- Quelle est la probabilité f(v) dv pour qil‘une garticu]e ait sa composante de vitesse suivant ['axe des
X compris entre v et v + dw? Reprgs\éntexk g{aphiquement f(w). Quelle est la valeur la plus probable
§

de v, soit u*? PR =

2- Définir et calculer la valeur moyennf}le T, SOIt < wx > ainsi que la vitesse quadratique moyenne de

iy

K 1
cette composante uy = [< v% >] *

-
{ 4

+0 +00 \/; ‘/, 1

On donne : ; —ax?) dx = = x? exp(—ax?) dx = ——
i L - a;“) y jE I‘ Rl L r w"jr%
, ‘ B

g} Moo ¢ i =
3- Déduire la constaxgte Y= du gaz monoatomique parfait et d’un gaz parfait dlatomlque\zxgldg

£l z o

4- Le nombre dN'v, de panﬁcules se trouvant a l'équilibre thermique dans le volunfe V et ayant le module

dela VltCSSi@St comgris entre vet v+ dv obéit a la statistique de Maxwell?Boltzmaﬂ%. V>0
CF dN,=NAexp(-BE)4nvidv g)

a- Que\]e es"ﬂ%xpresswn de F(v) dv probabilité pour qu' un;paﬁ&;ﬂe ayant fe module de sa vitesse
compr{/s entre vet v+ dv. Représenter graphiquement F(v). Calculer la,yitesse la plus probable v*.

b- Déterminer I’expression de la vitesse moyenne < v > 1’§€xpres\slgl de la vitesse quadratique
moyenne u = [< ¢?> ] -

c- On désigne par dN; le nombre de particules dont I'énergiefest gomprise entre € et € + de. Quelle

est l'expression de dN.= f (g). Représenter grapﬁiquemefet f (e). Calculer I’énergie la plus
/
o

e 2 i) S \ o g g emn o
jﬂ X exp(—ayf )dx = S ‘fo.\‘(’ggﬁiexp( ax“)dx = 832\/;
A

probable g*.

/
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D" Kchaou borhen Section MP2-PT2
EXERCICE N 5: oscillateur harmonique : Modéle d’Linstein

A - traitement quantique :
Un oscillateur harmoniquea trois dimeuslons est constitué d’une masse #i et d’un ressort de constante de
raideur k telle que sa fréquence angulaire d’oscillation classique est €gale 4 @. Lorsqu’on en fait la
description en mécanique quantique d’un tel oscillateur, il sera caractérisé par une série discrete d’états

nx,ny.nz

d’énergie Enx,ny,nz donnée par . E % {n v yf*' 2 +%) oe

Les nombres quantiques ny, #y, 1, qui dénotent ces ﬁgats peuvent prendre toutes les valeurs suivantes :
’{ 0523

Un cas par‘ucuher d’oscillateur harmgnique adrois dlmensmns peut par exemple €tre un atome vibrant
dans un solide autour de sa position d ‘équilipre. On suppose qu’un tel oscillateur harmonique est en
féq_‘ﬂ@iﬁi_?}YEEHEEéS.?QQiL@lQ‘.Qb@LQ?g dlatempérature . (. cdle)

i

1. Déterminer la fonction de partition Z; ﬁ’un seul oscillateur harmonique) de fréquence @, Déduire la
fonction de partition Z de cet oscillateur” -
2. Calculer I’énergie moyenne de I’ 0§cﬂlateur (E).

3. Onpose 8= % quiala dlmengmn d’une température : /

a) On supposebque la tempgérature T est petite au sens que Cﬁ) Que peut—on dire sur la v?{eqr fle
I’énergie moygnne dang ce cas ? Jj
b) On suppose que la température T est grande au sens que\J>> ﬂ(Quelle est alors la valeur limite de
I’énergie moyenne % Comment dépend—elle de T'? / ¢
¢) Tracer qudlitativement la fonction donnant I’énergie moyenne en fonction T . Rty
4. Déterminer la ca?paqﬁe calorifique a volume constant C,, donner les valeurs 11m1tes de €. pour ’{>> 0
et pour@ Tracer’ quahtatlvement la fonction C, (T) .

On donge Z br = 1o, pourr< I, “limcothx—>1+--- °  lim cothx - -—J
! 1)30 x—0 F . x—»c0
B tr altenﬁtt classzque e e e oo
On considére uh oscillateur harmonique clasmquéw dimensiom en €quilibre thefmodynamique a la

tempera(ure ;T On suppose que cet oscillateur est harmonique et son ‘énergie totale est:

2 2.2

p° ,mo”x +00 Jn
E=—+#—— exp(—ax“) dx = x’ exp(—ax’) dx & ———

2m 2 .’: p(-ax’) \/— .‘. p( o s Y 32
Sachant que la probabilit¢ P(x,p) dp dx de trouver la quantité deé mouyement de ’oscillateur entre
p et p + dp et son élongation entre x et x + dx est P(x,p)dx dp ﬂ;i{ eiB(—{S E) dxhdp

z
Gl

1- Déterminer la fonction de partition Z5. ' =/
2- Montrer qu’a haute température z, est une bonne approx1matl,on de la fonction de partition z; de
"oscillateur quantique o~

3- Calculer la probabilité P(x) dx de trouver I’ elongatlon del’ Qsc’fllateur entre x et x + dx

4- En déduire les valeurs moyennes < x > et <x?> atJ
5- Déterminer son énergie moyenne cinétique <E - et son ¢nergie moyenne potenticlle <Ep>
conclusion. '

&
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D’ Kchaou borhen Section MP2-P12

EXERCICE N° 5 : PARAMAGNETISME : LOI DE Cll

A- Les ions ou atomes d’une substance paramagnétic VL sont assimilables 4 de petits aimant de momen!

magnétique ;: . Placé dans un champ magnétj ‘ = B, u,, 'énergic d'un 1on

cst, en théorie classique: ¢ = -;—;. B. » ,

I- Enadmettant que les N ions paramag ; Gissent a la statistique de Maxwell-Boltzmann,
Montrer que la fonction de partition L Thex (-Be) sin0 dO do s'¢erit sous la forme

.. 5 5 e b
y**a” un paramétre qu’on le défini
£xp(—f¢) . . -
‘ p(Zﬁ )Slno dO . p(,ur un ion d avo:r O RIOLEn

/

M= Np[cotha——l— Nz est le nombre d’ions ayant une projection de leur moment sur ['axe Oz

a- Les basses l mpératyres /
Remp&ratures, montrer pour ce cas pour une induction suffisamment faible, Ia: substanc; ¢
CB . A (N
e: M= —# ou C est la constante de curie. <-a ) ‘%7
\ S

\ 3
i edelafonctlon ﬂ--f(——) ;  Ondonne: cothx-l+£-—£—+ (x )”"
kN X 3 35 J

\.\:\‘ r— ‘

xi{d‘état &'un solide
x‘:., }\
ue, cest-a-dxre la relation entre son moment magneuque total M 3 gﬁ “ ten{peralure et

it total d'un ion

toute interaction mutuelle entre les ions.

+J
1- Calculer la fonction de partition Z= Zexp(—my) émagnétiques. (On posera
=J £

y=gBus By ).
2- Quelle est la probabilité P, pour qu'un ion soit suifk
1'énergie est égale a ep.
3- La projection p, du moment magnétique d'un i5g
projection du moment magnétique total M, =

f m? N, le nombre d'ions. don:

vaut (i)m = - m g pp. Calculer la
En déduire la valeur moyenne < y, >

pour un ion.
4- a- Etudier les variations de M, en fonctig;
vers ’infini.

s cas particuliers y tend vers zéro et y tend

rature), on retrouve la loi de Curie: M = C—B‘—

/

b- Montrer que pour X tend vers zéro (haute te

Calculer la constante de Curie C.

\PS]
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