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Signaux périodiques, &

Filtrage

* Prévoir I'effet d’un filtrage linéaire sur la composition spectrale d’un
signal périodique.

* Mettre en ceuvre un dispositif expérimental illustrant I'action d’un
filtre sur un signal périodique.

* Détecter le caractere non linéaire d’un systeme par I'apparition de

\ nouvelles fréquences en sortie pour une entrée sinusoidale.

* Introduire la notion de spectre de frequence d’un signal périodique.

)




l. Signaux périodiques non sinusoidaux
I.1. Spectre d’un signal périodique

i N
Tout signal périodique de fréquence f, peut se reconstituer par la superposition de signaux
sinusoidaux de fréquences multiples de f; : 0, fs, 2 fs, ... ,n fs,... Il peut donc s’écrire sous la
forme : -

s(t) =Agp + A, cos(2anft + @)
n=1

ou les A4,, sont des constantes positives et les ¢,, des constantes.
Cette opération s’appelle le développement en série de Fourier du signal s(t).

Toute l'information concernant le signal est contenue dans 4,, les amplitudes A4, 4,, ... et les
phases initiales ¢4, ¢,, ... de ses composantes sinusoidales. Cette information est représenté
sur deux graphes en fonction de la frequence

Le spectre en amplitude représentant les A,,. Le spectre en phase représentant
(A, correspondant a la fréquence nulle) les @,,.
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La série de Fourier peut s’écrire sous la forme d’'un développement en cosinus et sinus:
(0.0)

s(t) =Ap + Z[anco s(2nnfgt) + b,sin(2rnfgt)] Avec { a"_:_A" CO_S(‘p") A, = /a% + b2
bn o An Sln((pn)

n=1

Les coefficients de Fourier a,, et b,, sont donnés par les intégrales :

to+Tg to+Tg
2 2 . _—
an = o j s(t) cos2nnf,t)dt et b, = T j s(t) sin(2enf t)dt  outy est un temps arbitraire.
s o s o
° Montrer que pour un signal pair b,,= 0 tandis que pour un signal impair a,, = 0. Y

1.2. Signification physique
l.2.a. Valeur moyenne - Valeur efficace

to+ 1y
/>

1
La valeur moyenne dans le temps du signal s(t) est définie par: (s(t)) = = j s(t) dt.
s i

vérifier que 4, est la valeur moyenne de s(t), on I'appelle composante continue.
> La valeur efficace de s(t) est définie par: s ;r = \/(s()?)
ou (s%(t)) = Tlft?”s s2(t) dt est |la valeur quadratique moyenne du signal s(t).
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|.2.b. Fondamental et harmoniques

La partie variable du signal est:

Svar(t) — S(t) - (S(t)>
= Y14, cos 2anfit + @,)

S,ar(t) @ la méme forme que s(t) mais

centré autour de 0.
La composante sinusoidale A;cos(2nft + @)

qui a la méme fréquence f, que le signal s(t)
est appelée fondamental.

La composante sinusoidale A,,cos(2rnft + ¢,,)
qui a une frequence n fois plus élevée que la

0

N
|

2fs 3fs

fréquence du signal, avec n > 2, est appelée harmonique de rang n.

(- Remarque: .
Sur un oscilloscope on visualise :
e Le signal s(t) quand l'oscilloscope est réglé en position DC.

L ° Sa partie variable s,,.(t) si 'oscilloscope est réglé en position AC. y




1.3. Exemples

/a. Soit le signal triangulaire de période T défini par:

- _

2t 1 o si L<t<o
T 2 2
KT—S—E Sl _t_?

co

4
T =~ ) 5 Cos@n(2p + D)

* Tracer le spectre du signal T(t).
b. Soit le signal carré de période T, défini par:

p
1 . —T
-5 Si ZSStSO
R(t) = ) _ T
= si 0<t<-=
L 2 2

= 2 _ t
R(t) = pz:(:)n(Zp ey sin(2m(2p + 1) T—S)

k Tracer le spectre du signal R(t).

 Montrer que son développement en série de Fourier est:

 Montrer que son développement en série de Fourier est:
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1.4. Reconstruction d’un signale a partir des harmoniques
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1.4. Reconstruction d’un signale a partir des harmoniques
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l.4. Reconstruction d’un signale a partir des harmoniques

/" Au fur et 3 mesure gue nous prenons en compte un plus grand nombre d’harmoniques de )
rang élevé, la série converge vers le signal d’origine.

fondamental Fondamental + harmoniques 3,5 et 7
2 2 2 2 2
hy(t) = ESin(ant) h-(t) = 551 n(2rft) + QSI n(6mft) + 551 n(10mft) + ﬁSl n(14mft)

Fondamental + harmonique 3 Fondamental + harmoniques 3 et 5

hs(t) = %sin(ant) + %sin(&tft) hs(t) = %sin(ant) + %sin(&tft) + Sz—nsin(101tft)

-

r . . . V4 7
Conclusion: Le fondamental et les premiers harmoniques contiennent la forme générale du
| signal. Les harmoniques de rang eleve contiennent les détails fins et les discontinuités du signal,

W,

1




Il. Action d’un filtre sur un signal périodique
Il.1. Filtres
I1.1. a. Définition d’un filtre

(r -

Un filtre est un systeme pour lequel il existe, entre le signal d’entrée e(t) et le signal de sortie
s(t), une relation (appelée équation différentielle du filtre) de la forme :

ds(t) et b d™s(t) — age(t) + a; de(t) i d"e(t)

bos(t) + by dt mo dqgm dt nodgn

ou n et m sont des entiers positifs ou nuls tels que m = n et les a,, et b,,sont des constantes.

LU'entier m est l'ordre du filtre. Dans le cadre du programme on se limiteam = 1 ou 2.

\ S

(r -

Remarque: Linéarité du filtre

L'équation différentielle étant linéaire, le filtre est alors un systeme linéaire.

Soit s4(t) (resp s,(t) ) le signal de sortie relatif au signal d’entrée e(t) (resp e,(t) ) alors
a.51(t) + a,s,(t) sera le signal de sortie relatif au signal d’entrée a e (t) + ae,(¢).

\ y




II.1. b. Fonction de transfert
On considere un signal d’entrée sinusoidal e(t) = Ecos(wt + ¢,).

En notation complexe, le signal d’entrée s’écrit: e(t) = Ee/(*t*¢<), avec e(t) = Re (E(t)),
En RSF, le signal de sortie du filtre sera: s(t) = Se/(@tt¢s) et s(t) = Re (g(t)) = Scos(wt + @).

p
La fonction de transfert d’un filtre est par définition :

N _ SO _ S i(ps—e) — : jo
H(jw) == e = |H(jw)|e

|H(jjw)| = G(w) est le gain du filtre et ¢ = arg(H(jw)) est le déphasage entre s(t) et e(?).

L'équation différentielle du filtre s’écrit alors:

ds(t) dms (t) de(t) dre(t)
1t + -+ b, g age(t) + a4 1t + -4+ a, Igm

bos(t) + by (jw)s(t) + -+ b, jw)™s(t) = ag e(t) + a,(jw)e(t) + -+ a,(jw)"e(t)
s(t).[bg + b1(jw) + -+ by,(Jw)™] = e(®).[ap + a1(jw) + -+ a,(jw)"]

bos(t) + b,

s apt+a1(jw) +-+a,(jow)"
e(t) bo+bi(jw) + -+ by (jw)™

H(jw) =



Il.1. c. Diagramme de Bode

7

C’est une représentation graphique des propriétés d’un filtre, il comporte deux courbes:

* La courbe donnant la variation du gain en décibel g,z = 20log,G(w) en fonction de log, (w).
* La courbe donnant la variation du déphasage ¢(w) en fonction de log,, (w).

On définit:

* Laou les pulsations de coupures w, telles que G(w,) = \’;E”‘ oU gap = 945~ — 3dB.

* Laou les bandes passantes telle que G(w) = f/‘fx ou gup = 975" — 3dB.

-+ Laou les bandes atténuées: intervalles complémentaires des bandes passantes.

11.2. Action d’un filtre sur un signal périodique

r E
Soit un filtre linéaire caractérisé par la fonction de transfert:

H(jw) = G(w). e/ 0l G(w) = |H(jw)| et ¢ = arg(H(jw)) = ¢, — @,
a. ldentifier le signal de sortie s(t) relatif au signal d’entrée e(t) = Ecos(wt + ¢,).
b. Déduire I'expression du signal de sortie relatif a un signal d’entrée périodique de pulsation .

\
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a) Lexpression du signal d’entrée est: e(t) = Ecos(wt + ¢,)
En notation complexe, elle s’écrit: e(t) = Ee/(@t+¢e)
En RSF, I'expression du signal de sortie s’écrit: s(t) = Se/(@t¢s)

En notation réelle, 'expression du signal de sortie s’écrit: s(t) = Scos(wt + @)

Or, d’une part ﬂ(iw) — % — %ej((Ps_‘Pe)

d’autre part Hjw) = G(w). el

On obtient par identification: % =G(w) S =E.G(w)

et (p(w) = QPs — QP = (ps=¢(w)+¢e

Ainsi I'expression du signal de sortie est: s(t) = E.G(w)cos(wt + ¢, + ¢(w))

j

.

" Conclusion: Leffet d’un filtre sur un signal sinusoidal est de multiplier son amplitude par A

G(w) et de le déphaser de ¢(w).




7
b. Le développement en série de Fourier du signal d’entrée s’écrit:

e(t) =Ey+ Z E, cos(nwt + ¢,,) = Eg + E;cos(wt + ¢41,) + -+ E,cos(mwt + @) + -+
n=1

Le signal de sortie est obtenu par superposition des signaux de sortie correspondant a la
composante continue, le fondamental et a chacun des harmoniques du signal d’entrée:

* Pour la composante continue (w = 0) E,, |la sortie sera: S, = H(0). E,.

* Pour le fondamental E;cos(wt + ¢4,), la sortie sera: G(w).E cos(wt + ¢4, + @(w)).

* Pour le nlemeharmOnique Encos(nwt + (pne), la sortie sera : G(nw) Encos(nwt + Qe + (p(nw))

Par superposition, le signale de sortie sera alors:

s(t) =H(0).Ey + Z G(nw).E, cos(mwt + ¢, + p(nw))
L n=1 v

4 : : : X : , : ™
Conclusion: pour calculer le signal de sortie correspondant a un signal d’entrée de pulsation w,

il faut connaitre la fonction de transfert (gain et phase) pour toutes les pulsations w, 2w, ..., nw

etc. Dans la pratique, on se limite souvent au fondamental et quelques harmoniques.

\




1l.3. Caractere intégrateur ou dérivateur du filtre
II.3. a. Caractere intégrateur dans une bande atténuée

(Un filtre est intégrateur dans une bande atténuée si on peut écrire a l'intérieur de cette bande?
A étant une constante réelle positive :
H(jw) =~ A/jo et ¢(w)=—-m/2
Le gain s’écrit: G(w) =A/w = gag = 20logA — 20logw
\:) La courbe d’amplitude du diagramme de Bode a une asymptote de pente —20 dB/décade.

[Remarque: Si la constante A est réelle négative, le filtre est dit intégrateur-inverseur.]

11.3. b. Caractere dérivateur dans une bande atténuée

" Un filtre est dérivateur dans une bande atténuée si on peut écrire a l'intérieur de cette bande,\
A étant une constante réelle positive :
Hjw) = jAo et ¢(w)=mr/2
Le gain s’écrit: G(w) = Aw = g4 = 20logA + 20logw

\=> La courbe d’amplitude du diagramme de Bode a une asymptote de pente 20 dB/décade. )

[Remarque: Si la constante A est réelle négative, le filtre est dit dérivateur-inverseur. ]




lll. Exemples de filtrage de signhaux périodiques non sinusoidaux
l11.1. Exemples de filtres idéaux
lll.1.a. Filtre passe-bas idéal

Un filtre passe-bas idéal a une fonction de transfert égale a 1 pour les AIﬂ(jw)|
pulsations inférieures a sa pulsation de coupure w, et nulle pour les 1
fréquences supérieures. - 5w — {1 Sl:w < w, |
— Osiw > w,
W~
4 ™

Soit un signal d’entrée périodique de pulsation w dont son spectre de fréquence est le suivant:

e(t) =Ey+ 2 E, cos(mwt + ¢,.(w)) |
L1

n=1

w 2w

Prévoir la forme du spectre de fréquence du signal de sortie dans les deux cas suivants:

*1°" cas: w, < w

¥ 2ieme cas: w, > w SOit 2w < w, < 3w
\ Y




*1°" cas: w, < w
Le fondamental et tous les harmoniques

sont dans la bande atténuée. Seule la
composante continue du signal est dans la

bande passante: |e signal de sortie est alors
égal a la moyenne du signal d’entrée
multipliée par H(0).

= Dans ce cas le filtre est un moyenneur.

wp 2w

¥ 21me cag w,. < wsoit 2w < w, < 3w

La composante continue, le fondamental et
I"lharmonique de rang 2 sont dans la bande

passante. Ces composantes sont conservées
par le filtre. Le spectre du signal de sortie
sera alors:

W 20 W,

spectre de fréquence
du signal de sortie

spectre de fréquence
du signal de sortie

W 2w




lll.1.b. Filtre passe-haut idéal

s ™
La fonction de transfert d'un filtre = |H(jw)| = {O siw < o, |H(jw)|
passe-haut idéal s’écrit sous la forme: - lsiw> w,

\ o )

\

“Soit un signal d’entrée périodique de pulsation w. Prévoir la forme du spectre de fréquence du
sighal de sortie dans les deux cas suivants:

* 1 cas: w, < w ¥ 2ime cas: w, > w soit 2w < w, < 3w

\ .




*1" cas: w, < w

A 4

Le fondamental et tous les
harmoniques sont dans la bande
passante. Seule la composante continue
du signal est dans la bande atténuée.

=le signal de sortie est alors égal a la
partie variable du signal d’entrée.

¥ 2leme cas: @, > w soit 2w < w, < 3w

Y

La composante continue, le
fondamental et I’harmonique de rang 2
sont dans la bande atténuée. Ces
composantes sont bloquées par le filtre.

Spectre du signal
de sortie

spectre de fréquence
du signal de sortie

|

A 4




l1l.2. Filtrage d’un signal créneau par un filtre passe-bas du 1¢" ordre

r

Un filtre passe-bas du premier ordre
a pour fonction de transfert :

H(jw) =

* Sl w K w,.: ﬂ(]w) — Gmax et GdB — ZOIogloamax
= Pour w « w, on a une asymptote horizontale

*Siw>» w.: Hjow)

W Ginmax

jw

H(jw) x — = comportement intégrateur du filtre

Jw

et GdB — 2010910

w. G

_¢ max = 20log10 w; Gaxr — 20l0g10 W
w

G max Gmax €St le gain maximal et

1 +jwﬂ w. est la pulsation de coupure

(o
N
GaB
G 3dB .y .
(GaB)max \l( Zone intégratrice
T N\
' >
\Oglow

—20dB/décade

= Pour w » w. 0N a une asymptote de pente —20 dB/décade

On envoie dans ce filtre le signal

créneau V,(t) =

Esi0 <t<T/,
0si T/,<t<0

E=1VetT=1ms > f=1KHz

V(n001) = Ve(t)
1.0V—vrorq - ]
osv- |} ]
0.0V:

Oms 1ms 2ms

500mV V(n001) = Ve (f)
. Spectre de fréquence
250mV—
omV A: A : A A__A A
0KHz 3KHz 6KHz 9KHz 12KHz
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A 'aide d’un logiciel de simulation (Exp: LTspice), représenter le signal de sortie correspondant
_au signal créneau pour différentes valeurs du rapport f/f..

2

y
(> 1¢" cas: f=100f, = f, < f .
- V(p002)
V(n001)= Ve
500mV. (n= e 0dB soomy_. V(ROO1=Vs(f)
i i i -16dB— : f=100fc=1 KH E
. Spectre de fréquence fc=10 Hz ¢ ‘
: s s -32dB—
1 enmenaennese - 250mV—- ]
5 g g g -48dB—
A A A A 4 4 OmV |
OmV ; ! ! ! Y OKHz  8KHz
OKHz 3KHz 6KHz 9KHz 12KHz -80dB4—rrrmr—rrmm—n
1Hz 10Hz 100Hz 1KHz 10KHz 100KHz
1 oV——V(P001)=Vs(t) V(n001)=Ve(t) Le fondamental et tous les harmoniques sont
0.8Vt +-1|+1— dans la bande atténuée. Seule la composante
0.6V ||| continue du signal est dans |a bande passante: le
A1 111111 signal de sortie est alors égal a la moyenne du
D.zv_ """""""""""""""""""" . 7 . « 7
0.0V signal d’entrée multipliée par H(0).
L 96ms 98ms 100ms = Dans ce cas le filtre est un moyenneur. y
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> 21Me cas: £ = 0,1f, = f, = 10f

= V(p002) -
400mV. : V(n001) V:E(f} 0dB 400mV :V(Pﬂﬂﬂ ‘u:fs(f]
; ; f=0.1fc ; ;
300mV—- e 16dB— 300mV—+|---------—---- R S
200mV—- --------------- fe=10KH 200mV— |- ---------------
. : CcC= Z : .
100mV—}- IA --------------- -32dB~ 100mV—- ‘ ----------- ---------------
OmV i“ e P OmV “"'l—a—-—a;
OKHz 6KHz 18KHz 1Hz 10Hz 1KHz 100KHz 10MHz O0KHz 9KHz 18KHz

» La composante continue, le fondamental et les harmoniques de rang < 17 sont conservées

par le filtre et multipliées par |[H(jnw)|. V(p001) =Vs(t) V(n001)=Ve(t)

» Le signal de sortie est quasiment égale
au créneau d’entrée.

1 1
» La présence des coins arrondis 37ms 38ms 39ms
correspond a I'absence des harmoniques de rang élevé qui ont été coupées par le filtre.

= Les harmoniques de rang élevé contiennent les discontinuités du signal.
\
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> 31Me a5 F = 10f,

G

odE V(p002)
=10fc=1KHz
~16dB~ fc=100Hz
-32dB~
-48dB-
64dB- /
1Hz 10Hz 100Hz 1KHz 10KHz 100KHz

Ve(t)=V(n001)  Vs(t)=V(p001)

1.0V

0.5V,

0.0V

NN

96ms

98ms

100ms

Le signal de sortie présente une
oscillation de forme triangulaire
qgue I'on peut interpréter par le
caractere intégrateur du filtre
dans sa bande atténuée.




l11.3. Filtrage d’un signal triangulaire par un filtre passe-haut du 1¢" ordre

r

Un filtre passe-haut du premier
ordre a pour fonction de transfert :

*Sl w K w.: Hjw) —

Jw Gmax
W,

H(jw) x jo = comportement dérivateur du filtre

et GdB — 20l0g10

Gmax

W
= Pour w < w, on a une asymptote de pente 20 dB/décade

+ 20log1p w

* S| w > wc-' ﬂ(lw) — Gmax et GdB — ZOlogloamax

G.ax €St le gain maximal et
w, est la pulsation de coupure

(GdB )max

M Gap

, 20dB /décade
= Pour w >» w, on a une asymptote horizontale
\
1oV V(n001) 0dB V(n001)
On envoie dans ce filtre le signal triangulaire P
: _ )
suivant: % sio <t<T), 0.5V- 50dB
Ve(t) =5 2¢ -75dB—
E(Z——) sil/,<t<0
\ T 0.0V | -100dB-~ .
Ous 300us 0KHz 100KHz 200KHz




" A l'aide d’un logiciel de simulation (Exp: LTspice), représenter le signal de sortie correspondant\
au signal triangulaire pour différentes valeurs du rapport f/f..

\ y
( )
» 1 cas: f > f,
0dB V{n901}=Ve{f} 0dB V(n002) 0dB V(p001)=Vsi(f)
-25dB—-{ - e 7dB- T B R R —
S0dB—-{- | c f S R oo
asae- 1 ||]l| -14dB- ||ll|
-100dB— , -21dB- :
0KHz 100KHz 200KHz ~ 1Hz 10Hz 100Hz 1KHz 10KHz 100KHz 200KHz

Le fondamental et tous les harmoniques sont
dans la bande passante. Seule la composante 0.5V,
continue du signal est dans la bande
atténuée: le signal de sortie est alors égal a la .

partie variable du signal d’entrée. '"'5;‘{0'"]5 0.3ms 0.6ms 0.9ms

 o(B(t)=V(n001) V(p001)=Vs(t)

0.0V




/> 218 cas: f KL f,

\\‘¥ OHz

0dB V(n002)
-20dB- fc
f
-40dB—
1Hz 10Hz 100Hz 1KHz 10KHz
V(n001)
-10dB-
-30dB-
-50dB-
-70dB-
-90dB-
-110d
-130dB— ,
100Hz 200Hz

V(n001) V(p001)

1.0V

0.5V

-0.1V+

Oms 240ms 480ms

V(p001)

-10dB—

-30dB—

-50dB—

-70dB—

-90dB—

-110dB—

-130dB—
OHz

T 1
100Hz 200Hz

™

» Les harmoniques de rang
bas (les plus importants)
sont atténués, ce qui
explique la faible amplitude
du signal de sortie.

» La forme rectangulaire du
signal de sortie est due au
caractere dérivateur du
filtre dans la  bande
atténuée.

» La composante continue du
signal d’entrée est bloquée,
ce qui explique la valeur
nulle de la moyenne du

signal de sorite.




IV. Génération d’harmoniques due a une non-linéarité
On a vu qu’un filtre ( systeme linéaire) n’enrichit pas le contenu spectral du signal. Que se
passe-t-il si le circuit contient un composant électronique non linéaire ?

On réalise le circuit suivant. Ce circuit contient une diode (composant non linéaire).
Modélisation d’une diode idéale

N Ny
i(7) DL < H(f)

@B} u(r) R * Ladiode est passantesii(t) >0,u(t) =0 —o—e—
e\, v(t ’x | >‘
|/ " u i(1)  Ladiode est bloquéessii(t) =0, u(t) <0 /

A I'entrée on a un signal sinusoidal: A la sortie, on obtient:

- Ve(f)= = Vs(f)=
1 OV V(n001)=Ve(t) .. \Ve(()=V(n001) soomv S (=V(p001) 200my—={1= V(p001)
0.0V 385mV— 290mV 100mV-
-1.0V+ I OmV. , -20mV: OmV.
Oms 20ms 40ms 0.0KHz 0.5KHz 1.0KHz Oms 20ms 40ms 0.0KHz 0.4KHz 0.8KHz

Conclusion: La présence de fréequences, absentes du spectre du signal d’entrée, dans le
spectre du signal de sortie fourni par un montage permet de détecter une non-linéarité.




