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Chapitre XVII IPEIT=

EVOLUTION D’UNE PARTICULE
QUANTIQUE

I. Equation de Schrodinger

On considére le mouvement d’une particule quantique de masse m , dans un 8
référentiel R. Linteraction de la particule avec les autres systemes physiques est
représentée par une énergie potentielle, notée V(M, t). L'équation décrivant I’évolution
dans l'espace et dans le temps de la fonction d’onde de la particule quantique a été
proposée par E. Schrédinger. Elle s’écrit comme suit:

2

9 h
ih="W(M, 1) = —o— AW (M, 1) + V(M, ¥ (M, 1)

Dans le cas d’'un probléme unidimensionnel le long de 0x, cette équation devient :

2 2

e 2 @
lhaqj(x, t) = —ﬁﬁll'(x, t)+V(x,t)¥(x,t)

Remarque:

» L’équation de Schrodinger est linéaire, on peut superposer des solutions pour construire
d’autres solutions.
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» L'équation de Schrodinger est du premier ordre par rapport a la variable temporelle.
Ainsi, si la fonction d’onde est complétement connue a un instant initial , elle le sera a
tout instant ultérieur.

» Léquation de Schrédinger joue en mécanique ondulatoire le méme réle que la RFD en
mécanique classique.

1.2. Uéquation de Schrédinger des états stationnaires ou indépendante du temps

On appelle état stationnaire un état du systéme caractérisé par une fonction d’'onde qui
s’écrit sous la forme : ’ W(x t) = D(x)f(t) ‘

ol @(x) et f(t)sont a priori deux fonctions a valeurs complexes.

Si un systéme quantique se trouve dans un état stationnaire, il y reste sans changer de
caractéristiques.

Déduire que la densité de probabilité de présence associée a un état stationnaire est
indépendante du temps.

La fonction d’onde d’un état stationnaire s’écrit sous la forme: w(x,t) = @(x)f(t)

La densité de probabilité s’écrit: ¥ (x, 1) | = P (x, P (x,1)" = @)@ (x)" f(Of ()" = [f (D) [?|@(x)|*
La fonction d’onde doit étre normalisée sur D: domaine d’existence de la particule

[ waorar=1=1©F [ l0@Pd=17t> |02 =cte
D D

On peut choisir [f(t) |> = 1 et rentrer la constante dans ®(x), on obtient f |®(x)|?dx =1
D

= La densité de probabilité de présence associée a un état stationnaire est indépendante du
temps [¥(x,t) | = |@(x)|?

On suppose que le potentiel n'est fonction que de I'espace . Déterminer I'équation vérifiée
par @(x) appelée équation de Schrédinger des états stationnaires.

Dans le cas d’un probléme unidimensionnel le long de 0x, I'équation de Schrédinger s’écrit :

2 2
iﬁ%q’(% t) = —Fnﬁq’(x, )+ VOV, t) P(x,t) = D(x)f(t)
d z 92
= iho @Of (1) = —5 =7 PO () + V) P)F ()
2 g2
= ih®(x) dz(tt) =—f(t) Zh—md ;;gx) +f(OV(x)@(x) Soit en divisant par ¥ (x, t) = ®(x)f(t)
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" 2 2
{zh df(t)]zf 1 - h d_()+v(x)d>(x)ﬂ=

f@© dt ] |@x" 2m dx?
P4 N
Ne dépend que du temps Ne dépend que de x

Pour qu’il y ait égalité quelque soient x et ¢, il faut que les deux membres soient constants.
cette constante s’identifie a I'énergie E de la particule quantique. On obtient alors:

in df(t) Y@ _ _E TE o ] B
fo ar ~F 2y - gt [2f@=e W = ettt [Puisque f(n[* =1

Ouw= 7 est la pulsation de l'onde associée a la particule quantique d’énergie E = iw = hv

E
La fonction d’onde s’écrit alors: | ¥(x,t) = e” 7 @(x) = e” (! P(x)
1 h? d?*®(x)
d(x)| 2m dx?

+V(x)®(x)| =E donne

Le deuxieme membre

h? d?@(x)
" 2m  dx?

+V(x)®(x) = E®(x) | équation de Schrédinger des états stationnaires

7 7
On définit 'opérateur Hamiltonien: | H = - —+ V() ’ = HP(x) = EP(x) ‘ Equation aux
 2m dx valeurs propres

@(x) sont les fonctions d’ondes propres de 'opérateur H associées aux valeurs propres E

L'équation de Schrodinger s’écrit alors: ih%q’(x, t) = HV(x, t)

Il. Evolution d’une particule quantique libre
II.1. Définition d’une particule quantique libre
On appelle particule quantique libre, une particule évoluant sans interaction V(x) = 0 :

Dans le référentiel R, la quantité de mouvement de la particule quantique est notée P et son
P?  n2k?

énergie mécanique se confond avec son énergie cinétique: E = E, =— =

. S . . 2m 2m
I1.2. Fonction d’onde associée a une particule libre
On consideére une particule quantique libre. Déterminer la forme de la fonction propre @(x).

2 2
L'équation de Schrddinger des états stationnaires _z_dd (2 *) +V(x)®(x) = Ed(x) Orv(x) =0
m
h? d?®(x) d?2®d(x) 2mE 2mE d?d(x)
- A = 2 _ Z =
Tm 2 Ed(x) = 2 + % d(x)=0 Ork2= 2 = 12 + k‘®d(x) =0

= @ (x) = Ae'k* + Be~ikx




08/04/2018

Interpréter la forme générale de la fonction d’onde ¥ (x, t) associée a la particule libre.

= Y(x,t) =e W d(x) = Aelkx—o) 4 ge~ilkx+ol) | 3 forme générale de la fonction d’onde qui
décrie I'évolution dans le temps d’un état stationnaire d’'une particule libre est celle d’une
OPPM. La densité de probabilité s’écrit: |¥ (x, 1) |> = Y (x, )P (x, 1) = |@(x)|*

|1p(x’ t) |2 — (Aei(kx—wt) + Be~ i(kx+wt))(Ae—i(kx—wt) + Bei(kx+wt)) = A2 + ABei?kx 1 BAe i2kx + B2

|¥(x,t) |* = A* +B* + 2ABcos(2kx) ne dépend pas du temps, il s'agit bien d’un état stationnaire.

+00

. , , .
Notons quef W) [? de =1 une fc’mctlon d’onde d!e t.yrfe OPI?M n’est pas normalisable,
—oo elle n’a donc aucune réalité physique.
En s’appuyant sur I'inégalité d’Heisenberg spatiale, montrer qu’une telle fonction d’onde
correspond & une particule non localisé. P = hk

. . Ip, _ _i et
la fonction d’onde ¥ (x,t) = Aeikx— ) 4 Be-ilkx+wt) — gerP¥~ED 4 po~ p(PX+ED E = ho

¥ (x,t) correspond a une particule libre d’impulsion P = v/2mE exactement définie = AP =0
Or I'inégalité d’Heisenberg spatiale s’écrit: AP.Ax > h/z SiAP=0 AlorsAx =

Donc, la particule quantique correspondante est non localisé, ce qui est absurde.

I1.3. Représentation d’une particule quantique libre par un paquet d’ondes
Une particule quantique libre est décrite par un paquet d’onde : superposition d’états
stationnaires (c’est-a-dire d’'ondes planes progressives) d’énergies différentes :

P(x,0) = [1) AU 9Odk = 17 A(p)e'®*E/hdp; p = nk.

Montrer que la localisation de la particule peut s’obtenir par superposition d’ondes planes.
En créant un paquet d’onde, on obtient plusieurs impulsions = AP =0 Or AP.Ax > h/z

Donc Ax + « ce qui prouve la localisation de la particule
Déterminer la relation de dispersion ; en déduire la vitesse de phase et la vitesse du groupe

e h2k?2 . i . hk?
L'énergie: E = ho = La relation de dispersion: ® =——.
2m 2m
. w hk P v . _dw_hk P _ .
La vitesse de phase v, = T m=2m_2 La vitesse du groupe v, == =

Le paquet d’onde se déplace a la vitesse de la particule

I1.4. Vecteur densité de courant de probabilité
Le vecteur densité de courant de probabilité est défini comme le produit de la densité de

probabilité de présence de la particule et la vitesse du groupe du paquet d’onde représentant

| rticul it alors: . k
a particule, soit alors ](x,t)zl‘P(x,t)lZ@
m
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lll. Evolution d’une particule quantique dans un potentiel continu par morceau
On s'intéresse a un flux de particules d’énergie E évoluant dans un potentiel V (x) = V.
Déterminer la forme des fonctions d'ondes des états stationnaires ¥ (x, t) = ®@(x)exp(—i Et/h).

La fonction d’onde propre @(x) obéit a I'équation de Schrédinger des états stationnaires
h2 d?@(x) h? d?d(x) d?d(x) . 2m(E — V) ®

“om  de2 +Vo®@(x) = Ed(x) = om da? +(E—-Vy@(x) =0|=> 2 2 x)=0
Deux cas se présentent: £ >V, Oubien E <V,
1°"cas E>V, Soit k2 :w ;kEIR_ 2ime cas E <V, Soit q° =W;qeﬂ%
L'équation de Schrédinger di;l;gx) + k*®(x) = 0| | Uéquation de Schrodinger dZ‘;I;(Zx) - q*®(x) =0
’ = ®(x) = Aek* + Be~ ikx ‘ ’ = @(x) = Ae? + Be™ ¥* ‘
P(x t) = (Ae™ + Be_ikx)e_i%tiE = he W (x,t) = (Ae®™ + Be~")e~ 't E = hao

’ Y(x, t) = Aeitkx—0t) | Be~ilkx+wt) ‘

= Si E <V,, la forme des fonctions d'onde
= Si E>V,, la forme des fonctions d'onde ||| | des états stationnaires est celle des ondes
des états stationnaires est celle des OPPM évanescentes

I1l.1. Evolution dans une marche de potentiel

Le modéle de la marche de potentiel correspond au profil d’énergie ., , V(x)

potentielle représenté sur la figure (a). Dans le cas ou la longueur % NUT—
d’onde de de Broglie des particules est trés supérieure a la distance d < Aps
caractéristique de variation du potentiel, on peut considérer un / (b)

profil idéalisé d’énergie potentielle représenté sur la figure (b). 0 0

0 six<0

Le potentiel V(x) correspondant est : V(x) = {V cix>0
0 =

Ce modeéle permet d’étudier des situations d’intérét pratiqgue dont nous donnons ici

quelques exemples :

> Potentiel d’extraction d’un électron hors d’un conducteur : I’électron est quasi-libre de se
déplacer dans le métal, et voit une "frontiére" potentiel importante pour sortir du
conducteur.

» Surface de contact entre deux matériaux portés a des potentiels électriques différents.



On considére des particules incidentes, d’énergie E, venant de
Xx — —oo sur cette marche de potentiel. Déterminer les fonctions
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d'onde des états stationnaires ¥ (x,t) = @ (x)exp(—i Et/h); E = hw

4 4
zonel zone2
VO ——
>
0 x

La mécanique classique prévoit que les particules traversent la
marche sans aucune chance de réflexion si et seulement si E > v,,.

Dans le cas contraire (E < V,), la particule n’a aucune chance de franchir la barriére. L'analyse
quantique doit passer par la résolution de I'équation de Schrédinger.La fonction d’onde propre

h? d?d(x)

+V(x)P(x) = E®(x)

@ (x) obéit a I'équation de Schrodinger des états stationnaires — A
h? d*@(x) 2o(x) 2m(E — V(x))
d’®,(x) 2mE . 2mg _ d*®(x) _
Zonel:V(x) =0 I -2 ®,(x) =0 soit ki = -z PR kKidb(x) =0

= @, (x) = Ae'*1* + Be~ ik1x|=> Y, (x,t) = e” 9t @ (x)= Aelrx — 08 4 Be-ilkix+ot) = Wy, (x, t) + P4, (%, t)|

Dans la zone 1, la fonction d’'onde est la superposition de deux OPPM, une onde incidente qui
s’écrit sous la forme ¥,;(x, t) = Ae!(x1*~ 90 et une autre réfléchie qui s’écrit ¥,,(x,t) = Be™ i(kax+ 0D

Zone 2:V(x) =V, L'équation de Schrodinger d*®,(x)  2m(E —V,) ®,(x) = 0
Deux cas se présentent: E >V, Oubien E <Vj de” A
1 cas: E >V, | Soit 2 — Zm(ilz— Vo) .ker LéqdeSchrodinger % + K2, (x) = 0
= W,(x,t) = e 1t b, (x) = Cellkex =01 4 pe=ilkex + )

= @, (x) = Cetk2* 4 pe~ k¥

Or D = 0 car il n-y-a pas des particules venant de x —» +o ’ = W,(x,t) = Yy (x, t) = Cellkax —wb) ‘

Pour déterminer les constantes 4, B et C, on doit exploiter la continuité de la fonction

d’onde, et de sa dérivée premiére si la discontinuité de I’énergie potentielle est finie.
@

D(x=0) =P(x=0)

> continuité de @(x) en x = 0:
., dP do do
> continuité de —en x = 0: -1 =—2 o ikiA—ikB=ik,C | >A—B = ﬁ (2)
dx dx =0 dx s kq
kZ Zkl ( 1 > kl — kz
1)+(2)=> 24=(1+-—)C = 1)=>=B=C—-—A= —1)|A =
(1)+(2) A+3C == 7 (1) — kit k; =B = Tk,
. 1 - 2 _
. _ (k1x — wt) = i(k1x+ wt)
W,.(x t) = Aeitkaix—o ‘ Y.t Ky + Ky Ae
. ki—ky, . 2k,
— i(k1x — wt) 1 2 - i(kyx+ wt) S (x.t) =W, .(x.t) = Aeilizx — ot)
= 'pl(xl t) A{e + kl + kz e } 2( ’ ) Zt( ) ) k1 + k2
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. . , . - d’o 2m(E -V
@, (x) = Aeik1* 4 Be~ ik1x L'équation de Schrodinger d;Z(x) m( 2 o) D,(x) =0
- 2m(V, — E) 1z - d*d,(x)
2i¢me cas: E <V, | Soit g2 = - JqER L'éq de Schrédinger 0z 4 D,(x) =0

= @,(x) = ae” ¥ + Bel*

Or B = 0 car @,(x) doit converger lorsque x - +o

=>W,(x,t) = e 9t @, (x) = ae” e~ 9t 4 Bel¥e i0t

(=¥ = ¥z =

ae” *e~ iot ‘

» continuité de @(x) en x = 0: ®,(x =0) = D,(x =0) >A+B=a|(1)
.o, dP do do i
» continuité de x enx=0: d—xl = d—xz = ikiA—ik4B=—qa | > A—B = k—Za (2)
x= x=0
iq 2ky ( 2k, ) ky — iq
1)+(@2)=> 24=(1+-Da|>a= . 1)>B=a—-A= -1)A =1
e 4+ kotigh | Y . kit ig P Tiq”
K = 1 q
) — 1—1lq _
‘ Prulx t) = Aelllax=on ‘ Yir(xt) = ki + iqu e
. ky—iq _. 2k, .
=/ t)=A i(kix—wt) 4 1 "1 _i(k1x+ wt) =S W, (xt) =W, (x,t) = — Ae 9%e~ iwt
1(x,t) {e + K+ iqe 2(x,t) 2:(x, t) ki + iq

Les résultats du 21°™€ cas peuvent étre déduits de ceux du 1T cas en remplagant k, par iq

Associer un courant de probabilité aux flux incident, réfléchi et transmis et déterminer les
probabilités de réflexion R et de transmission T des flux. Commenter.

2mE 2
= hz 2

T

1°" cas: E >V,

ki

W,.(x,t) = Aeikix -0 Le courant de probabilité

) ik,
J1i(x, t) = |Wq(x, t)|27= || -

hkq

— » —
kl - kz g - 2 hkl k1 - kz 2 flkl
= — i(k1x+ wt) = x,t =—|¥ ,t —— = — _—
Y.(xt) KL+ K, Ae 1 Jir (%0 |¥ 1%, 0] m ki + kg |A|
— 2 —
2k1 i = flkz 2k1 hkz
— (kzx—u)t) ,t — (I] ,t 2 = 2
Vi (x, t) K + iy Ae = J2e (1, 8) = |2 (x, D] o {k1 . |Al m
2
1, Ol {kl - kz}z {1 — ka/k, }
La probabilité de réflexion est définie par =———72—| =>R= ={—
P P [171:(x, Ol ki, +k, 1+ky/k,
1-/1-V,/E ?
kz/kl:d(E—Vo)/E:,/l—VO/E zR:{—O }
Iy 8p P 1+/1-V,/E
La probabilité de transmission est définie par o/
> 2 4‘\/ 1- Vo/E
_ 2 0 S T=k { 2k }l S 4kik;  4Aky/k >T= -
72 Cx O * ks + Kz g Uy + k2l (1 4 ey /i) {1+V1-V,/E}
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2
" _J1- 4/1-V,/E
Les expressions de R et T appellent les > R= [1 L VO/E} =>T= o/ -
commentaires suivants: 1+J1-Vo/E {1+V1-vy/E}

» La probabilité de réflexion n’est jamais nulle, il est possible qu’une particule soit
réfléchie. C’est un effet purement quantique et n’a pas d’équivalent classique.

» R + T = 1 traduit la conservation de la probabilité. La particule est soit réfléchie soit
transmise

» Dans lalimite Vo < E,R — 0 etT — 1,linfluence de la marche est gommé

2ieme cas: E <V,

Le courant de| _ , hkq , hkq
¥ii(x t) = Ae'F1r =00 grobabilité Jue8) = ¥ 01" 207 = 1417207
ky—iq ko hky hky k, —iq
Yt = ki + iqu a9 o J @) = —|'1’1r(x,t)|27 = —|A|27 Car T 1|

2k . ¥,.(x,t) nest pas une OPPM, on ne peut pas définir un
Yy (x, t) = Ae~ T%e~ 0t are
ky +iq courant de probabilité

_ Gl . . PP
= u@ol = La particule est forcément réfléchie
i )

La probabilité de réflexion est

Représenter la densité de probabilité de présence dans chaque zone. Commenter.

1¢" cas: E >V, |Dans la zone 1, la fonction d’onde: w_ (x 1) = A{ei(klx—wt) + b =1

e i(k1x+ wt)
ki + k,

La densité de probabilité s’écrit: |¥;(x, t)|? = ¥, (x, ). P (x,t) .
P(x, 0> =4 {ei(klx —wt) 4 ky—ky e~ tkixt wt)} Alemilax-wt 4 71 2 pilkax+ “’t)}

k1+k2 2k1+k2
— A2 1+k1_k2 ei2k1x+k1_k2 e i2kix 4 ki — k
kqi + k, ki + k, kq + ky

2
ky —k ky —k
:>|'I’1(x,t)|2=A2{1+ L 2] E—

2k
e I ettt 1x)}

2k .
Dans la zone 2, la fonction d’onde: ¥,(x,t) = L_ geilkex-wb)

kl A kz 2k 2
La densité de probabilité s’écrit: |¥,(x, )| = ¥, (x, t). W5 (x, t) = ¥, (x, t)|2= A2 [ﬁ]
9 (x 012 —
les oscillations de la densité de probabilité
de présence résultent de linterférence
entre l'onde incidente et 'onde réfléchie.
0 > x
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2'°M€ cas: E < VO ki —iq e~ ilkix+ wt)}

Dans la zonel, la fonction d’onde: ¥, (x,t) = 4 {ei("lx‘ wt) 4

k1 + i,q
or 1=t _Wa "l o -6 Ouo=—arg(ild) | = Win0) = Afeltarm 0 4 o laxr orio))
ki+iq |kq+iq ki +iq = Ae~ wtfeikix 4 = illux+0))

La densité de probabilité s’écrit: |V, (x, 1)|? =Ae™ (wH{elk1* 4 g~ ikix+0)} peiwt{e=ikix 4 gilkixt6)}
> |W1(x, 0)|2= A%{1 + eiHaxt0) | o= iChixt0) 4 1} | o |W, (x,0)|*= 24%(1 + cos(2kyx + 0)} |

2k . ité 4K
1 e Gxp-iot La densité de W, (x, £)]% = 1 420-24x

ky +iq probabilité s’écrit: ki + q
1% (x, 1)

Dans la zone 2:| ¥, (x,t) =

» Dans la zone2 (interdite au sens de la mécanique classique),
la densité de probabilité de présence est non nulle. Elle
s’étend dans la zone2 sur une distance de I'ordre de:

1 / — h
§=— Orqzizm(v" E) >0=———
2q h J8m(Vy —E)
> & 7 lorsque E se rapproche de v
> & 7sim\, les effets quantiques sont plus prononcés pour
les particules de faible masse

I11.2. Barriére de potentiel et effet tunnel
LU'étude de la marche de potentiel a mis en évidence la pénétration de la fonction d’onde,
sous forme d’onde évanescente, dans des régions inaccessibles au sens de la mécanique
classique. Que se passe-t-il pour la particule incidente si on limite I'épaisseur de la marche
de potentiel ? v, f V0
Le modele de la barriére de potentiel correspond au profil d’énergie @ @) @
potentielle représenté sur la figure suivante.

Le potentiel V(x) 0si x<—a/2oux>a/2

correspondant est : Vi) = {Vo si —a/2<x<a/2 o I
On considére un flux de particules incidentes, d’énergieE, venant de x 2—) —00 szur cette
barriére de potentiel. Déterminer la forme des fonctions d'onde des états stationnaires

Y(x,t) = @(x)exp(—i Et/h) dans chaque région pour une énergie E < V.

E

La fonction d’onde propre @(x) obéit a I'équation de Schrodinger des états stationnaires

h? d*d(x) d’d(x) 2m(E —V(x))
“om  dx? + V(x)®(x) = E®(x) = 2 + %)

d(x)=0
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“V(x)
L d’®;(x) 2mE 2mE Vo
Région I: V(x) = 0 Tﬁz* 7 ®(x) =0 Soitk? = hmz ‘kER =
a2, (x) . . @ @ @
—z o, (x) =0 = d;(x) =Ae** + Be ik E
‘ =W (x,t) = e @t dy(x) = A;elkx— 0D 4 e ikx+ o) = @ .(x,t) + ¥,,.(x, 1) ‘ ~ > >
T2 2
s . d’o 2m(E -V . 2m{Vy—E
Région ll: V(x) =V, = 1 (x) + m( 0) @,;(x) =0 Soit q* = %;q ER

dx? h?

d2¢”(X) 2 x —gx x —qx\ p— it
= gz 1 Dp(x) =0 = &py(x) = Aye? + Bye™ 4 ‘ =¥y (xt) = (Aye? + Bye” Me ‘
s . . dz(DI”(x) 2mE 2mE d2¢ X
Reglon 1]K V(x) =0=> + 2 ¢111(x) =0 or k2 = ;k ER = % + kz‘pul(x) =0

dx? h 72

= (D”I(x) = A'”eikx + B e” ikx = (P"I(x’ t) — AI"ei(kx—cot) + By e” i(kx + wt)

By = 0 car il n-y-a pas des particules venant de x - +oo | = ¥,;,(x,t) = A, e'k*~ @D

Remarque:
Pour un intervalle symétrique autour de x = 0, il est préférable d’écrire la solution sous la
forme d’une combinaison linéaire d’une fonction paire et d’une fonction impaire.

Ecrire les conditions de continuité de la fonction @ (x) et de sa dérivée d®(x)/dx.

Le potentiel V(x) présente des discontinuités d’amplitude finie en x = —a/2 et en x = a/2.
Nous devons donc imposer non seulement la continuité de la fonction d’onde propre, mais
aussi la continuité de sa dérivée premiéreenx = —a/2etenx = a/2.
= d),(x) = A,eikx + B,e_ ikx = ¢”(x) = A”eqx + B"e_ ax = (D”,(x) = Alueikx
> continuité de ®(x) en x = — g: » continuité de @(x) en x = g:
¢(x——g)—¢ (x——g) D (x—g)—tb (x—g)
1 - 2 - 11 - 2 11 - 2 - I - 2
_ijka jka _aq aq aq _aq ka
=>Ae "2 +Bje2 =A;e 2 +Bjez2 => A e2 +Bpye 2 = A e 2
; do L do
> continuité de — en x = — > continuité de — en x = —:
X 2 dx 2
dx _ a_ dx a dx _a_ dx _a
=72 *=3z =3
_ jka ika _aq aq aq _aq ika
= ik(Aje "2 —Be2)=q(Ae 2 —Bjez) = q(Ae?2 —Bpye 2) =ikAje2

On obtient quatre équations pour cinq inconnues. On peut exprimer quatre des inconnues
en fonction de la cinquiéme, quelles que soient les valeurs de k et de q.
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. . . 1 . 1/ Zm(Vo - E)
On donne l'expression du coefficient de T= 5 ou q=——"—"—
.. 1+ __ Vo sh?(qa)
transmission : 4E(Vy —E) q

Citer les étapes qu’on doit suivre pour aboutir a cette expression.
Pour aboutir a I'expression du coefficient de transmission, on doit passer par le courant de
probabilité associé aux flux incident, réfléchi et transmis

. R ~ hk_
Y(x,t) = Ajeltr—ob =7 (x0) =[Pk t)|2;ux = |A1|Zzux
. - L hk_, LNk _,
‘I’,r(x, t) = Ble_ i(kx + wt) =Jr (x! t) = _lqllr(x' t)l Eux = _lBll ;ux
. ) ok L hk_
Y, (xt) = Ay el — ot =>Je (6 8) = ¥ )l i = |4 P
S > 2
e Ol 1A Ijr-(x, Ol _ |Byl
S .. flexion: T = 1! _ = _
Les probabilités de transmission et de réflexion T Ol 4,2 i ol 142
Du systeme des quatre équations (continuité de la fonction d’onde propre et de sa dérivée

s . A B
premiére), on peut extraire les rapports % et A—’.
1 1

Connaissant T, on peut déduire R par conservation de la probabilité: =R=1-T

1
Commenter l'expression du coefficient de transmission T = 2

. .. . . 14— 0
La probabilité de transmission n’est jamais nulle. 4E(Vo — E)

une particule quantique a donc toujours la possibilité de traverser la barriére de potentiel
méme pour une énergie E < V,. Cet effet, inexplicable par les lois de la mécanique classique,
est purement quantique. Il porte le nom d’effet tunnel.

sh?(qa)

Le microscope a effet tunnel Deésintégration alpha du Polonium-212
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Décrire qualitativement l'influence de la hauteur et de la largeur 1
de la barriére de potentiel sur le coefficient de transmission. T = V2
Discuter le cas d’une barriére épaisse qa > 1 et haute vV, > E. 1+ 4E(Vy — E) sh®(qa)
» SiV, 7alors T\, de méme sia ~alors T \ VO“V(")
, .. el® @ 11| @
Dans le cas d’une barriére épaisse ga > 1, on a sh(qga) ~ - E
1 1 _
T~ 5 ~ 5 =T~ We— 2qa >
1+ 4 e2qa Vs e24a V2 _a a e
16E(Vy — E) 16E(Vy — E) 2 2
. N 16E
Si de plus la barriére est haute v, > E, alors | = T = V€ =
0
V(x)

On pourra donc utiliser ces résultats pour traiter
de facon approximative une barriére de forme
quelconque en la considérant comme une
succession de barriéres rectangulaires

IV. Puits de potentiel infiniment profond
Si une particule quantique est astreinte a se déplacer dans un espace unidimensionnel

limité, on dit qu’elle est confinée dans un puits de potentiel. Les régions de I’espa(c)e ou le
V(x
potentiel est infini sont interdites a la particule quantique.

o si x<Ooux>a
0 si 0<x<a

On considere une particule confinée dans ce puits. Montrer que la fonction

La particule est alors soumise au potentiel suivant V(x) = {

d'onde propre qui vérifie les conditions aux limites est sinusoidale.
La fonction d’'onde propre @ (x) obéit a ’équation de Schrédinger des états stationnaires

h? d?o(x) h? d*d(x) d’®(x) 2mE
_ - rvix) =0= —— - ¢ o)  cmk _
m ez T V(x)®(x) = E®(x) Or V(x) = o Ed(x)| = oz Tz d(x)=0
. 2m|E d?d(x
> SIE<O Soit qzz%;qeﬂ% > dxg)_q2¢(x):0 = ®(x) = Ae¥* + Be™ 1*

Conditions aux limites: @®x=0)=A4+B =0

D(x =a) =Ael* + Be 1% = A(e?* —e” 1%) = 2Ash(qa) =0 2A4=0=B

= L'énergie de la particule confinée dans le puits ne peut pas étre négative.
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d’d(x
> SiE=0 dxg)zo = ®(x) =Ax+B
Conditions aux limites: @®(x=0)=B =0 et ¢(x=a)=4a=0
= L'énergie de la particule confinée dans le puits ne peut pas étre nulle.

. 2mE d?d(x)
. 2 _
> SiE>0 Soit k%= = I

Condition au limiteenx=0: @®x=0)=B =0 \ =>B=0 \ \ = & (x) = Asin(kx) \

+ kK2d(x) =0 = ®(x) = Asin(kx) + Bcos(kx)

Montrer que les énergies des états stationnaires sont quantifiées
Condition au limiteen x = a: @®(x=a) = Asin(ka) =0 = sin(ka) =0 = k, a =nm; n € N*

nm 2mE, n?m? h2m?
e — * 2 _ n _ — 2. *
>k, a'nEN Or K% = T T 2 =>En—zmazn,neN
= Du fait du confinement de la particule, son énergie est quantifiée. H22
= E1

Le niveau le plus bas (n = 1) s’appel niveau fondamental d’énergie: = 2ma?
L'existence d’un état d’énergie minimale est justifié par I'inégalité d’Heisenberg AxAp = 2

pour un puits de largeur a, Ax =~ a d’ou Ap > 7a donc Ap i = T ,
Apznin — h

LU'énergie minimale (purement cinétique) s’écrit alors:  E.,in = m 8ma?

Déterminer les fonctions d'onde des états stationnaires ¥, (x, t).
N . , . h2m? o s
A chaque valeur du nombre quantique n correspond une énergie E,, = py— n? associée a la
En
. ’ , —jong nm nm _iEn
fonctiond’onde ¥, (x,0) = A,sin(k,x)e” 1", | = o S¥ax= Aysin(—x)e it

La constante 4, est déterminée par la condition de normalisation de la fonction d’onde

a 5 ¢ ., NI A%

f W, (x,t)|*dx =1 :'f Aisin“(—x)dx=1 = —a=1

0 0 a 2 2  nm _ _;En
>¥, (xt) = Esm(;x)e h

2 A% (@ a 2nm
>A4,= |- =>— f dx—f 2cos(—x)dx; =1
a 2 Uo 0 a

Représenter la densité de probabilité des trois premiers niveaux.

2 nm
La densité de probabilité | |¥,,(x,0)|* = —sin®(—-x)

2 T
L4 2 = _sin®(—
%1 ()1 = —sin®(_x)

9nZz2 En yl®
Es =5 ez By f———  |wsf
, 2 ., 2W
4h2 2 W, (x)|% = —sin*(—x)
E, = [y a a
2ma? Ep
2.2 | 2 . _3m
E, _ hin” L — |¥3(x)|? = —sin®(—x)
2ma? x a a
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Déterminer les fonctions d'onde des états stationnaires ¥, (x, t).

A o s . 211.'2
A chaque valeur du nombre quantique n correspond une énergie E,, = 5

n? associée a la

2
. :En ma E
fonction d'onde w,,(x,0) = Ausin(knx)e™ 1) k=22 5w, (x,0) = Aysin o x)e” T

La constante 4, est déterminée par la condition de normalisation de la fonction d’onde
2

@ 4 ., nm A% (@ a 2nm
f ¥, (x,t)[?dx=1 = f A% sin?(—x)dx =1 :—"{f dx—f 2cos(—x) dx} =1 o ﬂa -1
0 0 a 2 (Jo 0 a 2

2 2  nm _En
>A,= |- >%, xt) = Esm(;x)e h

Représenter la densité de probabilité des trois premiers niveaux.

2 nim
La densité de probabilité | |¥,,(x,)|* = —sin®(—-x)

5 2 3
£l 9n2m? E, | |®P3(x)|? = —sin?(—x)
3 2ma? Ey —-——— [y 2 a a
2.2 2 21
g, = AT ) 1¥2(0)|? = —sin®(—x)
27 2ma? E, v2 a a
2.2 2 2 .7
P . E v 1¥1(2)|? = = sin?(—x)
17 2ma? - p a a

V. Etats non stationnaires d’une particule
Considérons I’état du systeme construit comme la superposition des deux états stationnaires
d’énergies différentes. Montrer que cet état particulier et non stationnaire. En déduire la
période d’évolution de la densité de probabilité de présence.
La fonction d’onde relative a I’état construit par la superposition des deux états stationnaires
LE .E
d’énergies différentes s’écrit sous la forme: ¥(x,t) = &, (x)e” iRt by (x)e” it
ey 7 epea 2 . E . E . E .E
La densité de probabilité |¥(x,1)|? = {q,l(x)e— Ht @, (x)e Tt } . {¢1(x)e— Tty @y (x)e szt}

; (E2—E1) _;(E2—Eq)
= |lIl(x' t)lz :l(bl(x)lz + d)l(x)d)z(x)el h t + d’z(x)d>1(x)e t h t + |(D2(x)|2

Eq

= [P, )= @1 (0] + @2 ()7 + 2¢1<x)q>2<x)ws(E2% t)

La superposition de deux états stationnaires d’énergie E; et E;, > E; conduit a un état non
stationnaire dont la probabilité de présence oscille entre les deux états stationnaires a la

fréquence v vérifiant larelation: hv = E, — E;
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