Chapitre VII

ONDE ELECTROMAGNETIQUE DANS UN l
CONDUCTEUR METALLIQUE, REFLEXION
4 —

» Propagation d’'une onde électromagnétique dans un milieu
ohmique en régime lentement variable.

//@//E/éec?r%am; > Réflexion sous incidence normale d’'une OPPM polarisée
rectilignement sur un plan conducteur parfait.
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> Structure de I'onde stationnaire

» Applications aux cavités a une dimension.




|. Propagation d’une OEM dans un conducteur

Un conducteur métallique est formé d’atomes ionisés fixes et d’électrons libres de densité N.

Un électron de masse m et de charge -e est soumis aux forces d’interaction avec les ions

modélisées par —mv/t. v étant la vitesse de I'électron et T une constante.

l.1. Conductivité en régime variable

Soit une OPPM de pulsation w, de vecteur d’onde k. Cette onde est
polarisée rectilignement selon u,, qui se propage dans le métal selon u,.
Ecrire le champ électrique de cette onde, en notation complexe.

AX
@ conducteur
e]
> métallique
VA
1\
yY

En notation complexe. le champ électrique s’écrit: E(M,t) = Eqe' '~ )y

En supposant la vitesse de phase de I'onde v ,~c, comparer les ordres de grandeur des

forces électrique et magnétique. Conclure.

|Fe|| = e| E| |F.||  elE]l v, = L'action du champ magnétique est négligeable
par rapport a celle du champ électrique

> 1

IFll = ev||B||| IFull ev|B] @




Déterminer la conductivité complexe du milieu o J5

La relation fondamentale de la dynamique appliqguée a un électron: m- —eE-mv/t

Le mouvement est forcé par le champ E, alors I’électron vibre avec la méme pulsation que E

dv = . . ) . - _ ., - ., —et/m_,
m— = imev = —eE—mv/t > (imw+m/t)v=—eE =>m/t(itw+1)v=—-eF = p=——

1+itw

., Ne*t/m_, Ne?t/m oo Ne’t
= J= - E |=o0= - = - ;y 00 =
1+itw 1+itw 1+itw m

Orj=—Nev Conductivité statique

Dans ’ARQS wt < 1 D'oul ¢ = g Dans la suite, on suppose que ARQS est satisfaite

|.2. Equations de Maxwell dans le conducteur

Montrer que la charge volumique tend rapidement vers zéro. P
4 o . ’ . )7 . — a p
I’équation de la conservation de la charge électrique s’écrit: divj + a—‘: -0
. —  0p p  dp dp p o -t ‘
= 09divE +—=10 — 4 — = 4 T = — _ /1 \
Oogalv +at :>0'0£0+at 0 :>at+‘l', 0 ;7 o, :>p—poe T \’

Exemple: Pour le cuivreona 7~10"'s et '~107 1%
Dans’ARQS wt <1 =T>»t>7 |=p

>0 i -
rapidement Dans la suite, on prendra p = 0




Comparer le courant de conduction avec celui de déplacement.
- af - _ aE _ - ] - /

Jp =& 5 = lipll = &o HEH =& w ||E|| i ||]£)|| _S® T 1
ljll - e T

j=00E = ljll = ao||E|

= Dans le régime quasi-stationnaire, le courant de déplacement est négligeable devant celui de conduction

Ecrire alors les équations de Maxwell dans le conducteur

dB(M, t)
ot

MG| div(E(M,t)) = 0 MCD‘ div(B(M,t)) = 0 MF| rot(E(M,t)) = —

MA r—ot)(ﬁ(M, t)) =ugJjM,t) | > m(l_?)(M, t)) = uOGOE(M, t)

En déduire I'équation différentielle vérifiée par le champ électrique

rot (rot (E(M, t))) — 7ot (_ aﬁ(;:’ t)

) = grad (aiv (E,0))) - 4 (EM,0)) = < 7oi(B(M, 1)

0E(M,t)
ot

0E(M,t)

ot =0 Equation de la chaleur

= AE(M, t) — HoO0y

—A (f(M, t)) = —U0y




I.3. Relation de dispersion dans le conducteur-Effet de peau
Etablir la relation de dispersion

AE(M,t) — pyo

EM,t)
( )=0

dat

= —k* —iwpgoy =0

= k* = —ipgoyw

Interpréter le fait que le vecteur d’onde est complexe

Or EM,t) = Ege'@ kD, = E(M,t) = Ege ke?el@t-knaqy;

SOit k=k1_ik2 ) kl,k2>0

Eoe_kzz

» L'amplitude de I'onde décroit au cours de la propagation

le nombre d’onde est complexe

» La partie imaginaire de k traduit la dissipation de I'énergie de I'onde dans le milieu

» Lalongueur 1/k, est la profondeur de pénétration de I'onde dans le milieu

pi(wt—k12)

» La partie réelle de k traduit la progression de 'onde dans le milieu

» La vitesse de phase de l'onde dans le milieu est v, =

w
Re(k)

» Si est Re(k) = f(w) est linéaire, alors le milieu est non dispersif
» Si est Re(k) = f(w) est non linéaire, alors le milieu est dispersif




[ 4 [ 4 [ 4 [ 4 1_ ] o
Justifier que l'unique solution acceptable est k = Tl' Donner I'expression de 6
. . 1—1i
Ona k?=—ipgogw = e ™ 2uyoow = k = +te "™+ [usoomw = + 7 NITI YD)

-t 2 'onde progresse le long de +1i,, donc Re(k) >0 =k =

1— i
I 6= UoO oW o)
0.D.G Cuivre oy, =610"0"'m™!
Onde centimétriqgue w ~ 5 GHz

Déterminer I'expression la vitesse de phase. Interpréter.
w

Re(k)

Déterminer I'expression du champ magnétique

> k=4

]» 6 ~1um = § est appelée épaisseur de peau

La vitesse de phase est v, = = v,=6w| v, =f(w) alorsle milieu est dispersif

Ona B = — Ou k= Tﬁz et E(M,t) = Ege ?/%el(@t-2/8)y
B = 16;iﬁz ANEy e #/%ei@t=2/8y>  QOr1— i=+2e /4 | = B(M,t) = gEoe_z/‘sei(wt_%_%)u_y)
En notation réelle, on a:
E(M,t) = EOe_gcos(wt - %)u_x’ B(M,t) = gEoe_gcos(wt — %— g)u_y>




Calculer la puissance moyenne transmise a une section S du métalenz = 0

X
— - - — 1
(P,,) = ﬂ(n)zzgds; ds = dxdyu, (TT) = —Re(E(M t) AB*(M, t))
1 vz e satelein
<ﬁ> = 2—”0 RB(EOB_Z/aei(wt_Z/a) N\ % Eg e %/de —Hwt—F - 4) ) y
V2E§e~2%/% iz . Ege /% _ — E; EgS
) — A\ = (11) = = — = (P ==

Calculer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans une portion du métal de
section S et de longueur infinie. Conclure

(P;) = fjlee f(M, t).E*(M, t)) dxdydz = ﬁjff Re(E(M,t).E*(M, t))dxdydz

<P] ffJ Re(Ege ~z/0gl(@t= Z/‘S)u .Ege ~2/8 o~ i(wt-2/8) Ndxdydz = O'OEOJJ dxdyj ~22/8 4,

() EZS ) _ (o)

= (P)) =

ooE2s8 | (Pu) _  EgS 4 2
o 4 (P]> 2”060) GoE(2)56 ﬂ000w62

= (Ptr>=<P]>

la puissance moyenne transmise au conducteur
est totalement dissipée par effet Joule

=1




Il. Réflexion d’'une OPPM sur un conducteur parfait
Il.1. Hypothese du conducteur parfait

Un conducteur est dit parfait si sa conductivité est infinie. La puissance dissipée par effet Joule est alors nulle

Montrer que le champ électromagnétique est nul dans un conducteur parfait. .
o . . 7 dP] o —_— aB e
La puissance dissipée par effet Joule est nulle T =JE = yE? = - E=0| 710otE = ~ 5 =0
T

')/—)OO

= B = cte Homogeéne a un champ magnétostatique qui est nul en absence du courant permanent.| = B = 0

= dans un conducteur parfait, le champ électromagnétique est nul

1I.2. Réflexion normale d’'une OPPM sur un conducteur parfait

Soit une OPPM polarisée rectilignement suivant uy, qui se vide 1

propage dans le vide selon u,. Cette onde incidente arrive E;| . ci“d”_c)te“iparf_"")“

sur un conducteur parfait qui occupe le demi-espace z > 0. B; A E=0 5=0 z

Donner I'expression du champ électromagnétique incident. At '
E(M,D) = Bl @k | k=|k|=2 k=% - St

E _ u, \E; E’(M, t) = ﬂ ei(wt—kz)u—y’
C C




Justifier I'existence d’une onde réfléchie et établir I'expression de son champ électromaggétique.

S

La continuité du champ électrique en z = 0 s’écrit: Ei| =
ﬁi’ L conducteur parfait
E' VAES O;t — O = E — O I . — — - — —
i( ) o= 0 Ce qui est absurde —05, 5 5 B_g
\ . /7 /7 . . \ Z
= D’ou l'existence d’une onde réfléchie qui se superpose a r = yf\ .
r

I'onde incidente pour satisfaire la relation de passage:
(Ei+Ep)z20=0 V¢

» la relation de passage est satisfaiteve | 2 @i = @, = @

» Les deux ondes se propagent dans le méme milieu avec la méme pulsation, elles auront

n , w
donc le méme nombre d'onde | = k; =k, = k = =
) s el - . . — w__, . L — .
» L'onde réfléchie se propage selon —u, | =k, = - — Soitdonc: E.(M,t) = E,, ei(@t+k)
(E; +E.)ye0=0 = Eg el @ + Ey, @) =0 = E,, = — Equ, | E.(M,t) = — Egel@t+kay
. k. AE, A (= Eael@ttkny | E, . -
B, = rw r N Br _ z ( OC x) Br(M, t) — Tel(wt+kz)uy




II.3. Onde stationnaire
Donner I'expression du champ résultant. Déduire la structure de 'onde stationnaire.

Le champ électrique résultant:
E')(M, t) = E(M; t) + E_,:(M, t) = Eoei(wt—kz)u—x>_ Eoei(wt+kz)u—x> — EOei(wt) (e—ikz _ eikZ)u—x>

E(M,t) = —2iE,sin(kz)e!@Yu; | En notation réelle: | E(M, t) = 2Eysin(kz)sin(wt)u,

Le champ magnétique résultant:

- — — E, . Ey . , Eqo . . . E
B(M,t) =B;(M,t) + B,(M,t) = _Oel(wt—kz)uy + _Oel(wt+kz)uy — _Oel(wt) (e—lkZ + elkZ)u
c Cc C y

— /)]

. : , T 2E .
B(M,t) = TOcos(kz)e‘(“"f)u_y> En notation réelle: | B(M,t) = Tocos(kz)cos(wt)uy

» L'onde résultante (superposition de deux OPPM identiques qui se propagent en sens
opposé) est stationnaire (découplage entre z et t).

> E(M,t) et B(M,t) ne sont plus en phase

» La relation %‘% n‘est plus valable



En certains points, appelées noeuds, 'amplitude du champ est toujours nul. En d’autre
points, appelées ventres, 'amplitude est maximale.

Trouver les positions des nceuds et des ventres de E (respectivement ventres et nceuds de B )

» Positions des noeuds de E (respectivement ventres B )
T — 7 — —_— . — 2E
|E|| =0 = sin(kz) =0 = kz, =nm;n€N |IB|| = 70 = cos(kz) = +1 = kz, =nm;n €N
T A
= Zy :nE = Zn =n§

. . . — . — A
La distance qui sépare deux nceuds successive de E (respectivement deux ventres de B ) est 5

» Positions des ventres de E (respectivement nosuds B)
= . T — T
|E|| = 2E¢ = sin(kz) = +1 = kz, = (2n + 1)-;n€N IB]| =0 = cos(kz) =0 = kz, = 2n+ 1>

T
= Zy = (2n+1)ﬁ

A
= Zy = (2n+1)1

. . . — . — A
La distance qui sépare deux ventres successive de E (respectivement deux nceuds de B ) est 5




Justifier l'existence d’un courant électrique sur la surface z = 0 et calculer sa degsité.

La discontinuité de B en z = 0 prouve I'existence d’un courant surfacique: “'9® C°"d“fCt.eur
D D - 7 7 ZE —_— - — p—?r aE
1?(2=0+,t.)—B(Z=0 ) = WoJs AU, :>—Tocos(wt)uy=uojs/\uz E=0

0 Js = T cos(wt)u, Y

Ces courants, créés par le champ incident, sont a l'origine de I'onde réfléchie. Cela explique
pourquoi l'onde réfléchie a la méme pulsation que I'onde incidente.

11.4. Aspect énergétique de I'onde stationnaire
Calculer la moyenne de la densité volumique d’énergie électromagnétique.

La densité d’énergie électromagnétique s’écrit:

of” B 2E2'2(t)'2(k)2E02 2(wt)cos? (k

Uen = Uem= 2E sin“(wt)sin“(kz

em 2 2110 em oLo +Mocz cos“(wt)cos“(kz)
2

= (Upy) = €0Eg°sin?(kz) + cos?(kz) = ggEy*(sin*(kz) + cos?(kz))

HoC?

= (uem> — SOEOZ




Calculer la moyenne du vecteur de Poynting. Interpréter.

1 1 2E,

(TT) = TRe(E(M t)/\B*(M t)) () = TRe( 2lEosm(kz)e‘(“’t)u /\Tcos(kz)e —i(wt)y u,)
0 0

) = HEasin(kz)cos(kz) p o ipitwn -0 32w | = () = 0

Zﬂoc
Ce résultat est attendu car 'onde est stationnaire, il n’y a pas propagation de |I'énergie

11.5. Application aux cavités unidimensionnelles - modes propres x|

Considérons un ensemble de deux plans conducteurs parfaits paralleles

-
(/ a Z'

formant une cavité unidimensionnelle remplie de vide entre les of

abscissesz=0etz = a.
On suppose que I'onde a l'intérieur de la cavité est polarisée rectilignement suivant u,.

Ecrire les équations de Maxwell dans la cavité et déduire I'équation d’onde.

o, . R aB - s 1 aE
Danslacavittp=0et j=0 MG divE=0 M® divB=0 MF rotE = = T3t MA rotB =53¢
NN N aE) _ L = = a —_— _ 1 az
rot(rotE) = rot (— a) grad(divE) — A(E) = —a—rot(B) - T2 o2

(E @ t)) 1 02E(M, t) _3

cz2 Ot




Etablir expression du champ électrique dans la cavité

2 2
. 10%°E _ 0O I it d°Ey(z) _
_ r E=E = + E =0
On a AE_ﬁﬁ_O 0(z)e'“ uy 172 oz 0(2)

. ’/ L[] w - w

La solution s’écrit: = Eq (z) = Acos (?Z) + BSln(;Z)
Continuité de E
w
enz=0 Ey(z=0)=A4 =0 =E,(2)= Bsin(?z)
w w nrc

enz=a Eo¢(z=a)=0 :Bsin(?a)zo :Tnaznn;nEN* =>wn=7;nEN*

» Les pulsations permises dans la cavité sont quantifiées

» Chaque valeur de n définie un mode propre dans la cavité

s . . . \ , . — . nm nmc,
» Le champ électrique relatif au n*™¢ mode propre s’écrit: E,, = EOnsm(Tz)e‘ a ‘u,

» La solution générale est alors la superposition de tous les modes:




