Outils mathématiques

I. LES OPERATEURS DU PREMIER ORDRE

I.1. OPERATEUR GRADIENT _grgd_

C’est un opérateur vectoriel agissant sur un champ scalaire f~Vvérifiant :"df = fqa‘Zf. dl’.

En un point M donné, le gradient est porté par la normale a la surface de niveau (surface d’équation f~=
cste), dirigé dans le sens croissant de f.

Expression du gradient :

7 7 = 1 af - f — af -
En coordonnées cartésiennes : grad f(x,y,z) = a—ﬁex + éey + a—iez
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En coordonnées cylindriques : grad f(r,0,z) = a—‘:er + ;%ee + a—iez
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En coordonneées sphériques : grad f(r,0, @) = 5, €r T-55€0 T )

I.2. L’OPERATEUR DIVERGENCE div :
C’est un opérateur scalaire agissant sur un champ vectoriel a(M) vérifiant : div a(M)
Expression de div a (M)

, , = . — ad da a
En coordonnées cartésiennes : divd (x,y,z) = % + —yy + f
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En coordonnées cylindriques : diva (r, 0,z) = et T,
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En coordonnées sphériques : diva (r, 0, ¢) = e 5 20 P

I.3. L’OPERATEUR ROTATIONNEL rot :

C’est un opérateur vectoriel agissant sur un champ vectoriel (M) vérifiant : dC = rot d(M).dS
Ou dC est la circulation élémentaire de @d(M) sur un contour I' limitant une surface.

Expression de 7ot A(M)
En coordonnées cartésiennes :

roi(A) = [

En coordonnées cylindriques :
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En coordonnees sphériques :
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Il. LES OPERATEURS DU SECOND ORDRE
I1I.1. LE LAPLACIEN SCALAIRE D’UN CHAMP SCALAIRE

L’opérateur Laplacien scalaire s’applique sur un champ scalaire : Af(x,y,z) = divgrad f(x,y, z)

En coordonnees cartesiennes : Af(x,y,z) = i + i + o
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En coordonneées cylindriques : Af(r, 0,z) = o (r or) T 20 T on
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En coordonneées sphériques : Af(r, 8, ) = ~—— (rf) + — — (sinf@ —
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I1.2. LE LAPLACIEN VECTORIEL D’UN CHAMP VECTORIEL
L’opérateur laplacien vectoriel Ad(x, y, z) , ou encore noté Ad(x, y, z) ,s applique sur un champ vectoriel :

Ad(x,y,z) = grad(divd(x,y,z)) — rot(rot d (x,y,z))

En coordonnees cartésiennes En coordonneées cylindriques
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11l. OPERATEUR NABLA V

. o , L. = 9 ] a
L’opérateur nabla n’est définie qu’en coordonnées cartésienne par : V = — e

P e, + 2y e, +—
L’opérateur nabla permet de simplifier 1’écriture en coordonnées cartésienne du :
grad f(x,y,2) = V[f(x,y,2)] rota(x,y,z) = VAd

divd (x,y,z) =V.d Af(x,y,z) = V2f(x,y, 2)

IV. RELATIONS ENTRE LES OPERATEURS DIFFERENTIELS
Soient f, f1 et f»des champs scalaires ; @ ,d, et d, des champs vectoriels, alors :

div(rot) = 0 rot(grad) =0
grad (fr.f)= figrad (f.)+ f.grad (f,) div(fa) = fdivd + d . grad (f)
div(a,Aa,) = d,rota, — a,rota, rot(rot @) = grad(diva) — Ad

V. OPERATEURS ET INTEGRALES
Théoréme de Green Ostrogradski
Soit @ un champ de vecteur, S une surface fermée et V' le volume délimité par cette surface.

—

=
[If, divddr= ¢f, ads

Théoreme deStokes-Ampere
Cette formule relie une intégrale curviligne le long d’un contour fermé I" orienté & une intégrale de surface

sur n’importe quelle surface X s’appuyant sur le contour T.




