Support de Cours :
Physique Quantique (Premiere Partie)

2¢me Année MP/T/PC

Proposé par : Prof. Neil JOMAA

I/ Concepts fondamentaux et équation de Shrodinger

I-1) Interférence des ondes lumincuses :

I-1-a) Description et analyse de I’expérience :

Le dispositif expérimental cst un interférométre & division du front d’onde constitué d’un biprisme
de Fresnel (Voir figure 1)

zone de recouvrement des deux
faisceaux émergents

Onde plane
incidente

Figure 1: Dispositif du biprisme
de Fresnel

Le biprisme est éclairé en incidence normale.
D'un point de vue classique; ce dispositif offre denx chemins & la lumigre. Elle peut passcr soit du

prisme supérieur, soit du prisme inférieur. La source lumineuse utilisée est une
source & photon unique. Elle délivre les photons les uns apres les autres.
On dispose de deux détecteurs D7 et Do comme le montre la figure 2.
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Figure 2: Déteclion d'un photon sur
I'une des deux voies

Un dispositif électronique montre que D} et Dy ne détectent pas simultanément un signal ce qui

confirme un comportement particulaire de la lumitre. Le phioton passc uniquement par 'un des
deux prismes.

On rappelle que selon le modele ondulatoire de la lumidre, les deux détecteurs Dy et g penvent
recevoir simultanément les deux divisions du faisceau lumineux avee la méme intensité.
On place, & présent, un détecteur dans le champ d’interférence.

On présente sur la figure 3 accumulation des images acquises par ce détecteur pour instants
différents (a), (b), (c) et (d).

d’interférences photon aprés photon

Ces images visualisent la construction progressive des franges d’interférence prévue par 'optique
ondulatoire.

L’observation de la figure d’interférence ne permet pas de savoir par quelle voie est passé chaque
photon détecté.

I-1-b) Conclusion :

Il fant renoncer & adopter une deseription classique (onde ou corpuscule) pour décrire de fagon
complete la lumicre.

La mécanique quantique offre une description unique de la lumicre.

Elle confirme l'aspect particulaire de la lumiére, mais elle stipule en plus que la probabilité de
détection d’un photon est proportionnelle au carré de amplitude de la vibration Tnmincuse
(aspect. ondulatoire). On parle, en conclusion, de la dualité onde-particule.
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1-2) Interférence des ondes de maticres :
I-2-a) Description et analyse de 'expérience :

FEn 1923 ; Louis de Broglic émet I'hypothese que la notion de dualité onde-particule prouvée pour la
lumiere peut étre étendue a la maticre.

On a alors pensé a réaliser une expérience d'interférence avee des ¢lectrons,

Le dispositif interférentiel est analogue & un biprisme de Fresnel.

1l est constitué (voir figure 4) de deux électrodes planes latérales, reliées A la terre; entre lesquelles

on interpose une électrode cylindrique de diametre micrométrique, portée & un potenticl positif
(environ 10V).

Zone de recouvrement
des deux faisceaux

Faisceau d'électrons
incidents

Figure 4: Dispositif interférentiel a deux voies pour des électrons
: un systéme d'électrodes divise le faisceau électronique; les

s e

deux faisceaux déviés se recouvrent en sortie du dispositif.
La distance entre les deux électrodes latérales est de l'ordre du centimetre.
Le champ électrique crée par le systéme des électrodes permet de dévier les électrons incidents.
Un détecteur est placé dans le zone de recouvrement des deux faisceaux déviés.

L’accumulation des images détectées est représentée a des instants différents sur la figure 5.
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Figure 5 :— Impact successifs des électrons
sur le détecteur, qui reconstruisent peu

3 peu la figure d’interférence a deux ondes.
(a) : 8 électrons détectés ; (b):270; (c):
2000 ; (d) : 60000

L'observation de la figure d’interférence au cours du temps ne donne aucune information sur la
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trajectoire suivie par un électron.

La notion de trajectoire (définie par la mécanique classique) n’a plus de sens.

1-2-b) Conclusion :

Comume dans le cas des photons, la description classique des électrons est insuffisante pour
iterpréter 'expérience.
La mécanique quantique donne une description unique et compléte du phénomene.

La probabilité de détecter un électron en un point donné suit une loi qui est donnée par 'onde
associée a cet électron.

On parle alors encore une fois de la dualité onde-particule.

I-3) Dualité Onde-Corpuscule :

Les faits expérimentaux présentés dans les paragraphes (I-2) et I-3)) précédents montrent que la
lumicre et la matiere présentent un double comportement : ondulatoire et particulaire.

Selon la mécanique quantique la probabilité de détecter un photon ou unc particule matérielle en un
point donné suit une Joi qui est @@w elle-méme.

La présentation de cette onde définie par la mécanique quantique constitue I'un des principaux
objectifs de cette lecon.

L'énergie d'un photon est donnée par la relation de PLanck-Einstein : Ephoton = h = hw|on
h

S or

h = 6,62.107%%J.5 cst la constante de Planck.

Soit Pphoton 12 quantité de mouvement du photon.

h

Ebhoton = PphotonC'|  (Le photon est une particule relativiste).

9 h . 2T
Done | Pphoton = A= = 3= filkk|ot k = ~ : horme du vecteur d’onde.
’ &
A une particule matérielle de quantité de mouvement _D, cst associ¢e une longucur d’onde App
h
donnée par la relation de "de Broglie” : (App = — | oll p = v : avec m est la masse de la

particule et ¥ sa vitesse.

I-4) La fonction d’onde :
I-4-a) La notion de la fonction d’onde et l'interprétation probabiliste :

Le concept de la fonction d’onde se trouve a la base de la méeanique quantique. Son objectif cst la
description de I’état dynamique d’une particule quantique. ( sa position, sa quantité de mouvement,
son moment cinétique et son énergie).

La fonction d’onde est une fonction complexe continue des variablos spatiales

U(7, ).

et temporelle

- 200
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111(7, t) est solution de 'équation de shrédinger présentée dans le paragraphe I-5).
La probabilité de trouver la particule dans le volume élémentaire d7 antour de la position 7 est
l)
AP = | (7, 1)|*.d7
On définit alors la densité de probabilité de présence :
7,1) = |07, )
p(7, 1) = |2 (7, 1)

Conformément au programme, on se limitera & des problemes unidimensionnels ot

U(7,1) = U(z,t). Done, |dP = [¥(z,1)|*dz|
([\1:] - L-I/-?).

La relation de normalisation s’écrit / |U(7,1)
espace

2dr = 1|

—+00
Dans le cas unidimensionnel : / | (z, t)\zdrr =1

-0

La position d"une particule quantique n’est pas certaine : parler de la valeur instantanée de la
position n'a pas de sens.

Il en cst de méme pour la quantité de mouvement de la particule.

Remarque :

Albert Binstein resta sceptique par rapport i cet aspect probabiliste de la théorie quantique qu’il
jugeait incompléte.

Sa citation célebre est "Dieu ne joue pas aux des”.

I-4-b) Exemple :

Soit ¥z, t) = Ae AelHiwt o5 A X w = constantes > 0.

1- Déterminer A :

+o0 +00
[ bPdr =1 = A= / cMelgr =1 = |Af22 /O Doy — 1

-0
=2zt
S ot Th - h )4 jap=a = 4=Vx

2- Quelle est la valeur moyenne < Z > de la position 2 de la particule :

e oo ( )|2 e 2|z
<z >= mdP:/ z|U(x,t dm=)\f e M dy =0
[me= ) e

-0 —90  fonction impairc

I-5) Equation de Shrédinger :
1-5-a) Enoncé général :

Considérons une particule quantique de masse m en mouvement dans un référenticl R.
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Q_“ note V(M. t) Péncrgie potentielle (appelée " potentiel” par abus de langnage) traduisant
Pintéraction de la particule avec les autres systémes plysiques.

Shrddinger a postulé (sans démonstration) I’équation qui gere évolution spatio-temporelle de la
fonction d’onde W -

. OV(M,t) K2
1 LT = —%A\II(A’[. t) + ‘f(ﬁ/f, t)‘l]:!(ﬂ/[) t)

:H\I}
2

. —h
o H = —Q.EA + V(M', t) : opérateur appelé Hamiltonien.

Conformément au programme ; nous nous limitons A des problémes unidimensionnels ct une énergic
potentielle statique, donc :

L O0W(z, 1)  —h? 0°U(x,t)
2h = .
ot 2m ~  Ox?

+V(2).U(,t) = HY(z,1)

Remarques :

v" L’équation de Schrédinger est du_premier ordre par rapport au temps, donc si W est connue a
un instant initial £g alors elle le sera & tout mstant ultérienr.

v' L’éncrgie potentielle peut étre définie & une constante additive prés notée V. Notons

Vot

-—-7'_
V'(x) = V(z) + Vo, alors c’est la fonction U/ = W.e  h  qui vérifie I'équation de schrédinger
écrite avec V. En effet :

v’ ov 1% 'Vot [ oF 'Vot
Vot Ve
= = — h : . h
Tl + V'(z). W S 5z + (V(z)+W)T.e
Vot
[—h? 0%V —i——
L .k
= |om a2 + V(z). ¥+ VO‘I’] e h
[ OV Yot
¥ —i—
= |ih— + V¥ | .e Fh
o T ]
v —m2o*v .,
ien 1 = Vi(z)WU
Donc on a bien ih ET . + V'(2)
U ot U correspondent a la méme probabilité de présence car |W| = [\

I-5-b) Principe de superposition :

L’équation de Schridinger est linéaire donc on peut superposer plusieurs solutions pour construire
une nouvelle solution. En particulier, si Wy, Wa sont deux solutions alors la combinaison
U = a1V (z,t) + aaWa(r, 1) est aussi une solution (a1, g € C). U doit &tre normalisée.

Te N
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I-5-c¢) L’équation de Schrédinger indépendante de temps et état stationnaire :

On appelle état stationnaire un état dn systéme caractérisé par unc fonetion d’onde sous la forme :
W (z, 1) = @(x)f(t) ot @, f sont & priori & valeurs complexes.

Remarque : Cette définition est différente de celle d'une onde électromagnétique stationnaire ot
@(x) et f(l) doivent &tre & valenr réelles.

La condition de normalisation impose que / |‘I’|2d:c =1

= lf(l')‘z / |‘P($)|2d$ =1 = |f(t)] est constante.

e —_—
constante

On pent choisiv | f(£)] = 1 et faire 'rentrer’ la constante dans (). Donce il faut que

[ lota)Pda =1

= (z) est normalisée.

Puisque | f(2)| = 1, alors f(t) s’écrit f(t) = eialt)

Ot —a(t) est Pargument de f(2). Injectons ¥ (x, t‘.)z = (p(.?:).c_m(t) dans l'équation de

Schrodinger alors iﬁ(—‘id(t)).tp(m),e_m(f’) = i@"(g;).e“m(t) e V(m).w(m).e“'“(t)

X 2m
L da d“p
ou &(t) = o o Y'(z) = Tu?
. —ho'(z) 1
= (L = —_— V(-

\a(/) 2m () 4 h (=)

fonction(z) ~~ -
fonction(z)

Donc nécessairement ces deux fonctions doivent étre constantes.

Notons ¢¢(t) = constante = w (homogene & une pulsation)

= aft) =wt

Donc f(t) = ¢t = |U(z,1) = p(z).e”™"

est la fonction d’onde d'un état stationnaire.

—hy'(z) V(z)
4 —

2m p(x) ki

En plus @(z) vérifie I'équation : =w

—7i?
= 5 ¢ (@) +V(z)e(z) = fwe(x)
Or hw = F (Relation de Planck-Einstein)

Donc | " (%) + Qm(E;Z V(L))go(r) =0

Cette équation est appelée équation de Schrodinger indépendante de temps.
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A
. A
Conclusion : (€ ) )

Un état stationnaire est déerit par une fonction d’onde de la forme

E
. i—1
V(1) = o(x).e™ = p(x).c "R avee o(x) solution de ¢"(z) + -2—"1—(%‘/—(2:)—) () =0

et vérifie /|cp(:1:)|2d;v =1
Remarqﬁe -

e La fonction ¢ est continue.

dy »

1101 est continue en tout point o V (2) ne présemte pas de discontinuite
' B : —

d’ ampht.m]e infinie.

bt fespacc I\I )Izd’E =1 (car |\1"($ t)l = I(,O( ) th’ = |<,0(.’,C)I)
e La densité de probabilité p = |‘I’ x, t)|‘ = ](p(.'l:)’g d’un état stationnaire est indépendante de

° La fonction dérivée

temps.
e ! 5 ", . : .
e (z) est solution de 5 o'(x) + V(z)p(z) = E(z) de la forme Ho(x) = Ep(z)|ou
_52 d?. m
H = d ) + V( ) est lopérateur hamiltonien. Cette forme montre que les solutions go(.'l:)

sont Ies fonc.‘aonb propres de I'opérateur H associées aux valeurs propres E. <p( ) est appelée alors
fonction d’onde propre.

L’équation anx valeurs propres : H (,0(7’) = L. (,0( ) vérifiées par @ ’E) et les conditions aux
limites montrent que 1’énergie ne peut prendre que des valeurs particulieres, c’est la qu’apparait

la quantification de 1’énergie d’unce particule quantique.

1-5-d) Etat quantique non stationnaire (quelconque) :

Selon le paragraphe précédent ; un état stationnaire est décrit par \Ifn(.’t, t) - ‘Pn(x)-e_'lw"t ot

E . .
Wp = Tn (1 est un indice pour numéroter les états stationnaires).
)
(p,, (:E) est une fonction propre solution de I'équation de Shrodinger indépendante du temps.

(Equation aux valeurs propres).
L’ensemble des fonctions propres ¢©n (2,8 constitue une bhase de I’espace des fonctions d’onde.

Remarquons que Wy (2,1 = 0) = ().
Soit ¥ (z, 1) la fonction d’onde associde A un état quantique quelconque (non stationnaire)
P(z,t= 0) peut étre alors decompose(. sur la base formée par les Wy, (2,1 = 0) — SOn(’L)

2 S
U(x,t=0) E cnn(®) avec E len|” = (Pour assurer la normalisation)
n=1 n=1

(o @]
= W(z,i= 0) = E Cn‘pn(w’tz 0) \Il 'L t E Ln\Pn L t

n=I1 n=I1

8
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Conclusion :
A un instant t quelconque ; un état quantique quelconque est déerit par :

= _iIm,
U(ax,t) = Z cnon(v).c R
n=1

o0
9 . ‘. . . qe

avec, E len|” =1 et les ©n () sont les solutions (propres) de I'équation de Shrodinger

n=1
indépendante du temps associées aux valeurs propres E,.
Application :
On considere deux états stationnaires déerits par les fonctions d'onde W1 et Wo d’énergies Fy et
Es.

+00

U1, U sont orthogonaux c.a.d / U3(z, 1)Uy (x, t)de = 0.

—00
Soit 'état quantique quelconque W () définie par ¥ (z,t) = A(¥1 + Wz) ot A est une
constante réelle positive.

1) Déterminer A :

400 +0o0 _ +00
1= f |U|?dz = / TO*dr = A / (1% 4 W3 + Ty 5 + UaU))dz
-0 J =00 -0
1
= A1+1+40+40]=24% = A= —

V2

2) Donner Iévolution temporelle de ¥ (z,t) en faisant apparaitre le temps { dans son expression.

1 b

U(z,t) = (L,ol(x).e_ift +pa(x)e h )

Nl

ol Y1 (:1,), ©2 (z) sont les solutions propres de I'équation de shrodinger indépendante du temps.

3) Evaluer la densité de probabilité p = |0 (z, t)|2

E Ey Fr By
. 1 —i—T1 —ip " +?—,_— ; ol +1—r—1‘
p=0T" =(pi(a)e B +eala)e B)(pile)e B+ pa(x).e N )
1 * 1 * —1 : E2 - El
= L[l @) + 2@ + er(e)ei(e) o i(ohpala)e™®] on o= ==

1 .
= p=3 [Pl + p2 + 2Re(<ﬁ1(/)§-6““)]

I-6) Inégalités de Heisenberg :
I-6-a) Indétermination quantique :

Soit ¢ une grandeur physique caractérisant 1'état quantique d’une particule (par exemple : position
(:L‘), guantité de mouvement (px) - norme de vecteur d’onde k. énergie F; pulsation w...).

9

O 2020 Expert-Prepa. All Rights | teserved., (T'mf. Neil l()il\ﬁ_/\)* T Powered By 5E

Scanned with CamScanner




valeur certaine. En effectuant plusicurs
on peut étre caractérisée par une
amplitude de cette

La mesure de ¢ d*une particule quantique ne livre pas une
n?esure_s de g on obtient une distribution de g. Cette distributi
(11[5])()[‘5}0]] statistique autour de la valeur moyenne de g (notée < g >). L’
dispersion statistique est notée Ag et appelée indétermination (ou incertitude) quantique sur g.

Ag=+/<g®>>— < g>2

I-6-b) Inégalité de Heisenberg spatiale :

h

L'inégalit¢ de Heisenberg spatiale s’éerit : | Az.Apy > 5

& |Az.Aky > 1/2|  (car pp = hky).

Ifltnrprotanon : On ne peut pas attribuer simultanément  une particule quantique une pos
rigoureusement précise et une quantité de mouvement rigoureusement précise.

ition

Remarque :
Cette limitation est intrinséque c.A.d. elle ne dépend pas de la qualité des détecteurs utilisés.

I-6-c) Application : Diffraction

De la lumitre est envoyée au travers d’une fente de largeur a en incidence normale (Vair figure)

Ax
l‘qp
lo » ' l"'
3 as /5 o
3 v -
lumiére
incidente
Figure 6

1) Déterminer l'ordre de grandeur de la gamme d’angles dans laquelle la lumiére est diffractée 7
_ » o ) . sin ¢
Lintensité de la lumigre diffractée est 1 = fo.S'mCQ(ﬂ'Ta)

10
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]
-h/a 0 Ma

A(sin0)=2n/a
27

La gamme d’angles est telle que A(Sin 9) =
= A(sinf) ~ \/a

2) Dans quelle gamme de positions A2 se situe un photon :

Un photon passe au travers de la fente, il est alors localisé sur un intervalle Az = a.
3) Déterminer l'incertitude minimale (Apg )iy sur py :

r
Inégalité de Heisenberg spatiale : Apy. Az, > h/2 = Ap; > 2_z
—~~ a

a
h
= (Apx)min = %

4) Retrouver l'ordre de grandeur de la gamme d’angles trouvée & la question 1.

= py=p.sinf = (Apy)min = p-A(sinf) = p.A(sinf) = 5

h
orp = Y (Relation de De Broglie)

h o1
~ A(sinf) = —— A(sinf) =
donc )‘.A(qmﬁ) 97 %a = A(sinf)

= A(sing) ~ %

5) Commenter :
La diffraction (aspect ondulatoire) peut étre vue comme un cas particulier de I'inégalité de
Heisenberg appliquée sur le photon en tant que particule quantique (aspect corpusculaire).

4ra’

1-6-d) Inégalité de Heisenberg temps-énergie :

h
Elle s’¢erit : |T.AE> 5

AE est I'indétermination (ou incertitude) quantique sur E.
T est la durée caractéristique d’évolution du systeme quantique.

11
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Remarque :

Un état stationnaire est caractérisé par une densité de probabilité indépendante du temps

= T —=>+00 = AE — (0 = Dénergic associée A un état stationnaire est

parfaitement définie.

Remarque : la relation Av.7, ~ 1 vue dans le module de I'optique ondulatoire peut étre justifiée
par Pinégalité de Heisenberg temps-énergie puisque 7 ~ T et £ = hv donc AE = hAv

I-7) Critéres de choix entre la limite classique et la limite quantique :
I-7-a) Critére portant sur I’action :

La limite classique correspond 2 la situation ot Iaction (.S) caractéristique du systéme physique est

trés supérieur & fi :
S > h' — limite classique

S ~ li| —> limite quantique
S = énergic X durée
S = quantité de mouvement X distance

= énergic X masse X longueurzl

Laction (S) peut étre évaluée grice a ou

Exemple 1 :

@y

Pendule constitué d’une masse m = 10g.
L'énergic : ' ~ m.g.l

{
La période des oscillations est 7' = 4 [ —
g
l
Donec S ~ ET =m.gly/—= m\/ﬁ.l'g/z
g

= S ~10.1073\/9,8.(20.1072)%% ~ 103 A(h ~ 107341.5)

= S > I — la méeanique classique est suffisante pour étudier ce phénomenc.
Exemple 2 : Electron dans son atome

énergie B ~ 10eV

masse m ~ 10730K g

diamétre : d ~ A.

52 — Em.d® = S%2~10.10719.107%0.10"%

= 52~ 10798252 = §~1073JS = S~1i

12
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= Unec approche quantique est nécessaire pour étudier un électron confiné dans son atome.
I-7-b) Critere portant sur la longucur d’onde de @ Broglie :

!
Soit App = — la longueur d’onde de De Broglic associée & un systéeme. On note / la distance

caractéristique du systeme.

App K l| — limite classique

App ~ | — limite quantique

h

Exemple 1 : Un électron dans son atome : Apg = 2 et
- P

1 5, (mv)? PP
E=-mv°= = = p=+V2mFE.

2 2m 2m
E~10e¢V et n ~10730K g et b ~ 1073 s

10-3

(10730.10.10-19)1/2
= App ~ diamétre de 'atome.

Ce critére montre (comme le critere précédent) la néeessité d'une approche quantique pour étudier
I’électron dans son atome.
Exemple 2 : Une personne de masse m = 70kg qui se déplace & une vitesse v ~ 1m/ S.
A h 10~
App=—=— = App~
p muv

= App < taille d'une personne — la limite classique est sufisante pour étudier une personne.

~ 10 30m,

I-7-c) Principe de correspondance de Bohr :

Dans les conditions ol les résultats classiques et quantiques doivent concorder, la théorie quantique
doit se ramener au résultat classique.

11/ Evolution d’une particule quantique libre :

I1-1) Définition et conséquence :
II-1-a) Définition :

Une particule quantique est dite libre si elle évolue dans le vide sans inferaction.
Lénergie potenticlle d'une particule quantique libre est alors identiquement nulle :

V(r)=0; Vz

II-1-b) Conséquence :

L'énergie totale (E) d’une particule quantique s'identific avec son énergie cinétique (Ey).

13
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Iy

= |E=E,= §mv" oil ¥ est, la vitesse de la particule.

L'équation de shrédinger indépendante du temps s’écrit :

d*o(x)  2m

dz? EQ—EQD(QJ) =0 o FE=hw;donc:
Pp(z) | 2mw

II-2) Les états stationnaires d’une particule quantique libre :
1I-2-a) Onde plane progressive monochromatique (OPPM) :

Un état stationnaire (voir paragraphe I-5-¢) est déerit par une fonction d’onde de la forme :
d*p(x) me(ﬁ (z) = 0
da? h

\Il(xa t) = QD(SE).E_iwt, ol (,0(1:) est solution de

— 2
Posons k = m = m + 1;299(3;) =0
h dx?

Equations caractéristique : 72 + k2 = 0 = r = +ik € iR.
= (x) = A.etf? 4 B ik (A, B = constantes)

= \P(:z: t) = é_ei(kx"‘*)t) + B-e-—i(k:c-f-wt)

OPPM progressive OPPM progressive
selon (—}-il_z) selon ( —'LT;D) )

I1-2-b) Relation de dispersion et vitesse de phase :

: : . " L oU  —h?
L’équation de shrédinger générale s'écrit pour une particule quantique libre : iﬁ,d— = —r-—A‘If.
2m

En injectant dans cette équation la solution W (:z:, t) trouvée dans le paragraplie précédent ; on
aboutit a : :

7'ﬁ(—iw)lIl = —_I-L—Q-(—/EQ)\IJ = |w= h—kz dite relati i i
o 2m 2m Hation de dispersion.
Donc la vitesse de phase 7, de 'OPPM est :
,Ulp = EU— pr—y ’Lk
2m

i ispersi . non linéai = i -
La re'liatu‘m de dlsp?rsmn cst non linéaire (et Ve _fonctlon(k)) donc la propagation d'une onde
associée a une particule quantique libre est dispersive,

14
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I1-3) Représentation d’une particule quantique libre par un paquet
d’onde :

II-3-a) Caractére non physique de 'OPPM :

La densité de probabilité p associée & POPPM ¥ = A pilkr—wt) o

2 2 : +o0 2 . . .
p=|V|"= A" =cle >0 = f_oo |W|*dx diverge et par suite la condition de
normalisation est non vérifiée. L’OPPM n’a donc pas de réalité physiquc.

11-3-b) Paquet d’onde :

Remarque :
Pour avoir plus de détails sur la notion du paquet d’onde, vous pouvez consulter le paragraphe II
du chapitre "Propagation des ondes ¢lectromagnétiques dans le plasma et dans le métal”.

Puisque 'OPPM ne posséde pas de réalité physique ; une particule quantique peut étre représentée
de facon plus réaliste par un paquet d’onde. Ce dernier constitue une superposition d'une infinité
des OPPM de pulsations w différentes et donc de normes de vecteur d’onde k différentes.

Les pulsations w sont voisines d’une valeur moyenne wq (Le paquet est alors
quasi-monochromatique).

La fonction d’onde qui décrit un paquet d’onde s’éerit :

+0o0 . :

U(z,t) = / g(k).citkz—wk)) g
=00

ot w(k) est donnée par la relation de dispersion et 'g(k) est Pamplitude de 'OPPM de vecteur

d’onde de norme k. die’

II-3-c) Propagation d’un parquct d’onde :

Le paquet: est quasi-monochromatique donc les normes k des veeteurs d’onde sont voisines d'une
valeur moyenne k.
Effectuons un développement limité au premier ordre en (k‘ — ko) de la pulsation w :

dw -
w(k) = &)Lk,q)/""(}u - kU) (%) ) n 'Plu *\'\) = f(u) +‘nP‘£1\ + _';':—f T
wy
; o In dw
> W0 = [ " g k). et g
—00
— / 2 ke gt gg lke—ean)

A(:c—(%‘)f)kui)
i(kow — wol)
= U(z,t) = Alz,t) e P

amplitude
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W(a. 1) est une onde plane progressive de pulsation wo dont Pamplitude complexe A(m,t) est

Az dw
variable et présente un couplage entre le temps et I'espace. En cffet A(.’Ii, t) = A ﬁ k t)
0
dw o vl de groupe. La phase se propage 3
donc A(z, 1) se déplace A la vitesse )T Uy dite vitesse de grotipe. ks
dk
wo
la vitesse de phase Vp = —.
ko
hk 2 wWo hkq
= —doncVy,=5-=7_¢
Selon le paragraphe 11.2.h: la relation de dispersion est w om don %o om
dw hlu[) yZ : i
Vg = (dk) = 'rT) = Vparticule (vitesse de la particule).
2
1 2 Pparticule
Or Eparticule = Ecinétiquc = imvpm‘ticulc = 2
(Tikg)?

= Eparticule = om = sclon la relation de dispersion; Eparticule = huwy

Conclusion :
Une particule quantique libre peut étre représentée par un paquet d’onde quasi-monochromatique

de vecteur d’onde moyen kg = kg.qu. et de pulsation moyenne wy tels que :

hk?
W= —
2m

hkg

Uparticule = Vg =

_}
?particn]o = hky

II-3-d) Dispersion au cours de la propagation ;

On suppose que la particule est bien localisée 4 Vinstant, initial (t = O) c.a.d. sa densité de

probabilité p = [¥|? est de largeur faible & t = 0. (voir figure)
pix.t) 4 t=0
t=t
i=
T &x
N
16
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On choisit ici un profil gaussien powr la fonction d’onde W.

La relation de dispersion est non linéaire et par suite la propagation est dispersive, d’ailleurs on a
trouvé que VU ot Vg sont différentes. Donc, 'enveloppe A(r,t) de U(x, 1) (voir 11-3-c) se propage
A la vitesse Vg = Uparticule différente de la vitesse de la phase de W (x,t).

La dispersion se traduit par un étalement du paquet d’onde.

Au cowrs du temps; la particule peut étre détectée sur un intervalle de position de plus en plus
étendu (voir figure) c.i.d. lincertitude Ax augmente au cours du temps.

II-4) Courant de probabilité :
I1-4-a) Vecteur densité de courant de probabilité :

Considérons une particule quantique représentée par un paquet d’ondes de vecteur d’onde moyen k

hk
qui se déplace a la vitesse de groupe Vg = —
m

Donc la probabilité de présence a 'instant ¢ de cette particule dans I'intervalle ['r T+ (1’1‘] est

dP = |U(z, t)|2dz = |U(z,1)[2vedt

Alors : le débit de probabilité —— & I’abscisse T & travers une surface unité peut étre exprimé au

moyen du vecteur densité de courant de probabilité :
- _aP_, 2, =
J == | (z, t)|“votzr

— h:? —
Donc| j = |‘11(.’E,t)|2 l'unité de 7 est s7L.

m

Remarque :
Pour décrire un faisceau de particules quantiques identiques, libres et indépendantes ; on introduit
aussi la notion de vecteur densité de courant de particules défini par :

._)
IN =0V g= PO m'

o pp désigne la densité linéique de particules quantiques.

Le flux de particule |¢p = 7 Nz—z représente le nombre de particules qui passent & une abscisse &

donnée par unité de temps.

I1-4-b) Analogie :

Le vecteur densité de courant de probabilité 7 = | (z, L)|2—'l?g et de particules jny = p()?g

sont analogues au vecteur densité de courant électrique introduit dans le module de
-

I'électromagnétisme je = /;m,_'(? ol Py est la densité volumique des charges mobiles et 77 leur
s - . " £ 124 oty v
vitesse moyenne. On rappelle que ce courant intervient notamment dans I'équation de

Maxwell-Ampere.

17
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I1-4-c) Exemple :
Considérons un faiscean d’électrons libres et indépendants correspondant & un courz(mt cl(‘cn}guc de
ImA. L'énergie d'un électron est £ = 3¢V, On rappelle que sa masse est me = 9. 1073 g
: . = . | = 50¢
Déterminer ¢; jn et Po sachant que la longueur du faisceau est { = oUcrn.

Réponse :
dq
e[ = d—[ donc I représente le débit de charge = I'= ¢ €
I
= |p==| AN:¢=06.100s"
(&
e N = (;bu = 6.1015, _}( _1)
IN N
e Ny = 7 ouv = vg = 'Upm‘ticulc ’

1 2F
OrE=FE.=-ma? = v=
2 Me

Done : pp = jny/ 272 AN:p=06.109m"1

II-4-d) Généralisation pour une particule non libre :

Dans le cas ou la particule quantique est non libre (c.a.d V(x) est une fonction non nulle) ; on peut
lui associer un vecteur densité de courant de probabilité 4 condition qu’elle soit dans un état
stationnaire représenté par une fonction d’onde sous forme d’une OPPM ou de paquet d’ondes

qua&-monochl omat,lquu

18
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Support de Cours :
2eme partie de Physique Quantique

2eme Année MP/T/PC

Proposé par : Pl‘of. Neil JOMAA

111/ Evolution d’une particule quantique dans un potentiel :

I1I-1) Introduction :

Ou envisage maintenant 'étude, dans un référentiel R, d’une particule quantique en interaction
avec un systéme physique (particule non libre). Cette interaction est modélisée par une énergie
potentielle supposée stationnaire V().

Nous allons chercher alors les solutions de ’équation de Schrodinger sous la forme

d'état stationnaire ¥(z,t) = (,o(a:).e“i(E/h)t = (p(z).e’iwt . Pour cela, on doit résoudre
'équation de Schrodinger indépendante du temps :

o'(z) + 2m(E = V@) ) =0

(voir paragraphe I-5-c)

On traitera plusicurs cas de profil d’énergie potentielle V(:B)

Dans chaque cas étudié, la démarche suivie s’articule principalement snr les étapes suivantes :
o On cherchera les états stationnaires

o On interprétera ces solutions. L’interprétation peut étre statistique (en considérant un faisceau
de particules) ou basée sur une seule particule en lui associant un paquet d’onde.

e On confrontera les résultats de I’approche quantique avec ceux prévus par la mécanique classique.

111-2) Marche de potentiel :
I11-2-a) Modélisation :

On envisage le cas ol I'énergie potentielle d’interaction (potentiel) de la particule avec un systeme
physique vari brusquement & partir d'une position prise comme origine. La variation est considérée
brusque lorsque la distance caractéristique de variation du potentiel est négligeable devant ADB la
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longueur d’onde de Broglie de la particule. Dans ce cas le profil du potentiel est donné par la figure

suivante :
V(x)
0 )}
X
0 z <0  (RégionI)
Viz) = ' pour & g
(=) { Vo=cte>0 pourz>0 (RégionII)

Ce profil permet de modéliser par exemple, I'énergie d’interaction d'un électron de conduction au
sein d'un métal avec le reste de particules.

IT1-2-b) Premier cas : E > Vj

Fonction d’onde : . o
L’équation de Schrédinger indépendante du temps s’écrit :

v2mFE

Région(I) : @] (z) + k3p1(x) = 0ot ky = 5 car Viz)=0
, E -V
Région(Il) : ¢35 (2) + kfpa(z) = 0o ky = v2m( 5 ) car Viz) =W

01 = A1.etR1% 4 B, e~ihiz

g = Az.ezkzw_'__ B2_e-zk29:

Or ¥(z,t) = @(x).e ™ pour un état stationnaire d’'énergie : & = Fw, donc :
3 '19 '

Les solutions sont : {

U, = A;.eith1z—wt) + By e~ i(hiztwt)
OPPM se pl'op:gearlt selon OPPM se pr g lon — 1,
. x s¢ propageant selon Ug
c’est 'onde incidente ¥; c’est 'onde réfléchit U,
Wy = Az.ei(kgrz:—wt) + Bz’e—i(kgmﬁ-wt)

Voo

OPPM se propageant selon -+ ﬂz OPPMI se propageant selon — 'tT;
c’est 'onde transmise Wy c’est inacceptable dans II donc| By = 0

e Conditions aux limites et coefficients de réfiexion et de transmission :

La continuité de ¢(z) en z =0 = ¢1(z = 07) = oz = 01)

= A1+ Bi=As (a)

V(’I) présente une discontinuité finie en £ = 0, donc (p’(.’l,‘) est continue en
z=0 = ¢1(0) = ©5(0)

= (A1 — By1)iky = Aaiks (b)
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1 ) - » ’» -
r = — le coefficient de rélfexion

Notons 1
Ag
t = —= le cocfficient de transmission
Ay
_ 2k
(@ 14r=t t= T—IIA_
. ke 1 v2
{(b) TV 1-r=2 T ki — ks
k] TR
Ky + ko

o Courant de probabilités et probabilités de réflexion R et do transmission 1"
On associe a chaque onde le vecteur densité de courant probabilité :

. hk hk
U g o= |02 —-117;_|A |2i._11;;
- hky hk; k1 Lk
2 —r : 2 [ 1
U= B = (R ) = 2 Ay 2 (z::)—(MH) P
- k 2
Vo G = (0P R = A hky o 4K 2ty
(k1 + k 9)2
_>
La probabilité de réflexion est par définition : R = I ’J'r ”
”.71“

2
2 k1 — ko 2 1=4/1-W/E
=>R=|T| = k——i_-k—).SiE>I/[)$R=
12 144/1-W/E

La probablhte de transmission de la particule de la région (I) vers la région (II) est par définition

“Jt”
“.?z“

4k1ky 4/1-W/E
donCT=k—A—2-.SiE>1/0:’T=
(k1 + ko) (1+ /1= Vp/E)?

Commentaires :

o R est toujours non nulle donc malgré que > Vj; il est possible que la particule quantique soit
réfiéchie. Cet effet est purement quantique car selon la mécanique classique si F > Vb i la particule
traverse la marche de potentiel.

¢ R+ T =1 ce qui est en accord avee la condition de normalisation de la probabilité. En effet, la
particule quantique cst soit réfléchie, soit transmise.

e Dans Ja limite ot &£ >> Vjy; on obtient R — 0 et 7" — 1 donc l'influence de la marche de
potentiel sur la particule est négligeable.

e Densité de probabilité :
Région () : [1]% = |¢1]* = 1011
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= (Ap.ethir 4 Are —ihir) (Ap.e~1® 4 A17‘ C'HI‘]I)
— A2[1 + r2 + T(CZrh.r te 21L1:L')] or R = T

done |Uy|? = A]_L]' + R+ 2V Rcos(2k; z)]
2

44

(1+ \/——%)2

Région (I1) : |Wg|? = |1p9|2 = |Ag|2 = 2.42 =

Représentation de la densité de probabilité :

\78
1
Apep
- —
\v_JCl__!_\_-
N/ N / \ /
./ \/ :
X
>
2w 27h h

ADB = — =
K \/QmE VZmE

Les oscillations de |‘1/]2 pour < 0 résultent de I'interférence entre 'onde inc idente U; et ]’ondc

réficchie Wy.. Cet effet est purement quantique. '

On remarque que pour £ > 0, la probabilité de prcscncc est constante et s'étend A 1’ mﬁm on dit
que la particule est danb un état de diffusion.

IT1-2-c) Second cas : £ < Vp

Région (I) : aucune modification par rapport au cas précédent done
A el(kl:r —wt) + B e—t(k[.r-l-wf)

P l

991 er
VomE ‘
avec k| = —=
l ]

. V/2m(Vo — E)
Région (II) : ¢5(z) — ¢%p2(2) =0 ot g= - ]
Donc p3(x) = Ag.e™9% + By.e¥
By = 0 sinon @a(x) diverge si z — +00 ce qui est inacceptable 1
= po(z) = Ae™® = Uy(z,t) = Ag.e W it
Wo(z,t) est une onde stationnaire.
e Coefficients 7 et £ :

; o
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Un raisonnement analogue & exlui du paragraphe précédent donne r = —

- Ay 2k
Ay k1 +ig

Remarquer que tout se passe comme si on remplace kz par iq.
e Courants de probabilité et R, T :

— hk
U = g =¥ |2 T —Azh—lﬂ@
o o 5=yt @ﬂa-vﬁﬂh“(an
_.)
”77'”_HZ ki —ig|® _
H./z“ h +ig

By 1.1-7q

et

A k] +1iq

L'onde transmise est stationnaire (evanescente) donc on ne peut pas Iui associer un vecteur densité

de courant de probabilité.

o

R=0

R+T=1= T=

lals wpr e T Aet
\ ne A aya

[

'~?“.

Done si £ < Vp; la particule quantique est forcément réfléchic par la marche de potentiel.
On peut représenter alors 12, T en fonction de ' pour les denx cas (E > Vg ot E < V)

A

12

0 Vo

Densité de probabilité de présence :

o |U1]2 = |2
. k1—1g

= — = || =
ki +iq I

r=ce? = cp1=A1[e

avec

1= Al.cikl‘r + T.Al.e—iklr
1;  soit @ = arg(r) donc

i1z 4 ei(G—klr)]

v

Donc |¥1[* = |@1]? = p1¢] = |A1]? [1 + 14 @hr=0) 4 —i(i’kl‘—"-@)]

= |p1]? =241 +
o (W22 = |pa|? =

2k, 9
=" o |2 =
k1 + g a

cos(2k1z — 0)]

|A2|?[e™9%]% = [t]?| A1|2.e72%*

(2k1) _ 4 _4FE
k2 +q2 Y
1+q 1+(_q_) 0
k1
5
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AL s s 4B, —— !
= |yl = _Z |4 2e7r 22020, oud =
Représentation de |a densité de probabili(é :

AP
~\ N
‘\\l ’1’,' .‘\ /f‘\ / \.

\
0 o X

On constate que dans g région (IT) (2 > 0) interdite & la particule (car R = 1); la densité de
probabilité de présence West pas nulle! Elle s’étend sur une distance caractéristique 0 / 2 avec

J:lz h,

appelée quantique. Comme c’est prévu; sim 7 Peffet quantique \

Cet effet est analogue & effet de peau étudié en électromagnétisme.
Imaginons que 'extension de la marche de potentiel est finie.

On parle alors d’une barriére de potentiel. Si la décroissance de la fonction d’onde Uy est
suffisamment lente par rapport & I'extension de cette barridre : on peut s’attendre & ce que la

I11-3) Barriére de potentiel et effet tunnel :
II1-3-a) Modélisation

La barriére de potentiel est une marche de potenticl d’extension limitée,

‘ v(x) .
Vo i
M (11 (1 ¢
E -
-a/z 0 a _;x
. < E
V(z) = Vo pour |z| < a/2
0 ailleurs i
La barriere (région (I1)) est de largeur @ et de hauteur W > 0. d
Les discontinuités de V(z)enz = +a/2 modélisent une évolution de V(2) sur une échelle d
spatiale négligeable devant App.
Un faisceau incident de particules quantiques provenant de * = —og g dirvige vers la barrigre,
6 =
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il ’ ~ YO N 12 . . . . .
On s'intéresse au cas on I'énergie £ d'upe particule incidente est £ < V.
De point de vue de la mécanique classique, la p .

111-3-b) Fonction d’onde et conditions aux limites

v’ Léquation de schrédinger indépendante de temps s'éerit

e Dans les régions (I) et (1) . 90”(-.7:) + kz(p(x) =0, ot k — V2mE

¢ Dans la région(II) : 90”(.’E) - q2l,0(:c) =0 o1 g= \/Qm(l/b - FE)

. . h
v Les solutions de ces équations sont

e Dans la région (I) : 901(1-) = A;.ethT + By.e~tkr

e Dans la région (II) : err(z) = As.ch(gz) + By.sh(gx)

o Danslarégion (1) 1 @r7(z) = Ag.eih® 4 By gike

v" Donc :

Uy = @].e—'iwt — A].ei(kl‘_wt) + Bl_e—'i(k:n+w£)

OPPM incidente ¥; OPPM réfléchie v,
Uy = SDIII-e_iwt _ A3.ei(km-—wt) + \B3‘e—7',{l.-..'c+wt)l

WV

OPPM transmise : & ypp)y se propageant selon (—?'1,-;,-})

— inacceptable — B3 =0
V' Continuité de ¢(z) :
cvi(z = —a/27) = gr(z = —af2%) = Aj.ehe/2 L B eika/2 _
qa qa
Agch (7) — Bysh (-2-) (1)

e oz = a/2+) — 901‘1(1- - a/2_) = A3,eika/2 = Asch (QQE) + Bosh (%q)

V' V() présente des discontinuités d’amplitude finic => ¢’ () continue.

+ ¢ie = —a/27) = ¢} (o = =45

= ik(Aremol? - Bl = o~ Apsh () + Booh (Z)) (3)
* ¢rr(@ = a/2%) = g (z = a/27)

= ik.Az.e*o/2 — g( Aysh (%) + Bach (22‘3)) (4)

+oe
En ajoutant la condition de normalisation / lp|%dz = 1 (5),
-0

articule rebrousse chemin car £ < V.

(2)

On obtient un systéme & 5 équations et 5 inconnus qui sont Ay, Ay, By, By et As. La résolution

du systéme est alors possible, c’est un calcul mathématique assez long dont on exploitera

directement le résultat dans les paragraphes suivants.

' Expert-Prepa. Al Rights Reserved. (Prof. Neil JOMAA)

Scanned with CamScanner

Powered By



I1I-3-c) Probabilités de réflexion R et de transmission T & travers la barriére. Effet
tunnel :

Les veeteurs densité de courant de probabilité s’expriment ainsi :

‘ ) _— - 2}’4? 2,)]'.‘.—)
e DPour I'onde incidente : Ji =¥ T | A1 '7;71"'“1'-
_)
® Pour I'onde réfiéchit : 3? = ]WTIQM = lBll2?(—ﬁZ) o ‘ d?‘i
_—m T
._>
A k hk
e Pour Ponde transmise : _t) = | 2ﬁ = |A3 21—7.13
J w m m

Remarque : on ne beut pas associer & 77, un vecteur densité de courant de probabilité car 'onde
n'est pas progressive dans (II).
On en déduit :

-
'R= ”JT‘” — E!._ 2
I 1{ I 14
o UF |4
17:1] 14 _
La résolution du systeme & 5 équations présenté dans le paragraphe précédent donne.
72
0 2
1BV, —E)°" (49) 1
1+—0 g2 1 0 2
+ 4E(V() _ E)S (qa) + h—_ﬁéiE(Vb _E)Sh (qa)

On remarque de 7" # 0 donc une particule quantique possede toujours la possibilité de traverser la
barriére de potentiel malgré que son énergie £ < Vo. Cet effet inacceptable par la mécanique
classique est purement quantique et appelé 'effet tunnel.

On vérifie bien que R + T = 1. (Condition de normalisation).

I1I-3-d) Densité de probabilité de présence [¢|? ;

. . N - (
M) : o1 = Ar.e’®® 4 By e~ = 4 (e"“" + A—l.e"’“‘)

! ]

. R= %‘2 = %=\/§3‘9 oﬁ9=a7‘g(%) i

done 7 = Ay (et 4 /R cmilke—0) X

lerl* = o} = |ALP(1 + R + 2VR. cos(2kz — 9)) :
orlfnee = AP+ VRY? et |orl2, = |4 P01 ~ VE)?

(I1D) : ¢3 = Ag.ethe = |s|? = |A3)? = T.|A1? = cte. d
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(11 :lDanS cette re}%‘lon la densité de probabilité décroit avee une distance caractéristique :
f==-= ‘
q 2m(Wy — E)

d'ou l'allure de la densité de probabilité :

densité
1
JAP(14+VR )2
SN TN |
/ .\'A. / \‘\ ' l
\\ | |
\_‘ 4 \‘l l
N /7 l ‘
________ —l o -—em e \ *
IARAIR )2 o~ ! TIAP=1-RI A
i I >
-ay;‘_ 0 +a, X

I11-3-e) Approximation d’une barriére épaisse :

1 .
Cecascorrespond 2 a > < a>» = « ag > 1
q

eld
= T~ 1 ~ 16E(W) - E).e—2aq
- Vi e\ ? Ve
1+ 9 )
4E(Wp — E) ( 2

Donc la probabilité de transmission s'écrit dans cette approximation :
T o162 (1 = E) o
Vo Vo
Leffet. quantique en général diminue lorsque la masse augmente. Vérifions cela pour une barricre de
hauteur Vg = 4eV et de largeur 2a = 0, 6nm : T'(électron) = 1072 >> T'(proton) = 10763,

L'effet tunnel est done plus marqué pour P’électron.
On a bien la masse (proton) =~ 10™27kg >> masse(électron) ~ 10*30"'9

I11-3.f) Interprétation qualitative de ’effet tunnel :

Pa Particule quantique est représentée par un paquet d’ondes quasi-monochromatique qui est un
ctat non stationnaire - son énergie peut fluctuer autour d’une valeur moyenne. Notons A E
Pindétermination sur E.

Au moment de Vintéraction de la particule avec la barricre AE peut étre suffisamment grande pour
Qe E+ AFE >V o par suite la particule quantique puisse traverser la région (II) de la barritre

AE -V
du potentie] avee une vitegge |V o \/ 2(E + 0) .
m
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Selo‘n 'inégalité de Heisenberg temps-énergie ; la fluctuation de £ peut se maintenir pendant uge
durée T telle que :
S h h
T2 ——— = Tmn = .
S2AE T ™7 2AF

Peudant cette durée, la particule quantique peut parcourir la distance

ANE) = Vi, o JHEL DB W) b
o m 2
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